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Resumen

En este trabajo extendemos el concepto de monomios y exponentes caracteristi-
cos de hipersuperficies casi ordinarias a hipersuperficies arbitrarias para un orden
dado. Lipman demostré que el conjunto de exponentes caracteristicos de una
hipersuperficie casi ordinaria es independiente de la eleccién de la raiz [34]. Moti-
vados por este resultado, introducimos los conceptos de <-rama de un polinomio
y =<-exponentes asociados a un elemento & que pertenece a un campo algebrai-
camente cerrado dado por el orden <. Asimismo, en uno de nuestros resultados
principales Teorema 5.2.5, establecemos condiciones bajo las cuales el conjunto
de <-exponentes asociados a una raiz coincide con el conjunto de <-exponentes

caracteristicos asociados a la <-rama que contiene a dicha raiz.

Ademas mostramos que algunas propiedades que son vélidas en el caso casi ordi-
nario también se mantienen en nuestro contexto. Tornero define a los exponentes
distinguidos como aquellos que cumplen las condiciones establecidas en [45, Teo-
rema, pag. 2]. Uno de nuestros resultados importantes es el Teorema 4.4.3, en
el que generalizamos el teorema de Tornero a los <-exponentes asociados a un

elemento &.

Cada orden = permite construir un conjunto de =<-exponentes caracteristicos.
Para analizar las relaciones entre estos conjuntos, introducimos el concepto de
o-Poligono de Newton, una extension natural del conocido poligono de Newton
al contexto de series formales con exponentes en conos. Algunos de nuestros re-
sultados principales son el Lema 6.2.3 y el Teorema 6.2.5 en los que establecemos
condiciones bajo las cuales, dados dos 6rdenes < y =<», los <;-exponentes carac-
teristicos y los =<s-exponentes caracteristicos coinciden, ademas de analizar las

posibles formas en que estos exponentes pueden ordenarse.

Para justificar nuestros teoremas principales, presentamos varios resultados fun-
damentales que también pueden ser 1tiles en otros contextos. Por ejemplo, en el

Lema 3.3.5 demostramos que cualquier serie posee un exponente dominante.



In this work, we extend the concept of monomials and characteristic exponents of
quasi-ordinary hypersurfaces to arbitrary hypersurfaces for a given order. Lipman
proved that the set of characteristic exponents of a quasi-ordinary hypersurface is
independent of the choice of the root [34]. Motivated by this result, we introduce
the concepts of a <-branch of a polynomial and <-exponents associated with
an element ¢ that belongs to an algebraically closed field, given by the order
<. Moreover, in one of our main results, Theorem 5.2.5, we establish conditions
under which the set of <-exponents associated with a root coincides with the set
of <-characteristic exponents associated with the <-branch containing that root.
We also show that some properties that hold in the almost ordinary case are
also preserved in our context. Tornero defines the distinguished exponents as
those that satisfy the conditions established in [45, Theorem, p. 2]. One of our
main results is Theorem 4.4.3, in which we generalize Tornero’s theorem to the
=-exponents associated with an element &.

Each order < allows us to construct a set of <-characteristic exponents. To analy-
ze the relationships between these sets, we introduce the concept of the o-Newton
Polygon, a natural extension of the well-known Newton polygon to the context
of formal series with exponents in cones.

Some of our main results are Lemma 6.2.3 and Theorem 6.2.5, in which we esta-
blish conditions under which, given two orders =<; and =<5, the <;-characteristic
exponents and the <,-characteristic exponents coincide. We also analyze the pos-
sible ways in which these exponents can be ordered.

To justify our main theorems, we present several fundamental results that may
also be useful in other contexts. For example, in Lemma 3.3.5, we prove that any

series has a dominant exponent.
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Introducciéon

Sea K un campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0. Denotaremos por
K[[z]] al anillo de series de potencias formales en = con coeficientes en K y por
K ((x)) su campo de fracciones.

El teorema de Newton-Puiseux [41], establece que si f € K[[x]][y] es un polinomio

monico e irreducible de grado d, entonces se factoriza en K H:ﬁ” [y] como

F=T1I (v—&mam) (0.0.1)

ni=1

donde &(z) € K[[z]).

Dada una serie { = ) 4z € K((x%)) denotamos
?
d,(€) == min ~. 0.0.2
ordy(§) = min - (0.0.2)

En el dltimo cuarto del siglo XIX, M. Halphen y H.J.S. Smith introducen la nocién
de exponente caracteristico para estudiar singularidades de curvas planas, ver en
[25, 44] o un articulo més reciente [20]. En una serie de articulos de Abhyankar
y Moh [2, 3, 4], en los anos setenta, se definen los exponentes caracteristicos de

f como

{ordx@’(:vé) - 5(935)) ‘ ¢,¢ € K[[z]] con ¢ (x1) y &(z1) raices de f}. (0.0.3)

Como consecuencia de (0.0.1), los exponentes caracteristicos de un polinomio

irreducible f también pueden definirse a partir de una raiz & (m%) como

1 1
{orda(€(®) — E(nwa)) | n =1}, (0.0.4)
El conjunto de los exponentes caracteristicos es una herramienta ttil para estu-
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diar y clasificar singularidades de curvas planas, en particular determina el tipo
topolégico de la singularidad, ver por ejemplo [13, 48]. Con el conjunto de los
exponentes caracteristicos se puede calcular el semigrupo asociado a la curva, ver
por ejemplo en [4]. La estructura de tal semigrupo tiene aplicaciones incluso en
la teoria de cddigos, se puede ver en [12, 18].

Para definir el concepto de exponentes caracteristicos de curvas a hipersuperficies

necesitamos:
» Para extender (0.0.3) y (0.0.4), un campo 8 que contenga a K|z, -, z,]]
tal que f € K[z, -+ ,z,]][y] se factoriza como un elemento de 8[y], de

manera que tenga sentido hablar de las raices de f en §.

= Para extender (0.0.2), una funcién v : § — Q" analoga a ord, : K((z1)) —»

Q.

En 1983, A. Sathaye [43] presenté una generalizacion de los resultados de Abhyankar-
Moh cuando x se reemplaza por una n-tupla (x1,...,z,).

La definicién de A. Sathaye usa el campo de series de Puiseux iteradas como §
y el minimo del soporte con el orden lexicografico como v. Lipman y Gau en
1988 presentan una extensién para singularidades casi ordinarias [34], usando el
Teorema de Jung Abhyankar para su construccién, misma que ha sido extendida
para singularidades o-libres por Abbas-Assi [11] usando las raices con exponentes
en conos de McDonald [36], y las ideas de J.M. Tornero presentadas en [46, 45]
como orden.

En este trabajo construimos, para una hipersuperficie arbitraria, una familia de
conjuntos de exponentes caracteristicos, definida en términos de la familia de
campos algebraicamente cerrados construidos en [8]. Estos campos algebraica-
mente cerrados tienen una valoraciéon natural que va a corresponder con el orden.
También damos condiciones necesarias para que los exponentes caracteristicos no
dependan de la eleccién de la raiz € en (0.0.4).

Los exponentes caracteristicos construidos por A. Sathaye, Lipman, Gau y Abbas-
Assi, cuando estan definidos, aparecen, de manera natural, como elementos de
nuestra familia de exponentes.

También probamos una relacién entre las distintas formas de ordenar estos expo-
nentes y el discriminante de la proyeccion, respondiendo a una de las preguntas
planteadas durante el primer Congreso Nacional de Geometria Algebraica, cele-
brado en la Casa Matematica Oaxaca del 3 al 7 de octubre de 2016.



Esta tesis esta estructurada en siete capitulos. A partir del capitulo tres se pre-
sentan nuestras principales contribuciones. Todos los resultados que no sean de
nuestra autoria estaran debidamente referenciados para que puedan ser consul-

tados en sus fuentes originales.

En el primer capitulo se establece la notacion, terminologia y los conceptos fun-
damentales necesarios para la exposicion del trabajo. Asimismo, se introducen
propiedades clave relacionadas con el anillo de series de potencias formales en
varias variables. También se incluyen propiedades sobre grupos, extensiones de
campos, el grupo de Galois asociado a una extension y casos destacados como
las extensiones de Kummer. Los contenidos tratados en estas secciones pueden
consultarse en [29] y [14].

En el capitulo dos presentamos la construccién de los exponentes y monomios ca-
racteristicos para hipersuperficies casi ordinarias, asi como sus propiedades funda-
mentales, todas las ideas centrales de las demostraciones y los enunciados fueron
tomados de [16, 34]. Presentamos propiedades de hipersuperficies casi ordina-
rias definidas por un polinomio de Weierstrass en el anillo de series de potencias
K{[z1,...,2n,y]]. Los Teoremas de Divisién y de Preparacion de Weierstrass nos
permiten concluir que cualquier germen de hipersuperficie puede ser definido por
un polinomio de Weierstrass, ver por ejemplo [24]. Teniéndose que un germen de
singularidad de hipersuperficie en C"** se puede ver como una cubierta ramificada

de una bola en C".

El Teorema de Jung-Abhyankar, Teorema 2.3.3, el cual fue demostrado en [5], es-
tablece que si f € Cl[xy, ..., z,]|[y] es un polinomio irreducible casi ordinario, sus
raices se encuentran en (CHQJI% e ,:c% H, para algin k& € N. Otras demostracio-
nes de este hecho se pueden encontrar en [50, 35, 38]. Calculando las diferencias
entre las raices de f, se construyen sus monomios y exponentes caracteristicos.
Los cuales determinan la topologia de la singularidad. Esto fue demostrado por
Lipman y Gau, ver [34] y [21].

Mediante un orden parcial, se establece que los exponentes caracteristicos de una
singularidad casi ordinaria forman un conjunto ordenado y que los monomios
caracteristicos forman un conjunto totalmente ordenado bajo la relacion de divi-
sibilidad, Proposicién 2.4.6. Tornero en [45], extiende el concepto de exponente
caracteristico a hipersuperficies de Puiseux, a dichos elementos los denomina ex-
ponentes distinguidos y propone un algoritmo para identificarlos, aportando una

herramienta clave para su analisis y calculo. Lipman demuestra que el conjunto de



exponentes caracteristicos de una hipersuperficie casi ordinaria es independiente
de la elecciéon de la raiz, tal como se establece en el Teorema 2.4.9.

En el capitulo tres presentamos los campos algebraicamente cerrados construidos
por Aroca, Ilardi y Rond en [8, 9], los cuales se obtienen como una unién infinita
de anillos de series con soporte en conos poliédricos fuertemente convexos. Estos
son los campos que se utilizaran en el siguiente capitulo para extender la nocion
de exponente caracteristico.

Introducimos el concepto de cono y sus propiedades mas relevantes, asi como la
definicion del anillo de series de potencias con soporte en conos.

A continuacién, definimos los campos algebraicamente cerrados §< de series de
potencias con soporte en conos trasladados. También introducimos una valoracién
natural (3.3.8) sobre 85 y demostramos en el Lema 3.3.7 que cada elemento de
8~ puede expresarse como un monomio multiplicado por una unidad en su anillo
de valoracién, es decir, que todo elemento tiene término dominante.

Finalmente, en el Lema 3.3.12 mostramos que si f € K[[z1,...,z,]|[y] es un po-
linomio irreducible de Weierstrass, sus raices pertenecen al anillo de valoracion
de 8<. Los resultados que presentamos en la Seccién 3.3 son de nuestra autoria,
con excepcion de aquellos cuyas demostraciones se encuentran citadas en las re-
ferencias correspondientes.

En el capitulo cuatro presentamos una extension de los conceptos de monomios
y exponentes caracteristicos a singularidades arbitrarias de hipersuperficie.

Los resultados de polinomios casi ordinarios se basan en la comprension del grupo
de Galois de la extension K((x1%,...,2,%))/K((21,...,2,)), uno de nuestros
resultados importantes de este capitulo es el Lema 4.3.1 en el que describimos
las extensiones andlogas K< ((x1,...,x,))e/K<((z1,...,2,)) que tienen el mismo
grupo de Galois.

Dado que f € K((z1,...,2,))[y] es irreducible y K((x1,...,x,)) es un campo
de caracteristica 0, se cumple que £ # & para todo par de raices £ y & de f,
ver A.0.1. Esto asegura que v<(§ — ¢’) estd definido, lo que permite definir los
=-exponentes y monomios caracteristicos, Definicion 4.1.1.

A cada elemento £ € 8< asociamos un conjunto de vectores en Q", denominados
=<-exponentes asociados a £ (Definicién 4.2.1). Esta nocién extiende la de los ex-
ponentes en el caso casi ordinario (Teorema 2.4.9). Para las singularidades casi
ordinarias, ambas definiciones son equivalentes; sin embargo, en el caso de singu-

laridades arbitrarias de hipersuperficies, esta equivalencia no siempre se cumple.
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Presentamos ejemplos ilustrativos que evidencian esta diferencia. Uno de nuestros
resultados principales es el Teorema 4.4.3, en el que extendemos el Teorema de
Tornero [45, Teorema, pag. 2| al contexto de los exponentesdistinguidos, logran-
do asi una generalizacién aplicable a los <-exponentes asociados a un elemento
£ € 8<.

En el capitulo cinco, presentamos las condiciones bajo las cuales las definiciones de
=-exponentes caracteristicos y =<-exponentes asociados a una raiz, introducidas
en el capitulo cuatro, son equivalentes.

Si f € K[[z1,...,2,]][y] es un polinomio irreducible, esto no implica necesaria-
mente que también lo sea en el anillo K<[[zy,...,z,]][y]. Esta observacién nos
lleva a introducir el concepto de =-libre, Definiciéon 5.1.1. Un ejemplo bésico
de polinomios =<-libres son los polinomios casi ordinarios irreducibles, los cua-
les cumplen esta propiedad para cualquier orden. En los casos en que f no sea
=<-libre, definimos las =<-ramas del polinomio, Definicién 5.1.2, una herramien-
ta que permite agrupar conjuntos disjuntos que tienen los mismos <-exponentes
caracteristicos.

En la Proposicién 5.2.2 mostramos como, a partir de una raiz perteneciente a una
<-rama, se pueden obtener todas las demas. En la Proposicién 5.2.4 mostramos
que si fijamos una raiz de una rama, el exponente caracteristico que se obtiene
al restar las raices de otra rama, es el mismo. Nuestro resultado principal de
este capitulo es el Teorema 5.2.5, en el que demostramos que el conjunto de los
=<-exponentes asociados a una raiz, que pertenece a una =<-rama, coincide con el
conjunto de <-exponentes caracteristicos asociados a dicha =<-rama.

En el capitulo seis analizamos la relaciéon entre las distintas formas de ordenar
los <-exponentes caracteristicos y el discriminante de la proyeccion.
Comenzamos introduciendo, en la Definicion 6.1.1, el concepto de o-poligono
de Newton, una generalizacion natural del poligono de Newton al contexto de
series formales en el anillo K[[o]]. Luego, en la Observacion 6.1.3 y el Lema
6.1.4, establecemos propiedades clave que relacionan la valoracion v<(p) con el
o-poligono de Newton asociado a ¢. En la Definicién 6.1.5, para cada ¢ € K[[X]]
y para cada vértice v del o-poligono de Newton de ¢, definimos el concepto de
cono asociado al vértice v.

Un resultado importante que demostramos en este capitulola es la Proposicion
6.2.1, en el que presentamos una formula explicita que relaciona el conjunto de

exponentes caracteristicos calculados con un orden, con las coordenadas de un



vértice del poligono de Newton del discriminante.

Finalmente, el Lema 6.2.3 y el Teorema 6.2.5 son dos de los resultados mas
importantes que demostramos y en los que establecemos condiciones bajo las
cuales, dados dos ordenes < y =, los <j-exponentes caracteristicos y los <s-
exponentes caracteristicos coinciden, ademéas de analizar las posibles formas en
que estos exponentes pueden ordenarse.

En el capitulo siete se recopilan todos los ejemplos desarrollados a lo largo de esta
tesis. Cada vez que sea necesario hacer referencia a un ejemplo, citaremos los que
se encuentran en este capitulo. Cabe destacar que los ejercicios presentados antes
del capitulo siete no tendran numeracion.

Buchacher ha implementado un algoritmo en @Mathematica que calcula los pri-
meros términos de la raiz en S<_ de polinomios en el anillo K[[X]][y], ver en
[15]. Gracias a este algoritmo, hemos podido realizar los cdlculos necesarios para
algunos de los ejemplos presentados.

Para una lectura mas accesible del trabajo, la tesis cuenta con un glosario y un
indice de notacioén.

Al final del documento se presentan dos apéndices, uno que recopila todos los
resultados utilizados en este trabajo y provenientes de la literatura, y el altimo

apéndice es para registrar las preguntas que quedan abiertas.



CAPITULO 1

Notacion, terminologia y preliminares

En este capitulo presentamos la notacién, la terminologia y los resultados funda-
mentales que seran esenciales para el desarrollo de este trabajo. Estas herramien-
tas conceptuales y técnicas proporcionaran el marco necesario para abordar los
problemas y métodos discutidos en los capitulos posteriores.

Comenzamos con una introduccién a los conceptos clave relacionados con exten-
siones de campos algebraicos, valorados y de Galois, lo que permitira establecer
las bases para comprender estructuras algebraicas avanzadas y sus propiedades
fundamentales. A lo largo de esta seccién, enfatizamos tanto la teoria como ejem-
plos concretos que ilustran estas nociones.

A continuacion, exploramos el anillo de series de potencias en varias variables
con exponentes enteros positivos. Detallamos sus propiedades principales, con
especial atencién a su estructura algebraica y las operaciones que lo definen.
Finalmente, abordamos el concepto de orden, un tema central para la teoria
de valoraciones. Incluimos ejemplos detallados que ilustran cémo se calcula el
orden de un elemento en diferentes contextos, y mostramos la relacion entre este

concepto y las valoraciones en estructuras algebraicas.

1.1. Notacién y preliminares

Sea A un anillo conmutativo con identidad. Un elemento u € A es unidad si
existe v € A tal que uv = 1. Al grupo multiplicativo de unidades del anillo A lo
denotaremos por A*.

Se dice que a,b € A son asociados si existe u € A* tal que a = ub.

Sia,b e A, sedice que a divide a b si existe ¢ € A con b = ca. Y usaremos la
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notacion alb.
Un elemento p € A, es irreducible si cuando p = ab, entonces a 6 b es unidad.
Sean aq,...,a, € A, el ideal generado por los elementos a4, ...,a, € A sera

denotado por < aq,...,a, >.

Definicién 1.1.1. Se dice que A es un dominio Euclidiano si existe una funcion
0: A\ {0} — Z tal que:

1. 0(r) >0,

2. Para todos a,b € A, existen ¢q,r € A tales que a =bg+r,conr =001 #0
y O(r) < 0(b),

3. Sia,be Ay alb, entonces d(a) < I(b).

Denotaremos por A[z] al anillo de polinomios en la indeterminada x con

coeficientes en A, es decir,

Alz] = {Egax

a; € A, para todo z} )

Definicién 1.1.2. Se dice que a1, as, ..., qa; € R son racionalmente indepen-
dientes si a;jay + -+ + gy = 0, con aq,...,q; € Q, implica que a; = 0, para

todoi=1,...,1[.
Ejemplo. = {1,1/2} son racionalmente independientes.
= {V/2,2v/2} son racionalmente dependientes.

Proposiciéon 1.1.3. Siw € R” es de coordenadas racionalmente independientes

y a € Q", entonces
{zeR"w-z=w-a}NQ" = {a}.

Demostracion. Sea € Q" tal que w-f = w-a. Si w = (W, ws,...,w,), @ =

(1,9, .., 000) y B=(B1, P2, ..., [Pn), entonces
(aq — Br)wr + (g — PBo)wa + -+ - + (o, — Br)wn, = 0.

Dado que w es de coordenadas racionalmente independientes, entonces a; = 3; V

i=0,1,...,n, por lo que a = f3. n



1.2. Extensiones de campos

Sean F'y K campos tales que K C F es un homomorfismo inyectivo de campos,
se dice que F' es una extensién de K y lo denotaremos por F'/K.

Si F/K es una extensién de campos, entonces F' tiene una estructura natural
de K— espacio vectorial. La dimensién de F como espacio vectorial sobre K se
denotard por [F': K]|. Si la dimensién del espacio vectorial es finita, se dice que
la extension es finita.

Sea F'/K una extensién de campos y o € F. Se dice que « es algebraico sobre
K si existe un polinomio p(y) € K[y] tal que p(a)) = 0. En otro caso diremos que
a es trascendente.

Se dice que la extensién F'/K es algebraica si todo elemento de F es algebraico
sobre K.

Sea « € F algebraico sobre K, se dice que P € K|[y] es el polinomio minimo
de a si es monico, irreducible y P(«) = 0.

Sea f € KJz] un polinomio de grado d > 1. El campo minimo en el que f
tiene todas sus raices se denomina campo de factorizaciéon de f sobre K y lo
denotaremos como Kj.

Una extension F'/K es normal si para todo polinomio irreducible f(z) € K|z]
que tiene una raiz en F', se tiene que F' contiene a todas las raices de F.
Cualquier extension de grado 2 es normal, pero hay extensiones que se obtienen
a partir de extensiones de grado dos y sin embargo no son normales, por ejemplo
Q(v/2)/Q no es normal pues las raices complejas de 2* —2 no pertenecen a Q(v/2),

sin embargo el grado de cada extension de la siguiente torre de campos es 2
Q cQ(v2) CQ(V2).

La demostracién del siguiente teorema puede consultar en [29, Teorema 3.3, pag.
237].

Teorema 1.2.1. La extension finita F/K es normal si y solo si F' es el campo

de factorizacion de una familia de polinomios en K|x].

Sea F'una extension de K y a € F algebraico sobre K, se dice que « es separable
sobre K si el polinomio minimo de « sobre K tiene raices simples. Si F' es una
extension algebraica y todo elemento de F' es separable, se dice que F' es una

extension separable sobre K.



Se dice que una extensién algebraica F/K es de Galois si es normal y sepa-
rable.

Sea F' un campo y G un subgrupo del grupo de automorfismos de F. Se denota
por F'¢ al subconjunto de F' que consiste de todos los elementos de x € F tal que
¢(z) = x, para todo ¢ € G. El conjunto F'“ es un campo, el cual se denomina
campo fijo de G.

El grupo de Galois de una extension de campos algebraica F//K es el grupo de
automorfismos de F' que dejan fijo al campo K. Usaremos la notacién Gal(F' : K)
para denotar al grupo de Galois de F//K.

Sea K un campo y k > 1 un entero, las raices k-ésimas de la unidad en K
son todos los elementos & € K tales que & = 1.

El conjunto de las raices k—ésimas de la unidad forman un grupo el cual es ciclico.
A un generador de este grupo se le denomina raiz k—ésima primitiva de la
unidad.

Sea F'/K una extension de campos tal que F' contiene a una raiz k—ésima primi-
tiva de la unidad, se dice que es una extension de Kummer si es el campo de
factorizaciéon de un polinomio de la forma (z* — a1)(2* — ay) - - - (2% — @,), donde
ai,ag, ..., a, € K.

Si la caracteristica del campo K es igual a 0, a; # 0 todas distintas entre si,

k

ninguno de los factores ¥ — a; tiene raices multiples, pues la tnica raiz de la

derivada kx*~! es 0. De manera que la extensién es F'/K es separable y normal,

por lo tanto de Galois.

1.3. Grupos, semigrupos y acciones

Las definiciones y resultados de esta seccién pueden consultarse en [14] y [29].
Sea C}, el grupo de las raices k—ésimas de la unidad en un campo K y [,k € N

son primos relativos, se tiene que
Olk = O[ X C’k

Sea ¢ € C una raiz k—ésima primitiva de la unidad. Sea f(z) el polinomio minimo

de ¢ sobre Q. Se tiene que f(z) divide a ¥ — 1. Ademéds se cumple que

Gal(Q(E) : Q) = (,jzz) .
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Sea A un conjunto de cardinalidad n, el conjunto Sy := {f : A — A | f es biyectiva}
es el grupo de permutaciones de los elementos de A, con la operaciéon compo-
sicion de funciones.

Sean GG un grupo, A un conjunto no vacio y un homomorfismo p : G — S,. El
homomorfismo define una acciéon de G en A, ver por ejemplo en [14].

Sea G un grupo que actia en A, dado x € A, se define la érbita de z , denotada
por orb(x), como el conjunto {gx | g € G}.

Se dice que una accién de GG sobre A es transitiva si todos los elementos de A
estan en la misma 6rbita, es decir, para cualesquiera xz,y € A existe g € G tal
que x = gy.

Un semigrupo es un conjunto A no vacio, junto con una operacién binaria +

que satisface:

1. (Operacion interna) Para todos a,b € A, se tiene que a + b € A.

2. (Asociatividad) Para todos a, b, c € A, se tiene que (a+b)+c=a+ (b+c).
Definicién 1.3.1. Un monoide es un semigrupo A tal que:

1. (Elemento neutro) Existe e € A tal que e + a = a y a + e = a para todo
a€ A

Sean A un semigrupo, B un conjunto con A C By {ay,...,a,} C B. Se dice que
A es un semigrupo finitamente generado por el conjunto {as,...,a,}, si A es el
semigrupo més pequeiio que contiene a {ay,...,a,}. En cuyo caso, se dice que
{ai,...,a,} C A genera a A. Es decir A = {aya; + -+ a,a, | a; € N}

Ejemplo. Sean ¢1,...,q € Q" no todos cero.

1. El conjunto o = {p1q1 + -+ + pirqr | fta, - -, iy € R>p} es un semigrupo, el

cual no es finitamente generado.

2. El conjunto o N Z™ es un monoide finitamente generado. Notese que, si
v; = (1,0), v = (1,V2) y 0 = {101 + 02 | 11, 12 € Rsg}, entonces o NZ?

no es finitamente generado.

1.4. Anillo de series de potencias

En esta seccion definiremos el anillo de series de potencias y presentaremos propie-
dades generales. Usaremos la letra K para denotar a un campo algebraicamente

cerrado de caracteristica 0.
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Denotaremos por K[xy,...,z,| al anillo de polinomios en las indetermina-

das zq,...,x,, con coeficientes en K, es decir,
Klzy, ..., x,) = {f = Z Ulaan) 1™ 2" | Qo an) € Ky |A] < oo} )
(al,...,an)GAC(Zzo)”
(1.4.1)

Cuando no cree confusién, usaremos la expresion K[ X]| en lugar de K|z, ..., z,)
para simplificar notacion.
Dado

f= Z Uar, o) T1™ - 2, € K, .., 2], (1.4.2)

(a1yeeeson ) EAC(Z>0)™

se define el grado de f denotado por J(f), como:

n

a(f) = ae&réaz);on {|a| | 4o # 0, en donde o := (v, ..., ) ¥ | :== ;ai}.
Se dice que f es homogéneo si es suma de términos con el mismo grado, esto es,
para todo a(q,,..a,) 7 0, en donde f es como en (1.4.2) se tiene que |a| = 9(f).

Denotaremos por K|[xy,...,2,]] al conjunto de sumas formales de la forma:

=Y P=P+P+---,

i=0
en donde cada P; € K[X] es un polinomio homogéneo de grado 1.
Los elementos de K[[zy,...,x,]] son llamados series de potencias formales en

las indeterminadas x4, ..., z, con coeficientes en K.
Usaremos la expresién K[[X]] para simplificar notacion.

El campo de fracciones del anillo K[[X]] es:
Koo = {1 | o e KXo 20},

El cual denotaremos por K((X)).

Otras formas de escribir a los elementos de K[[X]] son las siguientes:

[e.e]
F=> 2 el a (1.4.3)

=0 a1+ +an=1
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F=3 a.x, (1.4.4)

acl
con A C (Zzo)n y X = T4,
El conjunto K[[X]] tiene estructura natural de anillo conmutativo con identidad

con las operaciones suma y producto dadas por

f+g:Z(Pi+Qi) y fg:ZZPjQifgﬂ
i=0 i=0 j=0

o0 oo
donde f=3"P,g=> Q; € K[[X]].
=0 i=0
La siguiente proposicion establece las condiciones necesarias y suficientes para

que un elemento en K[[X]| sea invertible.

Proposicién 1.4.1. Sea f =Y P, € K[[X]], entonces [ es invertible si y sélo

i=0
S P() 7é 0.
Demostracion. Queremos encontrar g = Z Q; € K[[X]] tal que fg =1, o equi-
i=0
valentemente:
PyQo =1
PiQo+ P11 =0 (1.4.5)

P,Qo+ P1Q1+ -+ ByQ, = 0.

Si f es invertible, entonces PyQ)y = 1, por lo que Fy # 0.
Reciprocamente, si Py # 0, sean Qg := Py ', Q1 := —P; 'P,Q. De esta forma sea

Qn = _PO_I(PnQO + - PlQn—l)-

o0 o0
Teniéndose que g := ZQZ = —PO_1 -1+ Z Z P Qig | es la inversa de
i=0 i=1ip+ig=i
ig#i

f ]

Sea f € K[[X]],con f=>_ Py P, #0. Se dice que P,, es la forma inicial de

f v que m es la multiplicidad de f, la cual serda denotada por mult(f). Cuando

f =0, se dice que mult(f) = oc.
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Se dice que f € K[[X]] es de orden [ con respecto a la indeterminada z; si !
es el maximo entero no negativo con la propiedad de que f(0,...,z;,...,0) es
divisible por xé Denotaremos al orden de f en x; como ord,, (f(0,...,z;,...,0)).
Si f es de orden m con respecto a x; y m = mult(f), se dice que f es regular

con respecto a x;.

Definicién 1.4.2. Sea ¢ = Y a,2® € K[[X]], definimos el soporte de ¢,
Supp(p), como:

Supp(p) :={a | as # 0}. (1.4.6)

Observacién 1.4.3. Con esta notacion se tiene que si f € K[X], el grado de f

es O(f) = méx{]a| ‘ a € Supp(f)}.
Si f € K[[X]], la multiplicidad de f es mult(f) = min{|«a| ‘ a € Supp(f)}.

En lo que sigue denotaremos por C{xy,...,z,} al subanillo de C[[X]] de series
convergentes.
Una funcién f : C" — C es una funcién analitica en un punto xy de su dominio

si existe una serie de potencias centrada en x:

0
Zaz T — ZEQ
=0

que converge en una vecindad U C C de zy y que coindice con la funcién en esa
vecindad.

Sea U C C™ abierto. Se dice que S C U es una variedad analitica en U si V
x € U existe una vecindad abierta U' dez en U y f1, fo,..., f, : U" — C funciones

analiticas tales que

SﬂU’:{pEC”’fl(p):"':fr(p):o}-

Sir =1, se dice que S es una hipersuperficie analitica.
Sea S una variedad analitica. Denominaremos algebra analitica de S al ani-

llo cociente A = W En donde I(S) := {g € C{z1,...,z,} : g(p) =

0 para todo p € S} es un ideal de C{xy,...,z,}.

Definicién 1.4.4. Sean Uy, U; C C" dos subconjuntos abiertos. Se dice que dos
variedades analiticas S7 C Uy y Sy C U,, con 0€ S; N Sy son equivalentes en el
origen si existe un abierto U' C Uy NUs, con 0 € U’ tal que S;NU' = SoNU’.

Cada clase de equivalencia con la relacién antes mencionada la denominaremos
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como germen en el origen de variedad analitica en 0 € C" y la denotaremos
por (5,0).

Se dice que (.5, 0) es irreducible si dados (S1,0) y (S2, 0) tales que (S,0) = (S1,0)U
(52,0), entonces (S,0) = (51,0) o (S,0) = (S2,0).

Si dos series convergentes son asociadas definen el mismo germen de hipersuper-
ficie, lo que motiva la siguiente definicion:

Una hipersuperficie algebroide es una clase de equivalencia de elementos de
C{z1,...,x,,y} médulo la relacion asociados.

En lo que sigue se utilizara el término hipersuperficie, en lugar de hipersuperficie

algebroide.

1.5. Ordenes

Para poder abordar los campos algebraicamente cerrados que contienen al campo
de fracciones del anillo de series de potencias que Aroca e Ilardi construyen en
[8], vamos a introducir el concepto de orden en R”™.

Un ejemplo en Q™ muy especial es <,,, definido por la férmula (1.5.2) mas ade-
lante. Este orden es total en Q", pero no en R™. Sin embargo, segiin Robbiano
[42], puede extenderse a un orden total en R"”, aunque dicha extensién no siempre
es Unica.

Los resultados que exponemos en esta seccién, cuyas demostraciones no se pre-
sentan, se pueden consultar en [42]. Se considerard que los érdenes en R™ con los
que trabajaremos en este escrito son totales.

Un orden total < en un conjunto /7 es una relacién binaria sobre /T que satisface

las siguientes condiciones:
1. (Reflexividad) Si a € II, entonces a =< a.
2. (Transitividad) Si a,b,c € II, a < by b < ¢, entonces a = c.
3. (Antisimetria) Si a,b € II, a < by b = a, entonces a = b.
4. (Totalidad) Para todos a,b € II,a <bo b =< a.

Sea (G, =) un grupo ordenado. Dado v € G denotaremos

Gy ={9€G|v=g} v Gy i={g€G |7 =29} (1.5.1)
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Con esta notacion, el primer ortante es denotado por (Rx)”.

Se dice que un orden = en un grupo II con operacién + es compatible con la
estructura de grupo si v <y a <4, entonces v+ a < 5+ 9.

Un morfismo ordenado sobre un grupo G es una funcién «a : (G, <) — (G, <y),
que es morfismo y si a <; b, entonces a(a) <5 a(b).

Sea w un vector de coordenadas racionalmente independientes. El vector w induce

un orden en Q" dado por

a<,fsiysélosi w-a<w-f. (1.5.2)
Proposiciéon 1.5.1. El orden <, definido antes es un orden total en Q™.
Demostracion. 1. (Reflexividad) Para todo a € Q", se tiene que w- o < w - a.

2. (Transitividad) Sean «a, 3,7 € Q" tales que a <, Sy <, 7, entonces
wa<w-fyw-B <w-v, por la transitividad del orden < en los ntimeros

reales se tiene que w - a < w -, esto es, a <, 7.

3. (Antisimetria) Sia <, Sy <, a,entonces w-a < w-fyw- - <w-aq,
de aqui que w-a = w - = 0. Pero por la Proposicién 1.1.3, se tiene que

a=p.

4. (Totalidad) Sean «, 5 € o, entonces por la totalidad del orden < en los
numeros reales se tiene que w-a <, -fow- - <w-a, porloque a <, o

£ <, a.
O

Por propiedades del producto punto, concluimos que el orden <, es compatible

con la estructura de grupo.

Ejemplo (Orden lexicogréfico). El orden lexicografico, denotado por <j,, sobre

R™ se define como:

(al, R 76Ln) <lex (bl, e bn)
si y solo si existe k = min{i|a; < b;} tal que a; = b; para todo j < k.

Observacion 1.5.2. El orden <., es compatible con la estructura de grupo. Si
(a1, yan) <pew (b1,...,0n) vy (a1, . 00) <iex (Bi1,...,0n), entonces existen

ki, ko tales que ay, < by, ox, < Br,, a; = bj, oy = B, para todos 1 < j < ki y
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1 <1< ky. Sea k =min{ky, ko}, entonces a, + o < b+ B y a; + a; = b; + f;
para todos 1 < j < k. De manera que (ay, ..., an)+ (a1, ..., 00) <pez (b1,...,0n)+

(B1y--y Bn)-

Dado un orden < en R", con la notacién introducida en (1.5.1), el conjunto de

elementos no negativos es denotado por
(R = {a € R" | 0 2 a}.

Se dice que el conjunto S C R™ es = —no negativo cuando S C (R")wg.

Definicién 1.5.3. Sea ¢ C R". Diremos que un orden =< es o—positivo si

0 C (R")xg. Si 0 = (Rxp)" se dice que el orden es positivo .

Ejemplo. Sea w = (v/2,1) y <, el orden en Q? definido por w. El conjunto
(Q?)s,0 es el semiplano delimitado por la recta r(t) = twt, con t € R y w es un

vector perpendicular a w, interseccion (Q?).

3

Figura 1.1: Conjunto (Q?)so.

Definicién 1.5.4. Sea GG un grupo con una topologia dada y elemento neutro e,
se dice que un orden =< sobre (G es continuo, si para todo p € G tal que existe

una vecindad U, con U, — {p} C G.. := {g € Gle < g}, se tiene que p € G,..

Si =< es un orden continuo sobre un grupo G compatible con la estructura de
grupo, se concluye de la definiciéon que si para todo p € G tal que existe una

vecindad U, con U, — {p} C G, entonces p € G<. :={g € Glg < e}.
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Observacion 1.5.5. Sean w € R"™ de coordenadas racionalmente independientes,
p € Q" y U, una bola abierta tal que p € U, y U, —{p} C (Q"), , - Se tiene que

inf v-w= inf v-w, como se muestra en la Figura 1.2, de modo que 0 <, p.
veUp veUp\{p}

Consecuentemente p € (Q")s o . Por lo tanto, <, es un orden continuo.

Figura 1.2

La demostracion de la siguiente proposicién pueden consultarse en [42; Proposi-

ci6én 2.3, pag. 150]

Proposicién 1.5.6. Todo orden sobre Q" se extiende a un orden continuo sobre

R™, esta extension no es necesariamente unica.

Ejemplo. Sea w = (1,v/2) y <, el orden definido por w sobre Q2 como en
(1.5.2).
El orden total <; en R? definido por los vectores w y (1,0) es:

ajlﬁsiysélosiw-a<w-ﬁo(w~a:w-6y(1,0)-a<(1,0)-5).
Y el orden total <, en R? definido por los vectores w y (0,1) es:
ajgﬂsiysélosiw~a<w~ﬁo(w-a=w-ﬁy(0,1)-a<(0,1)-6).

Al restringir cada uno de los 6rdenes <; v <; a Q?, se obtiene el orden <,,. Sin
embargo, <, no se extiende de manera tnica a R? pues (—v/2,1) =<; (0,0) y

(070> j2 (_\/57 1)‘
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La demostracion de la siguiente proposicion puede consultarse en [42, Proposicion
2.4, pag. 151].

Proposiciéon 1.5.7. Sea < un orden continuo sobre R". Existe un isomorfismo
ordenado o : (R, =) = (R™, <jez).

La prueba del siguiente teorema puede consultarse en [42, Teorema 2.5, pag. 151]

Teorema 1.5.8. Sea < un orden sobre Q™. Existen un entero s, con 1 < s <n,

Uy, ..., us € R™ y un homomorfimo inyectivo ordenado
Qo (@n7 j) — (Rsa Slem);

en donde a(u) = (u-uy,...,u- uy).

En un abuso de notacion, denotaremos por <, a un orden total en R™ que extiende

al orden total <, en Q".

1.6. Valoraciones

Como se ha mencionado previamente, Abhyankar y Moh en [4, 2, 3] definen los
exponentes caracteristicos de f basandose en el orden de sus raices. Para ampliar
estos conceptos a una hipersuperficie arbitraria, resulta fundamental introducir
una valoraciéon que permita asignar un orden a los elementos de los campos al-
gebraicamente cerrados donde se encuentran las raices. Por ello, presentamos el
concepto de valoracion, sus propiedades fundamentales y algunos ejemplos repre-

sentativos.

Definicién 1.6.1. Sean K un campo y A un grupo totalmente ordenado, una

valoraciéon v es una funcién v : K* — A que satisface:
1. para todos a,b € K*, v(ab) = v(a) 4+ v(b),
2. para todos a,b € K* tales que a + b € K*, v(a+b) > min{v(a), v(b)},
3. existe a € K* tal que v(a) # 0.

Las propiedades que mencionamos en la siguiente Proposicion las utilizaremos
durante el desarrollo del trabajo, por ejemplo en el Lema 3.3.12. La propiedades

pueden consultarse en [26].
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Proposiciéon 1.6.2. Sean K un campo y v una valoracion sobre K, entonces

para todos a,b € K* se tiene:
1. v(a) =v(=a), v(1) =0 yv(a™") = —v(a),
2. siv(a) # v(b), entonces v(a+ b) = min{v(a), v ()},

n
3. siay,ag,...,a, son elementos de K*, entonces v (Z ai> > 11r£11<n {v(a;)} y
‘ <i<n

=1
la igualdad se cumple si v(a;) # v(a;) para todos i # j,

4. sty _a; =0, entonces v(a;) = v(a;) para algunos i # j.
=1

a
Ejemplo. Sea p € N un niimero primo. Cualquier racional 7 se puede escribir
/
a
de la forma pTy, con a' y b’ no divisibles por p. Sea v, : Q — Z, la funcién tal

a

que v(§) = r, entonces v, es una valoraciéon de Q.
Ejemplo. Sean < un orden total sobre R" y ¢ € K((X)), dado por ¢ = 5, con
f,9 € K[[X]] vy g #0. La aplicaciéon v< : K((X)) — Q", definido por

vx(p) = min Supp(f) — min Supp(g) (1.6.1)

es una valoracion.

Sea A un dominio entero y K su campo de cocientes. Se dice que A es un anillo de
valoracion si existe un grupo abeliano totalmente ordenado I' y una valoracion
v:K*—Ttalque A={a €K ’ v(a) > 0}. El anillo A es un anillo local y su
ideal maximal es el conjunto M := {a € K|v(a) > 0}.
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CAPITULO 2

Hipersuperficies casi ordinarias

El concepto de singularidad de hipersuperficie casi ordinaria surge en [28] en el
contexto de la resolucion de singularidades de hipersuperficies. Zariski y Abhyan-
kar abordaron el problema de describir las singularidades de las curvas algebraicas
mediante parametrizaciones locales en [48, 2]. Su enfoque introdujo herramientas
fundamentales para analizar la estructura algebraica y geométrica de las curvas,
sentando las bases para métodos modernos en la teoria de singularidades.

Para el caso particular de las hipersuperficies casi ordinarias, Joseph Lipman
[34] amplié y formalizé la nocién de exponentes caracteristicos. Los cuales tienen
diversas aplicaciones en la teoria de singularidades, como puede consultarse en
[49, 19].

Los exponentes caracteristicos juegan un papel fundamental en el célculo del se-
migrupo asociado a una singularidad. A partir de los exponentes caracteristicos
(y del semigrupo) se describen propiedades geométricas y algebraicas de la sin-
gularidad, como ha sido abordado extensamente en la literatura, como se detalla
en trabajos clave [23, 16, 22, 39, 40, 31].

Los exponentes y los monomios caracteristicos se presentan en el contexto del
estudio de los polinomios de Weierstrass, ya que la definicion algebraica del dis-
criminante depende de la existencia de un polinomio.

Introducimos los conceptos de resultante, discriminante, hipersuperficie casi or-
dinaria y monomios y exponentes caracteristicos. También presentamos teoremas
fundamentales como el Teorema de Preparacién de Weierstrass, el Teorema de
Jung-Abhyankar y el Teorema de Lipman. Este tltimo es especialmente relevan-
te, ya que caracteriza los exponentes caracteristicos y permite concluir que estos

no dependen de la eleccién de la raiz.
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En este capitulo hemos presentado resultados relacionados con los monomios y
exponentes caracteristicos de polinomios casi ordinarios, estableciendo una base
solida para su andlisis, las ideas centrales de las demostraciones y los enunciados
fueron tomados de [16, 34]. Estos resultados se extienden en capitulos posteriores

al caso mas general de hipersuperficies arbitrarias.

2.1. Teorema de Preparaciéon de Weierstrass

El objetivo de esta secciéon es presentar el Teorema de Preparacion de Weierstrass,
planteado por primera vez en [47]. Este teorema establece que cualquier germen
de hipersuperficie puede definirse mediante un polinomio de Weierstrass. Las
demostraciones que no se incluyen en esta seccién pueden consultarse en [24].

A lo largo de este trabajo, el simbolo K representara un campo de caracteristica

cero y algebraicamente cerrado.

Definicién 2.1.1. Sedice que f € K|[xy,...,Z,,y]] es un polinomio de Weiers-

trass en y si es de la forma

f(xb s axnay> = yd+al(x17 s 7xn)yd71+' : '+Cld(.’l§'1, <. 7$n) € K[[$17 s 7:[;71]][3-/])

en donde d > 1y mult(a;) > i para todo i = 1,...,d.

Teorema  2.1.2  (Teorema de division de  Weierstrass). Sean
F(xy,...,x,), H(z1,...,2,) € K[[X]]. Supongamos que mult(F(0,...,0,z,)) =
d > 0, entonces existen unicos A € K[[X]] y B € K[[x1,x2,...,Tn-1]|[x,], tales

que H = AF + B y deg, B <d.

Lema 2.1.3. Sea K un campo infinito. Dada una familia finita F de polinomios
homogéneos en K[Y] no nulos, existe una transformacion lineal invertible T :
K[X] — K[Y] tal que ¥ F € F de grado d, eziste Cr € K*,

T(F(x1,...,7,)) = Cral + (términos de menor grado en x,,).

Corolario 2.1.4. Sea K un campo infinito. Dada una familia finita F de ele-
mentos no nulos en K[[X]]. Existe un automorfismo T de K|[[X]] tal que T(F)

es reqular con respecto a x, ¥ F € F.
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Teorema 2.1.5 (Teorema de Preparacién de Weierstrass). Sea F(xy,...,2,) €
K[[X]] con mult(F) = d y reqular con respecto a x,,. Eziste un unico A € K[[X]]
invertible tal que

AF = 2% + Ay(xy, .z )a® oo Ay, 20, .. 2y),

con Ai(x1, 2, ..., xn—1) € K[[X]] y mult(A;(z1,...,2,-1)) >V i=1,...,d.

Demostracion. Sea H =z, por hipétesis mult(F(0,...,0,z,)) = d = mult(F) >
0, de modo que por el Teorema de Divisién de Weierstrass (Teorema 2.1.2), existen
A e K[X]]y B e K[[z1,...,Tn1]][zs] con deg,,(B) <dy H = AF + B. Por
loque AF =28 — B=ad + Ay(2y,..., 00 1)2d L+ + Ay(x1,...,2,_1). Dado
que mult(F) = mult(F(0,...,0,z,)) = d, entonces mult(AF) > d. Por otro
lado tenemos que AF(0,...,0,z,) = 2% + A;(0,...,0)z% 1 + - + A4(0,...,0),
entonces A;(0,...,0) =0 paratodoi=1,...,n.
Ahora, F(0,...,0,1,) = Cz?, con C € K|[x,]] invertible pues mult(F(0,...,0,1,)) =
d. De aqui que A = C~!, esto es, A es invertible.
Finalmente, dado que d = mult(F') = mult(AF) = mult (a:fll+A1(x1, ey )T
s Ag(, . ,xn,l)), entonces mult(A;(z1,...,x,)) > 1.

[

Si K = C y F es convergente, se tiene el mismo resultado siendo A una unidad

convergente, ver por ejemplo [24].

Corolario 2.1.6. Del Corolario 2.1.4 y del Teorema de Preparacion de Weiers-
trass, Teorema 2.1.5, se deduce que toda serie de potencias es asociada a un
polinomio de Weierstrass de grado la multiplicidad de la serie. Dicha asociacion

no es canonica pues requiere una transformacion lineal genérica preliminar.

Para comprender los gérmenes de singularidades de hipersuperficies complejas, es
suficiente estudiar los ceros de los polinomios de Weierstrass f = y¢ + a y¢ ' +
..t aqg € C{xy,...,z,}[y], donde aq,...,as € C[[X]] son series convergentes .
Ademas, dado que f es un polinomio en y, podemos considerar la proyecciéon P :
C = C", (x1,...,Tn,y) = (T1,...,Ty), conyy (xq,...,2,) relacionados por
la ecuacion y?+ay (21, ..., 2,y 4. +ag(xy, ..., 2,) =0, donde (z1,...,2,) €

d
B(0,r) C C" y r = min {radio de convergencia de ai}

Ejemplo. Consideremos : F' = y* + zy + z € C|[z,y]].
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La multiplicidad de F' es 1 y es regular con respecto a z, por el Teorema de
Preparacién de Weierstrass existe A € C[[z, y]] unidad tal que AF = z+ A;, con
Ay € C[[y]] y mult(A;) > 1.

En efecto,

Q-y+y’ =g+ )@ +ay+a)=a+ @ -y’ +y' =y’ +-),

con 1 —y+y*—y>+--- € Cl[[z,y]] unidad. En cuyo caso y*> +zy+zy =+ (y* —

y® +y* —y° + ---) son elementos asociados en el anilo C[[z, y]].

2.2. Discriminante

Un germen de singularidad de hipersuperficie en C**! puede verse como una cu-
bierta ramificada de una vecindad pequena en C", donde el lugar de ramificacién
estda determinado por el discriminante.

En esta seccién presentamos los conceptos y propiedades de la resultante y el
discriminante de un polinomio. Los resultados que presentamos sobre la resultante

pueden consultarse en [37].

Definicién 2.2.1. Sea A un dominio entero y sean f,h € Aly] con f(z) =
aoy® + ary® ' + -+ ag v h(y) = boy® + b1y? '+ --- + by. La resultante de
[y h, denotada por R,(f,h), se define como det(R) en donde R es la matriz de
(d+d') x (d+d') dada por:

ap ap . . Qg 0 . . 0
0 ay a1 . ag1 Qq 0
o . . ) : . . _
o =1 G (2.2.1)
bo b1 . . . bd’—l bd/ . 0
0 bo bl . . . bd’—l bd’
o o0 . . 0 bo by . by by
Notemos que R,(f,h) € A.
Otra forma de calcular la resultante de f y h es
S d
R,(f,h) = albl I I (i —s), (2.2.2)

i=1j=1
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en donde 7; y s; son las raices de f y h, respectivamente, ver por ejemplo [37,
pag. 398].

Sea f(y) = agy® + ag—1y*' + ...+ ap € Aly], la derivada de f, denotada por f,,
es f,(y) = agdy™' + ag_1(d— 1)y 2 + - +ay.

Definicién 2.2.2. Sea f(y) = agy® + aq_19*' + ...+ ag € Aly], con d = deg(f)

y aq invertible en A. Se define el discriminante de f, denotado por A, f, como:

d(d—1)

Ayf = ————R,(f.f,) (223)

Se puede verificar en [37, pag. 403] que otra forma de calcular el discriminante
de f es:

A f = (1) T a2 (& - &), (2.2.4)

i<j

en donde &; son las raices de f, las cuales pertenecen a un campo que contiene al
campo de fracciones de A.

La igualdad (2.2.4) la usaremos en diversas ocasiones durante el texto. En parti-

cular en la demostracion del Teorema 6.2.3.

Observacién 2.2.3. Sea f como en la Definicion 2.2.2. Se tiene que A,(f) =0

sty solo si [ tiene una raiz doble.

Ejemplo. Consideremos f(z) = 22 + y — 2? € C|[z,y]][2]. El discriminante de f
es A,(f) = 4(z® —y). En la Figura 2.1 graficamos f(z) = 0y A,(f) = 0. Podemos

observar que existen valores para z,y de manera que f tiene raices multiples.

w IS

~

~
I
==

08 ‘___'f_‘__o'_——o‘.-:--
ik Al S S LY
Yy

Figura 2.1: f(2) =0y A,(f) =0
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2.3. Hipersuperficies casi ordinarias

En esta seccion el campo K denotara un campo de caracteristica 0 y algebraica-

mente cerrado.

Definicién 2.3.1. Se dice que una hipersuperficie definida por f = y?+A;y% 1 +
o4 Ag1y + Ag € K[[X]][y] es casi ordinaria si

A, f = XOu, (2.3.1)

con u € K[[X]] unidad y 6 € (Z>()". Al polinomio que define a dicha hipersu-
perficie le llamaremos polinomio casi ordinario. Si £ es raiz de f, se dice que

¢ es una raiz casi ordinaria.

Ejemplo. En la siguiente lista de polinomios mostramos algunos que son casi
ordinarios y otro que no lo son, como en los Ejemplos 1, 2, 3 y 4, del capitulo 7.
1. Sea f(y) = y* + 22%y — 3z € C[[z]][y]. El discriminante de f es A,(f) =

3(2)

(—1)7z det(R), en donde R es la matriz:

1 0 222 =32z 0
01 0 222 -3z
30 222 0 0
03 0 222 0

0 0 0 222

Por lo que A,(f) = —2?(243 + 322*), con 243 4 322* € C[[z]] unidad, por

la Proposicion 1.4.1, de manera que f es un polinomio casi ordinario.

2. Sea f(y) = y* + x1y + 22 € C[[z1, x2]][y]. Sea R como en (2.2.1):

1 1 X9
2 T 0
0 2 T

Entonces A, (f) = 22 — 4z # 2925w, con u unidad de C[[z1,z9]] y 61,0, €

N. Por lo que, f no es un polinomio casi ordinario.

3. Sea f(z) = (2 —x)* + xy € C[[z,y]][z] y A.(f) = —4zy, por lo que es casi

ordinario.
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4. Consideremos f(z) = 2? +y — 2* € C[[z,y]][z]. El discriminante de f es

A.(f) = 4(x® — y), por lo que f no es casi ordinario.

Observacion 2.3.2. Del Corolario 2.1.6 obtenemos que cualquier curva alge-

broide plana definida por f € C|[x1,y]], tiene un representante de la forma
f=y'+ Ay 4+ Ay + A,

con A; € C[[x1]], mult(A;) > i para todoi=1,...,d.
Puesto que Ay(f) es suma y producto de los A;, entonces Ay(f) € Clx1]]. De
manera que Ay(f) = 23'u, con u € Cl[x1]] unidad y 8, € Zsq. En consecuencia

cualquier curva algebroide plana es casi ordinaria.

Uno de los teoremas fundamentales para el célculo de raices de polinomios con
coeficientes en series de potencias es el Teorema de Newton-Puiseuz. Este esta-
blece que, dado un polinomio f € C[[x]][y] analitico en el origen y de grado d,
sus raices pertenecen al anillo CHxﬁH. Para mas detalles, véase [41, Puiseux].

En el caso de varias variables, Jung y Abhyankar demostraron un importante teo-

rema que establece condiciones bajo las cuales un polinomio en el anillo K[[X]][y]

Sl

tiene sus raices en el anillo de series de potencias en las variables xlé, e Tk,
para algun k, denotado por KHwﬁ, e ,xniﬂ.

Para simplificar notacion usaremos la expresion K HX %H para representar al
anillo KHxlé, . ,xn%”.

Teorema 2.3.3. (Jung- Abhyankar) Sean K un campo algebraicamente cerrado
de caracteristica cero y f € K[[X]][y] un polinomio casi ordinario e irreducible
con respecto a y. Entonces existe un k € N tal que f tiene a todas sus raices en
K[[xt]

Demostracion. La demostracion puede consultarse en [5], [50] y [35]. O

Podemos notar en la prueba de la demostracion de [50], que k puede ser conside-

rado como el grado de f.

Ejemplo. Sea f(y) = y?+z1y+ 21 € C[[z1]][y], como en el Ejemplo 5. Las raices
de f son:

1 1 22 23
oox i =4 x| (I +F g te) i
e ) < Cller]]



Ejemplo. Sea f(y) = y* — 2(xq + 1)y + (22 + 1) — 1 € C[[zy, x2]][y], como en
el Ejemplo 6. Se tiene que Ay(f) = —4xy, por lo que f es casi ordinario, y sus

1 1 1
rafces son £ = 27 + 1y + 1€ Cfo,x?”

Ejemplo. El siguiente ejemplo fue tomado de [16]. Sea f(y) = y*—8woy>+ (2423 —
223 — 2x123)y? + (—32x3 + 8x3 + 8x125)y + 1625 — 825 + 25 + 2128 — 8xy2§ +
232§ — dxqxl € Cl[z1, 22)][y], como en el Ejemplo 7, con A, (f) = 4096x3x3°(1 +
2222 — 21125), por lo que f es casi ordinario.

Se tiene que £ = 2x5 + :BQ% + x%x% es raiz de f, de modo que las raices de f
pertenecen a CHZ‘% , xé”, esto debido a la accion del grupo de Galois del campo

de factorizacién de f, como se discutird mas adelante, Ecuacion 2.4.3, en cuyo
1 1 1 1

caso k = 2 # deg(f) = 4; sin embargo, CHI?,@EH - Cfo,x%”

También hay hipersuperficies que no son casi ordinarias cuyas raices se encuentran

en (CHX%H, como el siguiente ejemplo:

Ejemplo. El siguiente ejemplo fue tomado de [16]. Sea f(z) = (2*—z—y)?*—4xy €

K[[z,y]][z], como en el Ejemplo 13. Las raices de f son:

N

+x j:y%,
las cuales pertenecen a KHLIZ%, y%H, en este caso k = 2.
Notemos que A,(f) = —256(y — x)(y + y(2x + 1) + 2% — )2, por lo que f no es

un polinomio casi ordinario.

2.4. Monomios y exponentes caracteristicos

En esta seccién f € K[[X]][y] denotard un polinomio de Weierstrass, casi ordi-
nario e irreducible, de grado d y K un campo algebraicamente cerrado de carac-
teristica 0, dado como f(y) = y* + ag_1y?* + - + ao.

Los resultados que presentamos en esta secciéon fueron tomados de [16].

Proposicion 2.4.1. Sea f(y) = y?+aq_1y" '+ -+ao € K[[X]][y] un polinomio
de Weierstrass, casi ordinario e irreducible de grado d. Sean €,€' € K|[[X1]] raices
de [ todas distintas, existe X\ € Zso" tal que & — & = Xéu, con u unidad en
K[[X4]).
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Demostracion. Por definicién de polinomio casi ordinario se tiene que
A, f = X°u, (2.4.1)

con u € K[[X]] unidad.
Por otro lado, por la ecuacién (2.2.4),
Ayf= (—1)@ H(& - &), (2.4.2)
i<j
en donde &; son las raices de f.
Sean &, ¢ € KHXén raices de f. Dado que K[[X]] C KHXén, los cuales son
anillos de factorizacién, igualando las expresiones (2.4.1) y (2.4.2) obtenemos que

A1 An
E—& =z niu,

en donde u es unidad en KHX%} y Nl € Zsp para todo [ =1,...,n. O

Definicién 2.4.2. Sea f € K|[[X]][y] un polinomio irreducible de grado d casi
ordinario, M = X*, con \ € (éZZO)” es un monomio caracteristico de f si
existen &, &' raices de f tales que £ — & = Mu, con u € K[[Xé]] unidad.

El conjunto {)\ € (3Zxo)" ’ X* es un monomio caracteristico} es el conjunto de

exponentes caracteristicos de f.

Ejemplo. » El polinomio f(y) = y* + z1y + 71, como en el Ejemplo 5, tiene

1

un unico exponente caracteristico que es 5

» El polinomio f(y) = y* — 2(x2 + 1)y + (2 + 1) — 2y, como en Ejemplo 6,

tiene un Unico exponente caracteristico que es (%, O).

= El polinomio f(y) = y* — 8zoy® + (2423 — 223 — 22,23)y? + (—3223 + 823 +
8x125)y + 1625 — 85 + 25 + 2128 — 872§ + 22§ — 4w 2l € Cllzy, 22]][y],

como en el Ejemplo 7, tiene dos exponentes caracteristicos que son (%, 2) y
3
(0.3).

Sea f e K[[X]|[y] y € € K[[Xén una raiz de f. Se tiene que

/)

-

K[[X)] ¢ K[X))i¢) € K[[X
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Consideremos a sus respectivos campos de fracciones
L C L) C L.

Abhyankar demuestra en [5, Teorema 3, pag. 585] que el campo L, es una ex-

tension finita de Galois de L. Y la acciéon del grupo de Galois de la extension es

dada por alguna n-tupla (1, ...,n,) donde n; son raices d-ésimas de la unidad y
1 1
zd — nrd. (2.4.3)
o1 an
Observacion 2.4.3. Sea M € Ly un monomio, con M = z* - -z’ , donde

a; € Lo, y p € Gal(Ly : L), entonces o(M) = n*M, para algin n = (771, ces M)

con n; raices d-ésimas de la unidad.

Sean £ = &y, &1 ...,&41 € Ly las raices de f. Denotemos al conjunto de las raices
de f por Z(f). Como Gal(L; : L) actia transitivamente sobre las raices de f
entonces Z(f) ={w(§) : ¢ € Gal(Lq : L)}, ver A.0.5.

Las técnicas empleadas en la demostracion de la siguiente proposicion se aplicaran

nuevamente en la demostracién de la Proposicién 5.2.2.

Proposicion 2.4.4. Sea f € K[| X]|[y] un polinomio irreducible casi ordinario.

Fijado £ € Z(f), si M es un monomio caracteristico de f, entonces existe £ €
Z(f) tal que Mu =& — &, con u unidad de K[[X]].

Demostracion. Sea M;; un monomio caracteristico de f, con M;ju;; = & — &,
&.& € Z(f). Por la transitividad del grupo de Galois de un polinomio irreducible
existen ¢;, p; € Gal(Lg : L), tales que

uz] 5@ fj = z(f) Y (6)

= 0505 (2:(8) — 95(9))
= ¥j (90] z(f) 3
= Py (gk )7

donde & = @i(&), con ¢ = goj_lgoi € Gal(Lq : L). De donde obtenemos que
SOj_l( iuig) = &k — &

De la Observacion 2.4.3 se tiene que M;;u;; = & — &, donde %;; es unidad de
K[[X1]).
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Como consecuencia del resultado anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.4.5. Sea f € K[[X]|[y] un polinomio irreducible casi ordinario, el

cardinal del conjunto de monomios caracteristicos de [ es menor o igual que el

grado de f.

Sean 11, T, € K HX 5“ se dice que Y7 < T mediante la relacion de divisibilidad
si T; divide a Y5 en el anillo KHX%H'

Proposiciéon 2.4.6. El conjunto {M;}1<k<, de monomios caracteristicos es to-

talmente ordenado mediante la relacion de divisibilidad < en el anillo KHX%H.

Demostracion. Se tiene que

Miuig — Mjujo = (& — &) — (§ — &) = & — &§ = Mijuy;. (2.4.4)

Si My = aff'---a My = o' ---a) y My; = af*--- 2%, entonces por (2.4.4)

n n
tenemos que

Q1 g Y g 201 O
] T U — ]t xI uge = X Tt (2.4.5)

Si a; <7y aj > 5 para algunos 7,7 con 0 < ¢,j < n, entonces (2.4.5) no se
cumpliria. Por lo que necesariamente a; < 7; 0 a; > ; para todo 0 <7 < ny, en
consecuencia, M; divide a M; o M; divide M;. O

Observacion 2.4.7. Como consecuencia se tiene que los exponentes caracteristi-

cos estan totalmente ordenados mediante la relacion de orden parcial
(a1, ya) < (Bry...,Bn) sia; < B, para todoi=1,... n.

El siguiente resultado destaca una de las propiedades fundamentales de los mo-
nomios caracteristicos de singularidades casi ordinarias. Tornero define los mono-
mios distinguidos de una superficie de Puiseux como los monomios que cumplen
esta propiedad [45]. En el Teorema 4.4.3, se presenta una extensién de este resul-
tado.

Proposiciéon 2.4.8. Sea {M;}o<i<, €l conjunto de monomios caracteristicos de

una raiz casi ordinaria &, entonces L(§) = L(M, ..., M,).

31



El siguiente teorema caracteriza a las raices casi ordinarias y da una forma de
definir los exponentes caracteristicos de polinomios casiordinarios en funciéon del
soporte de una de sus raices. La demostracion puede consultarse, por ejemplo en

[16]. Presentamos una extensién de este resultado en el Teorema 5.2.5.

Teorema 2.4.9. Sea £ = Y e, X* € KHX%H, no unidad. Entonces & es una

raiz casi ordinaria si y solo si, existen \; € (éN)”, parai=1,...,q, tales que:
1. M <X <= <A, yex, #0 para todoi=1,...,g.

2. cx #0, entonces A\ € Z™ + Z ;.

Ai<A

3. Para j =1,...,g se tiene que \; no pertenece a Z" + Z ;.
>\i<)\j

en cuyo caso i, ..., \q son los exponentes caracteristicos.

1

Ejemplo. Consideremos § = :1:2+a:2 —{—xl T3 € CHxi Q%H Sean A := (0,1), A\ :=
(0, 5) yV Ay = (5, 2). Entonces

1. )\1 < )\2,

2. o=1yXeZ+ > I\,
<A

? 2

3.MEZ N 72+ (o ﬁ)z.

Por el Teorema 2.4.9, £ es una raiz casi ordinaria.
Por otro lado & es rafz de f(y) = [(y — 22)* — 2125 — 23] — 4x125 € C[[z1, 25]][y],
como en el Ejemplo 8, y A, (f) = 40962723 (1 — 2z129 + 2%23).

3 1 3 1

Las raices de f son & =& & = w9 — a3 — 223, & = 1+ 13 —xirdy

&y =129 — a:2 + a:l r3. Haciendo diferencias entre las raices tenemos

1 3 1
&1 — 52—2% "’29512 22(2+x1x22),

1
£l — & =& — & =2x31) (2.4.6)
51—54252—5422%5-

Teniéndose que A\ = (O, %) y Ay = (%,2) son los exponentes caracteristicos.

Cumpliéndose, en efecto, lo que establece el Teorema, 2.4.9.

Consideremos a los siguientes grupos abelianos:
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Qo =177,
Qi =Qi 1+ 7Z) paratodoi=1,...,g.

Notemos que Q;_1 C Q;, por lo que podemos definir el grupo cociente &
Consideremos a n; = Q?_il .
Se tiene que

Qi ' _ '

) ={q+Qi-1:q€Qi} = {2\ +Qi_1: 2z € Z}.

i1
Dado que \; € Q", entonces existe k € Z tal que \; = %a, con a=(ay,...,a,) €
Z"™ y med(ay, ..., a,, k) = 1.
Probaremos que & = %, mediante el mapeo

gp:z/\i+Qi_1:Z%+Qi_1r—>z+kZ.

Sean z1\; + Qi_1, 20\ + Qi1 € Qle. Se tiene que

(1A + Qic1) + (22X + Qi1)) = ¢((21 + 22) A + Qi1)
= (21 + 22) + kZ
= (21 + kZ) + (220 + kZ)
= (21 + Qi1) + p(22A; + Qi—1),

de manera que ¢ es un homomorfismo.
Sea z + kZ € %, entonces (z\; + Q;_1) = z + kZ, por lo que ¢ es suprayectiva.
Sean 21\ + Q;i—1, 22\ + Qi1 € Q?_il tales que p(21\; + Qi—1) = @(22A; + Qi—1),

entonces z1 + kZ = z9 + kZ, de modo que z; — zo € kZ, esto es, z1 — zo = km,

para algian m € Z.
Por lo que (21 — 22)\i + Qi—1 = (km)§ + Qi—1 = ma+ Q;—1 = Q;_1, de modo que
21\ + Qi—1 = 22\ + Q;_1, consecuentemente ¢ es inyectiva.

Denotemos a ej =n;---ng, paraj=1,...,gy ng = 1.

Observacién 2.4.10. Por el Lema 2.4.8 se tiene que M; € L(§) para todo i =
1,...,9. Porlo que L(My,...,M;) C L(§) y L(My,...,M;_y) C L(M,, ..., M,),

ademas

n1 = [L(M;) : L],
nj = [L(My,...,M;): L(M,...,M;_1)], para j =2,...,9,
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e; = [L(&) : L(M;,...,M;)], para j=1,....,9.
Se tiene que [L(€) : L] =ng-ny---ny.

Ejemplo. El elemento £ = x%y + x%y% es una raiz casi ordinaria del polinomio
f(z) = 2% = 22y222 — 2239° 2% + 2%yt + 22ty + 25410 — 42197, como en el Ejemplo
9.
Los exponentes caracteristicos de f son \; = (%, 1) VAo = (%, g) y SuS monomios
caracteristicos son M; = X y My = X2,
Se tiene que

[L(My): L] =2

[L(Ml,MQ) . L(MQ)] = 2.

Teniéndose que [L(&) : L] = ny - ng = 4, el cual coincide con el grado de f.
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CAPITULO 3

Campos algebraicamente cerrados que contienen

a las series de potencias

El campo de fracciones de las series de potencias en la indeterminada x es deno-

tado por K((z)), el cual no es algebraicamente cerrado. Su clausura algebraica

U #((a%)).

k€Z>0

es el campo

conocido como el campo de las series de Puiseux [41, 13].

En el caso de varias variables no se cumple que

U &((x%)) (3.0.1)
k€Z0

sea la clausura algebraica de K((X)). Para polinomios muy particulares, en el
anillo K'[[X]][y], se puede garantizar que las raices se encuentren en (3.0.1), como
por ejemplo, los polinomios casi ordinarios, tal como lo establece el Teorema de
Jung-Abhyankar. Cuando un polinomio tiene raices en el anillo 3.0.1 se dice que
define una hipersuperficie de Puiseux. Tornero estudia estas hipersuperficies
en [45]. En el caso de un polinomio arbitrario en el anillo K[[X]][y], McDonald
demuestra en [36] que las raices pueden expresarse como series cuyo soporte se
encuentra contenido en un cono poliédrico racional fuertemente convexo.
En este contexto, Aroca, Illardi y Rond, en [8, 9], construyen un campo algebrai-
camente cerrado para cada orden continuo en R".
Introducimos el concepto de cono fuertemente convexo y el anillo de series de
potencias con exponentes enteros en conos. Finalmente, presentamos la construc-

cion de los campos algebraicamente cerrados utilizando un orden total positivo.
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Definimos una valoracién (3.3.8) para los campos y construimos sus anillos de
valoracién. Mostramos en el Lema 3.3.12 que si f € K[[X]][y] es un polinomio
irreducible de Weierstrass, las raices de f se encuentran en los anillos de valoracién
y demostramos en el Lema 3.3.7 que cada elemento de 8< puede expresarse como
un monomio multiplicado por una unidad en su anillo de valoracién. Concluimos
que existen extensiones de campos de Galois en las cuales se pueden encontrar
todas las raices y conocer su soporte. Los resultados presentados en la Seccion
3.3 son de nuestra autoria, con excepciéon de aquellos cuyas demostraciones se
encuentran citadas en las referencias correspondientes.

A lo largo de este capitulo =< denotarda un orden continuo total positivo en R™

compatible con la estructura de grupo.

3.1. Conos

Se dice que 0 C R™ es un cono (poliedrico convexo) si existen uy, usg, . .., us € R"

tales que
o= Uy, Uz, ..., us) = {paus + potg + ... + psus | p; € R20}-

En cuyo caso se dice que uq,...,us son generadores de o.

Sea S C R", el cono generado por el conjunto S es
o= (st + s | s, €8y pr, ... € R

Observacién 3.1.1. S7 o es un cono, entonces o NZ" es un monoide, ver Defi-

nicion 1.3.1.

Se dice que 0 C R™ es un cono racional si existe un conjunto de generadores de

o que pertenecen a Q.

Ejemplo. Los siguientes conos son racionales:

(55 (3:3) = (9.9, (5,21).

((=1,0),(1,0), (1,v2)) = ((=1,0),(1,0), (0, 1)).

l. o

Y

>
QO[>

2. 0

3. 0= ((V2.v2)) = ((1.1)).
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4. Mientras que 0 = <(1,0), (1, \/§)> no es racional, pues A\(1,v/2) € Q% si y
solo si A = 0.

Se dice que o es un cono fuertemente convexo si no contiene ningin subespacio

lineal propio de dimensiéon mayor que 0.

Ejemplo. 1. o =((1,0),(1,1)), o2 = ((—1,2)) son conos fuertemente conve-

XOS.

2. 03 =((—1,0),(0,1),(1,0)) no es un cono fuertemente convexo, pues contie-

ne a la recta y = 0.

Sea ¢ un cono en R”, definimos el dual de o, denotado por ¢V, como:
o/ ={ueR" |u-a>0V acoc}

Observacion 3.1.2. Presentamos algunas propiedades de oV :

2. Si o es fuertemente convexo, entonces o mo mecesariamente lo es. Por
ejemplo, o = ((0,1)) es fuertemente convexo y o¥ = ((—1,0),(0,1), (1,0))

no es fuertemente convexo.

3. o es fuertemente convexo y de dimension mazimal si y sélo si oV es fuer-

temente convexo y de dimension mazximal.

Sea < un orden en R"” compatible con la estructura de grupo. Un conjunto S C R”
es <-no negativo si y sélo si el cono generado por S es =<-no negativo.
Al conjunto de conos racionales en R™ que son <-no negativos lo denotaremos

por Cx<.

Proposiciéon 3.1.3. Sea = un orden sobre R™ compatible con la estructura de

grupo, si o € C< entonces es fuertemente convezo.

Demostracion. Si o no fuese fuertemente convexo, existiria a € o \ {0} tal que
—a € 0. Dado que 0 € Cx, entonces a > 0 y de aqui que 0 > —a, pero
—a € o, por lo que —a > 0, lo cual no es posible. Por lo tanto, o es fuertemente

convexo. m

Observacion 3.1.4. Sea o un cono en R", siw € oV, entonces 0 <, o para toda

o€ o.
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3.2. El anillo de series de potencias formales con

exponentes €11 un cono

Sea ¢ un cono racional fuertemente convexo y K un campo algebraicamente
cerrado. Denotaremos al conjunto de series con exponentes en un cono,

como Kl[o]], esto es:

Se tiene que K][[o]] tiene una estructura natural de anillo con las operaciones

suma y producto dadas por:

a+b:= Z ey,

YEOCNZ™

endondea= Y  auz®,b= > aga’y ¢y = ay+b,, porlo que a+b € K{[o]].
acoNZ™ BeaNZ™
Asi también,

ab = Z d,x”,

YETNZ™

cond,= Y aubs.
a+pf=y
Dado que o N7Z"™ es un monoide, si a,b € o NZ", entonces a +b € o NZ".

Por ser o fuertemente convexo, para todo v € Z", existe una cantidad finita de

a, B € o NZ" que cumplen o + 5 = 7. De manera que, la suma Z aqbs esta
a+B=y
bien definida para toda -, consecuentemente ab € K|[[o]].

El anillo K[[o]] es el completado del anillo de coordenadas de la variedad térica
afin asociada al cono o.

Diremos que un cono o en R" es positivo si contiene al primer ortante.

Observacién 3.2.1. Si o es un cono positivo, se tiene una inclusion natural del
anillo K[[X]] en K[[o]].

Similarmente se define el anillo de series de potencias con exponentes en un cono

oy denominador k € N, K[[o];, como



Denotaremos por K((o)) al campo de fracciones de Kl[o]] y como K((o)), al
campo de fracciones de K{[o]].

El siguiente resultado establece cuando una serie en K[[o]] es invertible. La de-
mostracion puede consultarse en [10], siendo suficiente adaptar la demostracion

de la Proposicion 1.4.1.

Proposicién 3.2.2. Sea [ € K|[o]], entonces [ es invertible en K|[[o]] si y sdlo

si f tiene término constante distinto de cero.

Sea x —y € K]l[z,y]], por la Proposicién 1.4.1, no es de la forma x* y*2u, con
w unidad de K[[z,y]] v (o1, as) € Zso®. Por otro lado, # —y = 2(1 — 27 'y) y
r+y =yl —ay ). Sean o, =< (1,0),(=1,1) >y 0o =< (0,1),(1,-1) >
entonces « — y si es de la forma z*'y*?u, con u unidad en K[[o1]] y en K[[os]] ¥

(o, 0) € Z2. Notemos que 0, U 0 no es fuertemente convexo.

3.3. Campos algebraicamente cerrados de series
de potencias con soporte en conos traslada-

dos

Recordemos que a lo largo de este capitulo < denotard un orden total positivo
continuo en R".

El soporte de una serie ¢ = Z a,x7 con A C R™, Supp(p), como en (1.4.6)

YyeEA
€s

Supp(p) == {7 | a, # 0}.

Observacion 3.3.1. Sean ¢, = Z ayx” Yy oy = Z byx?, con Ay, Ay C R",
yEA1 YEA2
entonces

Supp(p1 + p2) C Supp(p1) U Supp(ps).

Cuando p1ps estd definida, esto es, {(7,7") | v,7" € R", a, # 0, by #
0, v ++" =~} sea finito, entonces

Supp(prp2) C Supp(pr) + Supp(p2).

Consideremos n = 2, ¢; = 1 — T3 y @2 = 1 + xo. Entonces Supp(pr) =
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Supp(p2) = {(1,0),(0,1)}, por lo que

Supp((Pl(PZ) = {(27 0)7 (07 2)} - {(2’ O)a (17 1)? (07 2)} = Supp(g)l) + Supp(QDQ)'

El anillo de series de potencias con exponentes enteros en conos <-no

negativos, denotado por K<[[X]], se define como

K<[[X]):={¢ | 3 0 € C< tal que Supp(p) CoNZ"} = |J K[lo]],

Ueej

la demostracién de que K<[[X]] es un anillo puede consultarse en [10, Teorema

15]. Como consecuencia de la Proposicién 3.2.2 el conjunto K<((X)) definido por

E<((X)) = {p | 37 € Z" tal que X"p € K<[[X]]}

= {¢ |30 €€y y e tales que Supp(y) C (0 +7)NZ"} (331)
= J K((0))

0665

es su campo de fracciones, ver también en [10, Teorema 15].

La demostracion que se presenta en [10] para justificar que K<[[X]] v K<((X))
son anillo y campo, respectivamente, se puede adaptar para los conjuntos que

presentamos a continuacion.

El anillo de series de potencias con exponentes en conos <-no negativos

con k-ramificacién, con k € Z~, denotado por K<[[X]]x, se define como

K<[[X))k = {¢ | p(X*) € K<[[X]]} (3.3.2)
= {(p | 3 0 € Cx tal que Supp(p) C o N (iZ) } (3.3.3)
= Lg K[lo]]x (3.3.4)

y el conjunto K<((X)), definido por
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K<((X)k = {90 | 3y € Z" tal que X7p € Kj[[X”k:}
1 n
= {@ | 3o €Cxyy€Z" tales que Supp(p) C (c+7)N (k:Z> }

= U E((0)h

Ueej

(3.3.5)

es su campo de fracciones.

El conjunto de series de Puiseux con exponentes en conos =<-no negativos
A< definido por

1 n
Ax = {gp | 30 € C< vy k €N tales que Supp(p) C o N (kZ) } = J K<[[X]k
k€Z>o

(3.3.6)
es un anillo.

Como consecuencia de la Proposicion 3.2.2 se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.3.2. Un elemento en A< es una unidad si y solo si su término

constante es distinto de cero.

Como consecuencia de la Proposicion 3.3.2, el conjunto §< dado por

S<i={p|Iyer tal quea’p € A<} = [J K<((X)) (3.3.7)

k€Z>0

es su campo de fracciones.

Teorema 3.3.3 (Aroca-llardi-Rond). El campo de fracciones del anillo de series
de Puiseuz con exponentes en conos <-no negativos S<, descrito en (3.5.7), es

algebraicamente cerrado.

La prueba del Teorema 3.3.3 puede consultarse en [8, Teorema 1], para 6rdenes
<, v para érdenes continuos en [9, Teorema 4.5].
Sea = un orden positivo en R"™. La valoracién v< como en (1.6.1) se extiende de

manera natural a v< : 8 — Q" U {oo} como:

v<(p) == mjin Supp(p) (3.3.8)
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Notemos que el minimo del conjunto Supp(y) existe pues los conos son racionales

y los elementos del soporte tienen denominador acotado.

Observacién 3.3.4. Sean ¢ = > a, X € 81 y ™7 1= Y a,X®, se tiene que

a=<y
v<(¢ —¢™) = 7.
Dada una serie { = ) a;xi € K((xi)) denotamos por
1
d,(§) = min —. 3.3.9
ords(¢) = min - (3.3.9)

Dada una serie £ € K((x)) y ord, como en (3.3.9) se tiene que
¢ = gord®¢ (3.3.10)

donde & = 27 %(©)¢ es una unidad de K[[z]]. El término az” % en la serie
¢ se llama término dominante. El exponente del término dominante se llama
exponente dominante.

Por el lema que presentamos a continuacién concluimos que toda serie en 8<

posee un término dominante.

Lema 3.3.5. Todo elemento s € 8< es de la forma ¢ = X"=©u, con u € Az

unidad.

Demostracion. Sea ¢ = > a,X* € 8<. Para todo a € Supp(s) se tiene que

v<(s) = «a, por lo que 0 < a — v<(¢). Escribamos a ¢ como

¢=> a, X" = xv=() (Z aaXa—Vj(Q) '

Sea ¢ =2 aoaXa_Vj(g) = baXa donde ba = Qa+tv(s)- Como b(O,...,O) = Gy (o) 7é 07

tenemos que ¢ es una unidad, Proposicién 3.3.2. O

Proposicién 3.3.6. Sea < un orden total en R". El anillo de valoracion de <
es Ax.

Demostracion. Sea ¢ € 8< tal que v<(s) = 0. Por (3.3.7) existe k € Zo tal
que Supp(s) C %Z". Por el Lema 3.3.5, ¢ = X"y, con u unidad de Ax.
Consideremos al cono 0 =< v<(¢) >. Se tiene que o es positivo para < pues
v<(c) = 0. Por lo tanto, X*<9) € K[[o]], C A<. Dado que A< es un anillo y
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u € A<, entonces X=Xy € AL. Ahora, sea ¢ € A<, por (3.3.6) existen o € C<
y k € Z tales que Supp(s) C o N (%Z)n Dado que o es <-no negativo, entonces
v<(s) = 0. Teniéndose la igualdad. O

Proposicién 3.3.7. Sea ¢ € K[[o]]x. Se tiene que ¢ es unidad en K[[o]]x siy

solo si para todo orden o—positivo =, se tiene que v<(p) = 0.

Demostracion. El resultado es consecuencia directa de la Proposicion 3.2.2 y del
Lema 3.3.5. L

Corolario 3.3.8. Sea ¢ € K][o]]x. Se tiene que ¢ = X*u con o € (

u € Kllolli si y solo si para todo orden o—positivo <, se tiene que v<(p) = .
Demostracion. Este resultado es consecuencia de la Proposicion 3.3.7. O

Proposicién 3.3.9. Sea <X un orden total positivo sobre R" y k € Z>,. Se tiene

e (X)), = K<(() ]

Demostracion. Observemos que K< ((X)) {X%] C K< ((X) ) R A continuacién

probaremos la otra inclusion.
Sea ¢ € K<((X))k, con o= > a,X*.

aEZ™
Se tiene que

Y = E g X%
a€Zm
= (@ 1)

> > auxt

i1yin)€dl, k=130 aEZ"
( med } i;=a; mod(k)

) 2 S g xR | x e

(31,eein ) E{L,..,k—1}7 aeZ™
" { } ijEOéj InOd(k)

Dado que «; = i; mod (k), para todoi =1, ... ,n,(entqrices - % =0 mod
(k). De donde obtenemos que S @ Xk S e K<((X)). También,
aeZm

ij=a; mod(k)

dado que {(i1,...,4,) | {1,...,k — 1}"} es un conjunto finito, se tiene que ¢ €
K<((X))[X ). O

Sean 7 una raiz k-ésima primitiva de la unidad y p = (p1,...,n) € {0,... k —
1}"™. De manera natural se define el automorfismo de campos, 7, , : K<((X))r —
K (X)), dado por
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1

%,...,xﬁ) Hw(n“lx%,...,n””x%). (3.3.11)

Observacién 3.3.10. Con los automorfimos definidos en (3.3.11) se tiene que
1 1 1 1
Supp (gp(a:f yee ,x}:)) = Supp (Tmu(go(xf, . ,xﬁ)))

Observacion 3.3.11. Aparicio demuestra que K[[o]] es un dominio entero [10,
Teorema 11] dicha prueba puede adaptarse para el anillo K|[o]|x, con k € N, por
lo que podemos aplicar el Criterio de Kaplansky [30, Corolario 3.4] para concluir

que K[[o]]x es un dominio de factorizacion unica.

Lema 3.3.12. Sea f € K[[X]|[y] un polinomio de Weierstrass. Si § € S< es raiz

de f, entonces £ € A<. Mas atun, § pertenece al ideal mazimal de Ax.

Demostracion. Dado que & € 8<, existen un cono o positivo y £ € N tales
que £ € K((0))g. Por otro lado se tiene que f € K]l[o]]x[y], por lo que existen
fis--o fi € K[[o]]ly] irreducibles y ay,...,a; € Zx( tales que f = fi*--- f{".
Sea f; para el cual € es raiz. Dado que K((0)); es el campo de fracciones de
Kllo]lx v fi es irreducible en K{[o]|x]y], entonces por el Lema de Gauss, ver
A0.2, € € K[o]]x C Ax.

Vamos a suponer que v<(§) = 0, por propiedades de la valoracién, v<(&7) =
jr=(§) =j0=0.

Dado que mult(a;) > 0, para todo i, entonces v<(a;) > 0. Por otro lado, toda
valoracion satisface que v(a + b) > min{v(a),v(b)}, con igualdad si v(a) # v(b).
Dado que &% +a; 6471 + - -+ a4 = 0, entonces v< (£ 4+ a1 + -+ +aq) = v<(0).
Dado que v<(a;) = 0 entonces v<(£? + a1 + --+ + ag) = 0. Sin embargo,
0 # v<(0). De manera que, v<(§) > 0, consecuentemente & pertenece al ideal

maximal de Ax.

]

Observacién 3.3.13. El Lema 5.3.12 también funciona para polinomios f(y) =

Y+ ayt + -+ aq € K[[X][y] con la condicién de que mult(a;) > 0.

Lema 3.3.14. Sean = un orden total positivo, ¢ € A<, k € Zso, 0 un cono
tal que ¢ € Kl[o]]x y = es o—positivo. Si existe X' un orden o—positivo tal que

v<(p) # v<(p) entonces p no es unidad de (K|[[o]]x)

1 1
k k
Ty

Demostracion. Sea =" un orden o—positivo tal que v<(¢) # v< (). Supongamos

que p = X7u, con vy € $Zs y u € K[[o]]y unidad. Dado que < y = son
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o—positivos, entonces u € K|[o]]y C A<y u € K[[o]]x C A</, en ambos anillos
u es unidad, por lo que v<(u) = 0y v<(u) = 0, por lo tanto v<(p) = vy
v< () = 7, de donde obtenemos que v<(¢) = v (p), lo cual no es posible.

Consecuentemente, ¢ no es unidad de (K|[o]]) O

Sx=

1

1
Corolario 3.3.15. Sean f € K|[[X]]ly] un polinomio irreducible de Weierstrass
y = un orden total positivo en R™. Sea o un cono tal que =< es o—positivo y
&1,& € Kl|o]lk, para algin k € Zo, son raices de f. Si existe =<' un orden
o—positivo tal que v<(& — &) # v< (& — &), entonces & — & no es de la forma
Xu, cony € (+Z") y u € K[[o]]y unidad.

Demostracion. El resultado es consecuencia del Lema 3.3.14. O

3.3.1. Conos w-positivos y polinomios o-libres

Sea w € R™ un vector de coordenadas racionalmente independientes. Se dice que
un cono o en R” es w-positivo si o C (w) . Un cono racional w-positivo siempre
es fuertemente convexo.

El Teorema de McDonald [36], que enunciamos a continuacion, es un caso parti-

cular del Teorema de Aroca-Ilardi, Teorema 3.3.3.

Teorema 3.3.16. [McDonald] Dado w € R" de coordenadas racionalmente in-
dependientes, f € K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass, existen

k € Zo, un cono racional o el cual es w-positivo y &1,...,& € Kl|o]|x tales

d
que f=1I(y—&).
i=1

Sea f € K[[X]][y] un polinomio y ¢ un cono en R". Se dice que f es un polinomio
o-libre si es irreducible como elemento de K{[o]][y] v tiene sus raices en K|[o]],
para algun k.

Abbas-Assi introducen este concepto en [11]. Y utilizan el Teorema de McDonald
para encontrar raices y asi poder definir los monomios y exponentes caracteristicos

de un polinomio o—libre.

Ejemplo. Por Jung-Abhyankar (Teorema 2.3.3) se tiene que cualquier polinomio

casi ordinario irreducible es (Rx()"—libre.
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CAPITULO 4

<-monomios y exponentes caracteristicos

asociados a un polinomio de Weierstrass

En este capitulo consideramos un polinomio arbitrario de Weierstrass irreducible
f € K[[X]][y] y presentamos extensiones de Kummer K< ((X))r/K<((X)), en las
cuales se encuentran todas sus raices. Las raices de f no pueden ser multiples,
lo que facilita el célculo de las diferencias entre ellas y la definicion de los <

—exponentes caracteristicos asociados a f haciendo uso del Lema 3.3.5.

En el caso casiordinario, dimos dos definiciones equivalentes de exponente carac-
teristico: Definicién 2.4.2 y Teorema 2.4.9. Las extensiones de estas definiciones
al caso que nos ocupa no son equivalentes. La extension de la primera definicion
seran los < —exponentes caracteristicos asociados a f y la segunda seran los

< —exponentes asociados a un elemento de 8x.

Finalmente, extendemos dos resultados presentados por Tornero en [45] al caso
de series de Puiseux. En el Lema 4.4.1, determinamos el grado de las extensiones
de la forma K<((X))[¢]/K<((X)) , donde £ € 8« es algebraico sobre K<((X)),
utilizando los <= —exponentes asociados a &. Por otro lado, en el Teorema 4.4.3,
generalizamos el resultado de Tornero sobre los exponentes que ¢l denomina dis-
tinguidos [45, Teorema, pag. 2].

Los resultados presentados en este capitulo son de nuestra autoria, con excep-
cién de aquellos cuyas demostraciones se encuentran citadas en las referencias

correspondientes.

A lo largo de este capitulo, K representarda un campo algebraicamente cerrado
de caracteristica 0, < un orden total positivo continuo en R" y f € K[[X]] un

polinomio ménico irreducible de Weierstrass.
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4.1. =< —monomios y exponentes caracteristicos

asociados a un polinomio de Weierstrass

Sea f € K[[X]][y] un polinomio ménico de Weierstrass irreducible de grado d,
=< un orden total positivo y &1,...,&; € A< las raices de f. Por definicién, el
campo de factorizacién de f es K((X))[&,...,&]. Dado que f € K((X))[y] es
irreducible y K ((X)) es un campo de caracteristica 0, entonces §; # ;, para todo
i # j, ver A.0.1.

Ya estamos en posicién de extender a singularidades generales la definicién de
exponente caracteristico dada para singularidades casiordinarias en la Definicion
2.4.2.

Definicién 4.1.1. Sean f € K][[X]][y] un polinomio ménico irreducible de
Weierstrass y < un orden total positivo continuo sobre R". Se dice que M es
un =<-monomio caracteristico de f si existen £, & € Az, raices de f, ta-

“ esun <

les que £ — ¢ = Mu, con u unidad en A<. El conjunto {o : =z
—monomio caracteristico de f}, es el conjunto de <-exponentes caracteristi-
cos de f.

Usaremos la notacién < —char(f) para denotar al conjunto de los < —exponentes

caracteristicos de f.

Ejemplo. Sean f(y) = y*> — (2 + 22) € K]|[z1,75]][y], como en el Ejem-
plo 15, y ¢ = ((0,1),(1,—1)). Con ayuda del binomio de Newton podemos
calcular las raices de f en K[[o]], las cuales son & = >.3°, (’;)x%ixé_%,gz =
-3 (’;):@%%’2’ € K[[o]], donde p = 3.

Sean w = (v/2,1) y <, un orden total en R? que extiende al orden total <, en
Q.
Tenemos que & — & = Z;ﬁOQ(‘;)x%ix%_% = XDy, tal que u € A<, es una

unidad. Por lo tanto (0, 1) es el <, —exponente caracteristico de f.

Ejemplo. Consideremos f(y) = v° + ziziy* + 25 € K[[z1,x2]][y], como en el

Ejemplo 10, y w = (1,4/5). En el campo K<_((z1,22))s podemos hallar a las

raices de f las cuales son:

2 2 8 7 ]

3,.3 3.3 —6,.4 44 _% lzsi
§1= —w7ws — a0 Pxg + oryry — ook Py A

3 3 81
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1—iV3 2 2 2 s . 44z—|—44\/_

7 1
=" " y3x3 4 3 3 + _6I +
S 5 125 3@—1—3\/_1 Ty Ty Tg 81@+81\/_ Ty
1+v/3 2 2 21 871 447 + 44 _28 17
2 —3i + 3f C8li+ 81\/_
o, 2 1 _ 9¢ 7
& = —iz]tad — 37 6 %+§ h :c2 + 23:116953—1—
3 1 9
& =iy ey — 3% Og3 — 3 x%le + 37 10) 4+
Calculando las diferencias entre las raices obtenemos
2 2 2 2
51—52235123522U1 52—542%23522%
fl—fgzxiixéjug &—&za:iixéiw
52—53:90133723“3 53—54:96139023%
§1—€4=$1§$2§U4 53—55:%5%5“9
2 2 3
&1 — & = xiwius & — & = a7 x3ung

Obteniendo que (3,2) y (—1,3) son los <,-exponentes caracterfsticos de f.

El siguiente ejemplo muestra que para distintos 6rdenes podemos obtener los

mismos exponentes pero ordenados de distinta manera.

Ejemplo. Sea f(y) = (y? —x1 — 22)? — 4z125 € C[[21, 22]][y], como en el Ejemplo
13, el cual no es casi ordinario pero si de Puiseux. Las raices de f son :I:xl + x2
1 1 1 1 1 1

1
Si consideramos & = a7 + 23, & = —xf — x5, & = —v] + x5 y & = xl — x5

entonces

1 1
61 — 52 = 21‘12 + 21‘22
1
£ — & = 22 (4.1.1)

1
§1 — & = 223

Llamemos A; := (0,3) y A2 =: (5,0).

1
Con81deremos wp = (\/_ 1) € R entonces A <w1 Ag. Ademéds & — & = 227 +
2x2 = z3 (2 + le Ty ), en donde 2 + 2x1 T -% s una unidad en A<, , por la

Proposicion 3.3.2. Por lo que, los <., —exponentes caracteristicos de f son (0, %)

v (5,0).
Ahora bien, consideremos w2 (1,/2) € R2. En este caso, Ao <, A1y & — & =

1 1 1 _1
2w3 + 223 = 23 (24214 2x2) en donde 2+2x1 x2 es una unidad en A<, por la
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Proposicién 3.3.2. Por lo que, los <, —exponentes caracteristicos de f también
son (0,3) y (3,0), con distinto orden.
Ejemplo. Sea f(y) = y* + 21y — 23 — 29 € C[[x1, 22]][y], como en el Ejemplo 14.

Si w = (1,7), se tiene que

1 —3 2 9
& =2t + a7 g — 13 — 2m9 — 2703 + 619 + 627 "5 7+ - -
§ = —xy — 22+ 23 — 208 +52° + 225 — wox]! — 62179 + 202225 + 22 —

2,.—2 3,.—5
6x5x, " — 20507° + - -

son las raices de f.

Calculando la diferencia entre las raices obtenemos:
& —& =1 — 207 — 2%+ day + 207 2y + ... = 10, (4.1.2)

con v unidad en A< . El <, —exponente caracteristico de f es (1,0).

Lema 4.1.2. Sean f € K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass, o C R"
un cono positivo tal que las raices de [ pertenecen a Kl|o]|x, para algin k € Z~y.
Si para todo par <, =<' de drdenes o—positivos, < —char(f) ==" —char(f) orde-
nados de la misma forma, entonces & — & es unidad en el anillo (K[[o]lx) + 1

oF )

para todo par de raices & y & de f.

Demostracion. Sean <, <’ dos érdenes o—positivos tales que < —char(f) ==
—char(f).

Sean &;,& dos raices de f. Por hipétesis Supp(&1), Supp(&s) C o, de manera
que Supp(& — &) C o, por Observacion 3.3.1. Sean (; = mjn Supp(&r — &) y
P = II_1<1,Il Supp(& — &), se tiene que fy, B2 € Supp(&1 — &2). Por lo que 1 < fo
y B2 =3 B

Dado que X —char(f) ==" —char(f) y son ordenados de la misma forma, enton-
ces 31 = fa.

Por transitividad se tiene que para cualquier otro orden <" que sea o—positivo,
la valoracion v<»(& — &) es la misma. Usando el Corolario 3.3.8 concluimos la
demostracion.

]
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4.2. < —exponentes asociados a un elemento de

S<

En esta seccién extendemos a elementos de S< la definiciéon de exponente carac-
teristico enunciada en el Teorema 2.4.9 para raices casi ordinarias.

Para todo ¢ € 8%, existen v € Z™ y o un cono =<-no negativo, tales que Supp(s) C
(v + o) N +Z". De manera que, existe el conjunto {A®} C (v + o) N +Z", dado

por

AW = min{Supp(<) \ 2"}

A® = min{Supp(c) \ (Z" + A\VZ)}

(4.2.1)

i—1
(@) — mi n (4)
A mjln{Supp(g) \ (Z +j; AYVZ)}.
Notemos que el conjunto {A?} tiene a lo més k™ elementos, pues el hipercubo

[0,1]" tiene a lo méas k" elementos de la forma (‘“ ,%") y cualquier otro

?’ ..
by b—") puede ser generado por algin (a—kl, cee %) El conjunto

elemento (?, st

{A@} también puede ser vacio.
Si f € K[[X]][y] es un polinomio de Weierstrass y { € 8< raiz de f. Existe un

conjunto {\®¥} asociado a ¢ como en (4.2.1).

Definicién 4.2.1. Sean < un orden positivo y ¢ € 8. Definimos los =
—exponentes asociados a ¢ como en (4.2.1). Cuando {\?} es vacio, diremos

que ¢ no posee =< —exponentes asociados.
Ejemplo. Consideremos

& =]+ w7 gy — 28 — 2wy — 27°25 + 6wy + 63 2wyt 4
y

& = —x1 — 23 + 2} — 227 + 575 + 215 — 20wyt — 67179 + 202370 + 25T A - -
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como en el Ejemplo 14. Dado que Supp(&;), Supp(&) C Z2, & y & no poseen
=< —exponentes asociados. Concluyendo que las definiciones que eran equivalentes
en el caso casiordinario ya dejan de serlo (es decir la Definicién 2.4.2 y Teorema

2.4.9) para singularidades mas generales.

11
Ejemplo. Sea & = x} + 23, la cual es raiz del polinomio f € C[[z1, z5]][y], como

en el Ejemplo 13.

Sea w = (\/5,1) y el orden <,. Los <, -exponentes asociados a & son AL =
1
1 2 _ Z 2 — (1
H%LnSupp(f)\Z = (0, 2) y A¥ = (2,0).

Si f € K[[X]][y] es un polinomio irreducible pero es reducible como elemento de
K<((X))[y] no siempre sucede que el conjunto de los <= —exponentes asociados
a una raiz £ de f coincide con el conjunto de los =<-exponentes caracteristicos de

f. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sean f(y) = y* — (23 + 23) € K|[[x1,22]][y], como en el Ejemplo 15
y & = Z ,u ¥y 6y = —Z ,u riry % € 8<,, con p = %, sus raices. El
i=0 \ i=0 \?

conjunto de <, —exponentes asociados a &; es vacio, pues Supp(&;) C Z2.

4.3. El grupo de Galois de la extension

El campo K=((X))y = K<((X))[X#] es una extensién finita de Galois de
K<((X)), pues es campo de factorizacién del polinomio (y* —x1)(y* —z5) - - - (y* —
T,), el cual es separable. Mds precisamente, se tiene que K<((X))r/K<((X)) es

una extensiéon de Kummer.

Dado que ;% es un elemento algebraico sobre K<((X)), entonces
E<((X))[217] = K<((X))(21%), ver A.0.3.

De la misma forma dado que z;% es algebraico sobre K<((X))(1%, ..., x;_1%), en-
tonces K<((X))[a1r, ...,z 1%, 2;%] = K<((X))(@1%, . .., zi1%, 23%), por lo que,

obtenemos la siguiente torre de campos:
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K<((X)) € K<((X))[z17]
C K<((X)[z17,227] C
C K<(X)[m1%, ... #n_17] (4.3.1)
C Ko((X))[F,. .. 20 7]
= K<((X)s.

En particular,

- - - o (4.3.2)
[K<((X))[1®] - K<((X)]
Dado que z;* es algebraico sobre Kj((X))(xli, . wii%) y y* — z; es su poli-
nomio minimo, entonces
(K<((X))[aa?, . mia®, @if] s K<(X))enF, . wi®]| =k, (4.3.3)

ver A.0.3. De manera que, por (4.3.2), obtenemos

K< (X)) = K<((X))] = .
El grupo de Galois de la extensién K<((X))r/K<((X)) tiene orden k", esto se
obtiene de (4.3.1) y (4.3.3).

Se tiene que

1

Gal (K<((X)e : K<((X))[1b,... 2i17]) C Gal (K<((X))i/E<((X))).

Si 0 € Gal (K<((X)[wr, ... 2i%] : K<((X))[a1%,.. ., ziqt]), por (4.3.4) y

A.04, existe T € Gal(K<((X))r : K<((X))), tal que T’K_<((X))[11% b=

Sea 7 una raiz primitiva k—ésima de la unidad, entonces xi%,nxﬁ, ceym mi%
son las raices de y* — ;. Dado que ¥ es un automorfismo de K<((X)) [w1F, ... z;¥]
que deja fijo a Kj((X))[xli, o xi_ﬁ], entonces 19(52%) también es raiz de y* —z;,
por lo que ﬁ(mi%) = nlxﬁ, para algin [ € {0,1,2,...,k — 1}, en particular,

T(IZ’%) = nlxi%, para algin [ € {0,1,2,...,k — 1}. Puesto que las imédgenes de
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Tk, Tk, an® bajoT € Gal(K<((X))s : K<((X))) determinan completamente
a 7, concluimos que los automorfismos 7, , definidos a continuacién son elementos

del grupo de Galois de la extension.

Lema 4.3.1. Sea n una raiz k—ésima primitiva de la unidad. El grupo de Galois
de la extension K<((X))x sobre el campo K<((X)) es

Gal(K<((X))x : K=<((X))) = {mp | 1= (... 1) €{0,1,... .k — 13"}
(4.3.5)

en donde T, se define como en (3.3.11).

Demostracion. Dado que Gal (Kj((X))/yc : Kj((X))) tiene k™ elementos, es su-
ficiente probar que si g = (p1,.. ., fn), A = (A1,...,\n) € {0,...,k — 1}" son
distintos, entonces 7, , y 7, también lo son.

Supongamos lo contrario. Entonces, qu(m;) = Tn,,\(xi% ), para toda i. Por lo que
n‘”x; = 77&:16;, lo cual solo ocurre si p; = A\, méd(k). Puesto que A\, p; €
{0,...,k — 1}, entonces p; = \; para toda i, por lo tanto u = A, lo cual no

puede ser posible.

[

: . L
De manera que, existe al menos un ¢ tal que 7, ,(zf) # 7, (zf) y consecuente-

==

)

mente 7, , 7 Ty

]

Observacién 4.3.2. Sea f € KI[[X]|[y] un polinomio irreducible y sean
My, ..., My los = —monomios caracteristicos de f. Sea k € Zsq tal que las
raices de f pertenecen a K<((X))r y sea G el grupo de Galois de K<((X)) sobre
K<((X)). Dada & una raiz de f, definimos Goge := {p € G|o(§) — & =0} y para
i=1,...,g definimos G, ¢ == {p € G|¢ — p(§) = M,u, con u unidad en A<}. Si
T € G, entonces T(§) =& o T(§) #E&. SiT(§) =&, entonces T € Gog. SiT(E) #E,
como & es raiz de f, 7(€) también es una raiz de f pues f(7(€)) = 7(f(§)), en-
tonces & — 1(&) = Mu, con u € A< unidad y para algin i € {1,...,g}, por el
Lema 3.3.5, asi 7 € G, ¢. Por lo tanto, G = UGZ-@, siendo una union disjunta.

Observacién 4.3.3. Sea 7 € Gal(K<((X))r : K<((X))) v ¢ € K<((X))x, por
el Lema 4.3.1 y la Observacion 3.3.10 se tiene que Supp(p)=Supp(t(y)). En
particular v<(p) = v<(7(¢)) y en consecuencia T es un automorfismo de campos

valorados.
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Proposicion 4.3.4. Sea f € K<[[X]]ly] un polinomio mdnico irreducible. Sea
k € N tal que las raices de f, &, ...,8&, pertenecen a K<((X))g. Para todo
{i,j} C{1,...,d}, existe ¥ € Gal(Kj((X))k ; Kj((X))) tal que 9(&) =¢&;.

Demostracion. Puesto que f € K<[[X]][y] es irreducible por el Lema de Gauss,
ver A.0.2, también lo es en K<((X))[y]. Sea L = K<((X))[&,..., & C
K<((X))g, al ser L el campo de factorizacién de f, L'\ K<((X)) es una extension
finita de Galois, ver A.0.6.

El grupo de Galois del campo de factorizacion de un polinomio irreducible actia
transitivamente sobre sus raices, ver A.0.7, por lo que existe 7 € Gal(L :
K<((X))) tal que 7(&) =¢&;.

Por otro lado, dado que K<((X)) C L C K<((X))k, con L/K<((X)) una exten-
sion de Galois, entonces para cada elemento 7 € Gal(L : K<((X))), existe un
elemento ¥ € Gal(K<((X))r : K<((X))) tal que 7 = 9|, ver A.0.4.

KL((X)) —> L —= KL((X))e (4.3.6)

De manera que ¥(&;) = 7(&) = &;. O

4.4. Extension de dos resultados de Tornero

Sea ¢ € 8< algebraico sobre K<((X)). Sean A1), ... /A9 los < —exponentes aso-
ciados a &, como en (4.2.1). Sea k € Z+ tal que AV, ...\ ¢ %Z”. Escribamos
a A o A9 como A = (ﬁ,,f) o A9 = (jg:),...,j?(;f)) Definamos

la matriz M:

o o k() ) k()
M= f (4.4.1)

) K 4

b0k ) ) H(E)

La parte izquierda de M es una matriz unidad n X n multiplicada por k. La parte
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derecha de M consiste de ¢ vectores columna kXM, EX® .. kX9 La matriz M
es de (n) X (n+ g).
Las técnicas de la siguiente demostracién se obtuvieron de [45], para el caso de

hipersuperficies de Puiseux.

Lema 4.4.1. Sea & € 8< algebraico sobre K<((X)). Sean AW, ... A9 Jos <
—exponentes asociados a &, como en (4.2.1). Sea k € Zsq tal que XV, -~ \9)

(%Z)n Entonces [K<((X))[¢] : K<((X))] = &, en donde d es el mdzimo comiin
divisor de los menores de orden n de la matriz M.

(g) .(9)
1 n

. :(1) (1)
Demostracion. Sean AV = (Jlk, cee j';ﬂ) oA = JT, o I

nentes asociados a { y Gy = Gal(Kj(<X))k : K<((X))[€]). Sean My, ..., M,,
con M; = X, para todoi = 1,...,9y G := Gal(K<((X))), : K<((X))). Se
%)n, por el Lema 4.3.1.

Definamos H := {i=(iy,...,i,) € (Z )n X+ € K<((X))[M,,... , M|}

los expo-

tiene que G = (

kZ
Se tiene que

i=(i1,...,0n) € H siysolosi Y aji; =0 mod(k) para todo (ai,...,a,) € G.

=1
(4.4.2)
Notemos que H = <(j§1), . ,jfll)), - (jfg), . ,jT(Lg))>, de modo que H es un

subgrupo de G = (%)n.

Por [45, Proposicién, pag. 4], se tiene que H = Hom ( ¢ Z

G117 kZ
..... iy (1, tn) +Gh) =

), a través del isomor-

fismo ¢ dado por (i1,...,i,) — ¥
> i
=1

Puesto que G =C;", en donde C} es el grupo ciclico de orden k, por tener cocientes

.....

de grupos ciclicos se tiene que G% =Cq @ @, en donde a; divide a k para
todo 7 =1,...,q. De manera que

G 1 Y/ 1 G
H=Hom () = Hom (Ca.,> = c, =—. 4.4.3
) =P viz) "D =g (44:3)

J
G ¢
Gy HI
Puesto que |G1| = [K<((X))r : K<((X))[¢]], debemos calcular ’Q‘

Se tiene que

Por (4.4.3) se tiene que es |H| y por lo tanto |G| =

G 7"
o =7 en donde

= <(k,0,...,o),...,(0,0,...,k),(jf”,...,9;(})),...,(j{g),...,jﬁﬁ))>.
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Sea ¢ € Hom (Z", %), con H isomorfo a un subgrupo de ker(yp) y @ sobre T

7 n
Se puede justiﬁcaique i = Hom (%, %)
Sea a; = P(e; + H), en donde e; es el j—ésimo elemento de la base candnica de

Z". Se tiene que H C ker(p) o equivalentemente

(aq,...,a) - M =(0,...,0). (4.4.4)
Por [45], existen transformaciones lineales Ly, ..., L, tales que
m 0 0 00 0
0 n 0 00 0
: 0 0 0
L ay, y On ), aLnaa- y On =(0 ;0
(La(on ) (1 ) 00 0 ( )
0 0 0
0 0 -« 1 00 0
(4.4.5)

Endondeny = (1)med(M) =1, n1 -+ -0, = (n)med(M) y (i)med (M) es el maximo
comun divisor de los menores de orden ¢ de la matriz M. Puesto que lo anterior se

debe cumplir en 2, entonces podemos notar que existen exactamente (n)med(M)

7.9
n kn kj’)’L

morfismos distintos en Hom (%, %), por lo tanto |G;| = A = 0 =

1 e —

(n)med(M)
(n)med(M).
k,n

De donde obtenemos que [K<((X))[¢] : K<((X))] = W

O

Observacion 4.4.2. Recordemos que K<((X))i es un extension finita de Galo-
is de K<((X)). Sean f € K<[[X]|[y] irreducible, con & € K<((X))x raiz de f,
AN Jos <-exponentes asociados de &, como en (4.2.1) y M, ..., M,
con M; = X para todo v = 1,...,q. Se tiene que M; es algebraico sobre
K<((X)), para todo i = 1,...,g, pues es raiz de y* — MF, entonces las exten-
siones K<((X))r/K<((X)[Mi,...,My] v K<((X))r/K<((X))[{] son de Galois,
ver por ejemplo [29, Teorema 1.2, pdgina 262]. De manera que, los campos fi-
jos de Gal(K<((X))r : K<((X))[E]) v Gal(K<((X))r : K<((X))[M, ..., M),
son K<((X))[€] y K<((X))[M, ..., M|, respectivamente, ver por ejemplo [29,
Teorema 1.2, pagina 262].
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El siguiente teorema generaliza el Teorema de Tornero [45, Teorema, pag. 2], en

el caso de series de Puiseux.

Teorema 4.4.3. Sea & € 8= algebraico sobre K<((X)). Sean AV, ... A9 los
=<-exponentes asociados a §. Entonces K<((X))[¢] = K<((X))[M, ..., M,|, con
M; = XA para todoi =1,...,q.

Demostracion. Existe k €  Zso tal que ¢ €  K<((X))k. Co-
mo en la Observacion 4.4.2, si demostramos que Gal(K<((X))g
Kj((X))[Ml,.--,Mg]) = Gal(K<((X)) : K<((X))€]), obtendriamos
K<((X))[§] = K<((X))[My, ..., My].

Se tiene que Gal(K<((X))r @ K<((X))[M,....,My]) C Gal(K<((X))k
K<((X)))-

A continuacién vamos a demostrar que Gal(K<((X)), : K<((X))[M;, ..., M,]) C
Gal(K<((X))k : K<((X))[€])-

Sean 7 € Gal(K<((X))r : K<((X))[My, ..., My]) y A € Supp(§), por definicién

se tiene que

g
AeZ"+ > 7Y, (4.4.6)

De manera que 7(§) = £ Por lo tanto, 7 € Gal(K<((X))r @ K<((X))[£]).
En consecuencia, Gal(K<((X))r : K<((X))[My,...,My]) C Gal(K<((X))r :
K (()[e)).
Reciprocamente, sea 7 € Gal(K<((X))r : K<((X))[¢]), entonces 7(§) = &. Se
tiene que Gal(K((X))i : K=((X))[€)) € Gal(K=((X)) : K<((X))).
A continuacién vamos a demostrar que Gal(K<((X))r : K<((X))[]) <
Gal(K<((X))s : K<((X)[Ms, .., M),
Dado que AV € Supp(€) y M; = XM entonces T(M;) = M;, por Observacion
3.3.10, para todo @ = 1,...,¢, por lo tanto, 7 € Gal(K<((X))[M,..., M, :
K<((X))). En consecuencia Gal(K<((X)) : K<((X))[¢]) € Gal(K<((X)) :
KA((O)Mi, .., M)

[

Observacién 4.4.4. Los exponentes XV, ... A9 que satisfacen las condiciones

del Teorema /4.4.3, Tornero en [45] los llama exponentes distinguidos.
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CAPITULO 5

<-ramas

Sea f € KI[[X]][y] un polinomio irreducible casi ordinario, entonces f también
es irreducible en K<[[X]][y] para cualquier orden <. Sin embargo, si f es un
polinomio arbitrario irreducible, no siempre es irreducible en el anillo K<[[X]][y],
lo que motiva la introduccion del concepto de <-rama, un concepto que extiende
la definicion de o-rama que Aroca define en [6], para el caso complejo y para
conos o que contienen a conos asociados a los vértices del poligono de Newton del
discriminante, dichos conos se definirdn en el capitulo 6, permitiendo agrupar las
raices de f. Si f € K[[X]][y] es irreducible en el anillo K<[[X]][y], lo denominamos
=<-libre, extendiendo asi el concepto propuesto por Assi-Abbas como o-libre, ver
Seccién 3.3.1. En particular, un polinomio casi ordinario irreducible es =<-libre
para cualquier orden < y un polinomio o-libre es <-libre para cualquier orden
o-positivo.

Agrupamos las raices de un polinomio irreducible de K[[X]][y] en <-ramas de
forma que todas las raices de una <-rama tengan el mismo conjunto de exponentes
caracteristicos.

Todos los resultados y definiciones que presentamos en este capitulo son de nuestra
autoria.

A lo largo de este capitulo =< denotara un orden total positivo continuo y f €

K[[X]][y] un polinomio ménico irreducible de Weierstrass, de grado d.

5.1. Polinomios <-libres y <-ramas

Definicién 5.1.1. Sea f € K[[X]][y] un polinomio de Weierstrass. Diremos que

f es un polinomio =<-libre si es irreducible como elemento de K<((X))[y].
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Ejemplo. Sea f(z) = 22— (z+y?) € C[[z, y]][z], como en el Ejemplo 11. Tomando
el orden w; = (v/2,1), las raices de f son

A S R S SRR S g O 14 T 30
—_ —7T2 — 2 — 2 R— 2 _ 2 _ 2 P
& T +2a: Y +8x Y +16x Y +128x Y +256I Yy +
y
A S NS SN NI - 5 1.4 T 30
= r2 — — 2 - — 2 - 2 - 2 - 2
e L A A T A i r v A

Tomando el orden wy = (4, \/5) se tiene que las raices de f son:

/ 71 _ 57} _ 0 _ T 5 _ T 4
5 :2756$5y 9+@x4y 7+Ex3y 5+§I2y 3+§xy 1—%y
y
3 —2756333/ —ﬁﬂfy —Exy —gxy —§a:y +1y.

De manera que f es <,,-libre, pues en caso de ser reducible, f tendria que facto-
rizarse como producto de dos polinomios de grado 1, a saber, y — & y y — &, sin
embargo, y — &1,y — & & K<, ((21,22))[y]. Por otro lado f no es <,,-libre, pues
f se factoriza como (y — & )(y —€), donde y — £,y — € € K, ((x1,72))[y]-

Definicién 5.1.2. Sean f € K[[X]|[y] y sean fi,..., fi € K<[[X]][y] irreducibles
(como elementos del anillo K<[[X]][y]) tales que f = fi* -+ i, con ay,...,q €

Z~. Cada conjunto de las raices de un polinomio f; lo llamaremos < —rama de
f.

Ejemplo. Consideremos f(z) = 22 — (z + y?) € Cl[[z, y]][2], como en el Ejemplo
11, el polinomio f tiene una <, -rama ya que es <, —libre y dos <,,-ramas,

pues f es producto de dos polinomios irreducibles en K< ((x1,72))[y].

Observacién 5.1.3. El polinomio f € K[[X]|[y] es X —libre si y solo si tiene

una Unica < —rama.

Como consecuencia de A.0.1, si f € K[[X]][y] es irreducible, entonces los a; de la

Definicién 5.1.2 son todos iguales a 1 y las < —ramas son disjuntas.

Observaciéon 5.1.4. Sea f € K[[X]|[y] un polinomio irreducible de Weierstrass.
Sea o un cono positivo y k € N tales que las raices de f, &,...,&q pertenecen
al anillo K[[o]]x. Para todo orden total positivo continuo =< en R"™ el cual es

o-positivo, las <-ramas de f son las mismas.
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Lema 5.1.5. Sean f € K|[[X]|[y] un polinomio mdnico e irreducible (como ele-
mento del anillo K[[X]|ly]) v f1,..., fi € K<[[X]][y] trreducibles (como elemen-
tos del anillo K<[[X]]ly]) tales que f = fi--- fi. Sea k € N tal que las raices
de f, &, ..., &q, pertenecen a K<((X))g. Entonces &,&; pertenecen a la misma
< —rama si y solo si existe T € Gal(K<((X))r : K<((X))) tal que 7(&) = &;.

Demostracion. Si &, §; pertenecen a la misma < —rama, el resultado se obtiene
de la Proposicién 4.3.4.

Reciprocamente, supongamos que existe 7 € Gal(K<((X))x : K<((X))) tal que
7(&) = &. Sean m;,m; € K<((X))[y] los polinomios minimos de §; y &;, res-
pectivamente. Dado que Gal(K<((X))r : K<((X))) permuta a las raices de m,
entonces 7(§;) = &; es raiz de m;(x). Puesto que m; es el polinomio minimo de
§;, necesariamente m;|m;, y como m; es irreducible se tiene que m; = m;. En

consecuencia, & y §; pertenecen a la misma < —rama. O]

Proposiciéon 5.1.6. Sea f € K[[X]]|[y] v < un orden total positivo sobre R".
Sean & una raiz de f, k € Zso tales que & € K<((X))x y n una raiz primitiva
k—ésima de la unidad. La =X —rama de f que contiene a &, denotado por B, es

el conjunto

B=A{ru&);p= (s ) €{0,..., k= 1}"} (5.1.1)

donde T,, es como en (3.3.11).

Demostracion. Sea f = fi'--- fi'* la factorizacién de f en K<((X))[y] en ele-
mentos irreducibles. Como £ es raiz de f, entonces es raiz de algtin f;, para algin
i. Por el Lema 4.3.1 y la Proposicién 4.3.4, se obtiene que B = {7, ,({);n =

(i, ) € {0, ... k—1}"}
]

Ejemplo. Sean f(y) = ¢° + z129y* + 23 € K|[z1, 5]][y], como en el Ejemplo 12,
w = (v/2,2) y consideremos el orden <,. Podemos hallar las raices de f en el

campo K< ((X)), las cuales son:

111481735 44_142

51:—35?355—?31 952"'3351 T2 = g™ Pag A
11 2i a8 ] —44i 4+ 44+/3
1—iv3)aiad + ———a *ad + x_3x5—|—— x‘"’—l—---
£ = 2( 3)aizs + 3i+3\/§12 30 T TRV 2
N 2i | 447 +44y/3 _—u 2
1—|—Z\/_ 33 _— ., 23+ £C73$5 O —— S -
§ ( ) Ty 2 —3Z+3\/_ 1 2 1 2 —81Z+81\/_ T 2
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54——”512%2_5371 x52)+8$12 + say o+
R - T 9'_£_L7 7T .

&5 =iwy 223 —5131%3 Th T +2x18x28+'--
Consideremos 1 = —1 una raiz 2-ésima primitiva de la unidad, para cualquier
p=(n1, 12) € {0,112\ {(0,0)}, se tiene que 7,,(&) = &.

Ahora, consideremos n = A_T“/g una raiz 3-ésima primitiva de la unidad y p €

{0,1,2}% Si pu = (p1,p2) = (0,1),(1,0), entonces 7,,(&3) = &. Ahora, si p =
(1,1) entonces 7, ,(£3) = &.

Usando la Proposiciéon 5.1.6, obtenemos que las <, -ramas de f son B; =

{&,86,86 y Bo = {6, 6}
El polinomio f se factoriza en K< [[X]][y] como f = gh, en donde h(y) = (y —

)y — &)y —8) y hy) = (v — &)y — &)

Ahora, consideremos a w; = (v/5,1) y al orden <,,,. Las raices de f son

1, o 1 3 _17 1

%x yf?{—ix yf?——xy%—y%_k

125 5
—0,809+0,588i _s —0,0124 —0,0380i 5 _1r
155 —4.76i 4 T 155—476i
—0,809 — 0,588i s —0,0124 + 0,0380i , 1
155+ 4,761 0 " 155+ 4,76i
s 0309-09517 5 0032400235 ,

b =-

& = (—0,309—0,9514)y5 —

& = (—0,309+0,9517)y —

§o= (0809 = 0588i)y° — — G o5 ™ T o5 —20m * ¥ s
. 0,309 4 0,951 0,0324 + 0,0235i , .
& = (0,809 + 0,5884)ys — 200+ 0PI, g D022 H 0000 5 ar L

4054294 Y " T T 405+ 2,040

Sea 1 una raiz 5-ésima primitiva de la unidad y p € {0, 1,2, 3,4}?. Para toda raiz
de f existe p tal que 7, ,(&5) = &, para todo i = 1,2, 3,4.

Usando la Proposiciéon 5.1.6, obtenemos que f tiene una tnica <, -rama, B =
{&1,62,8&3,84,&5}, por lo tanto f es <, —libre, Observacién 5.1.3.

Ejemplo. Consideremos f(y) = v° + ziziy* + 25 € K|[z1,x2]][y], como en el
Ejemplo 10, y w = (1,1/5). Las raices de f en el campo K<_((X)), las cuales son:

44 _28 17

22 871

&= —xfwy — 371 g+ 3%_6133 g1 Cay e
1—iV3 2 2i R — 445+ 44/3 _2 1
= x3:c ——x Yxd + :r;’6:c4—— Pyt A
@ PR TN e I R STV ?
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_1+iv3 s s 2% s r 1o Mi+MV3 oo
- 1 L3

3 — +3n Ty - + -
G 2 2T 3433 T TS sn3T
31 9 B 7
£y = —iz] a3 — 59(,"691:‘2l + gl Hzg + 571 102
3 1 9¢ 13 7
& =iy a3 — ix’ﬁx‘; - glxile + 5 102h + -
Consideremos 17 = —1 una raiz 2-ésima primitiva de la unidad, para cualquier
p=(p1, p2) € {0,132\ {(0,0)}, se tiene que 7,,(&1) = &.
Ahora, consideremos 1 = ’1%“/5 una raiz 3-ésima primitiva de la unidad y pu €

{0,1,2}%. Si p = (p1, u2) = (1,1), entonces 7, ,(&3) = &. Ahora, si p = (2,2)
entonces 7, ,(&3) = &

Usando la Proposicion 5.1.6, obtenemos que las <, -ramas de f son By =

{51752753} Yy By = {54755}”

Consideremos ahora a w; = (v/5,1) y al orden <,,. Se tiene que las raices de f

sSon
& Z—y—é;ﬁ_(;;x y St 1;5x6y—2+_”

& = (—0,309 — 0,951i)y — _2:8529_2?%558%2 ~ —071();254_—4(;)%(()580@' .
& = (—0,300 + 0,9511)y — _2=85059+—40%2§8i$2 ~ —0737;?4:4(’)%(2580%6 B
&4 = (0,809 — 0,5884)y — 0_1035 029955 2 0721?35—_05325%6 2

& = (0,809 + 0,588¢)y — ()_’1(7)3510;)95;; 2 0,81?3510;’)52;%6 s

Usando la Proposicién 5.1.6 se tiene que las raices de f, al tener soporte en Z>

son invariantes para todo 7,,. De manera que f tiene 5 <, -ramas, a saber,

By ={&}, By = {&}, Bs = {&), Ba={&} y Bs = {&)-

Proposicion 5.1.7. Sean k € N, < un orden total positivo sobre R™. Para todo
f € K[[X]|[y] irreducible de Weierstrass, tal que todas las raices de f pertenecen

a K<((X))g, existe un morfismo natural

U Gal (K<((X))k : K2((X))) = Gal(K((X))y : K((X)))

con W(T) = 7|k ((x));-
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Ademas, las orbitas de Imagen(¥) son las <-ramas de f.

Demostracion. Sea Z = {&,..., &} C K<((X))g el conjunto de las raices de f.
Dado que f € K[[X]][y] es irreducible, por el Lema de Gauss, ver A.0.2, también
lo es en K((X))[y]. De manera que K((X)); = K((X))[&, ..., &l

Sea 7 € Gal (K<((X))r : K<((X))), entonces para todo ¢ € K((X)) se tiene que
7(¢) = ¢, pues K((X)) C K<((X)). Falta ver que 7(K((X))s) = K((X))s. Para
todo &; se cumple que 7(§;) es raiz de f pues f(7(&)) = 7(f(&))-

Si [{r (&), ... 7€)} < [{&- . &

que 7(&) = 7(&;), dado que 7 es inyectiva, entonces & = £;, lo cual no es posible.

, entonces existen &;,&;, con & # &;, tales

De manera que 7 permuta a todas las raices de f.
Sea ¢ € K((X));, entonces ¢ = 3 coft--- €5, con a = (au,...,aq) € Zso?
de manera que 7(¢) € K((X))s. Reciprocamente, sea ¢ = Y co&0" €57 €
K((X))y, usando el hecho de que 7 permuta a las raices de f, existe ¢’ € K((X));
tal que 7(¢') = ¢. De modo que 7(K((X))r) = K((X))y-
Consideremos la accién

O : Imagen(V) — Sz

dado por

para todo £ € Z, en donde Sy es el grupo simétrico actuando sobre el conjunto
Z con d elementos. Dado que 7 permuta a las raices de f, entonces @(7) es un
elemento de Sy.

Sean £ € Z, B una =< —rama de f tal que £ € B y consideremos a Orb(&).

Una raiz £ € Orb(€), si existe T € Imagen(V) tal que T'(§) = &, con T =
k(o PR algin 7 € Gal(K<((X)) : K<((X))). De donde obtenemos que
¢ € B, por la Proposiciéon 5.1.6 y el Lema 4.3.1.

T

Sea & € Z, con £ # £y & € B, entonces por el Proposicion 4.3.4 existe 7 €
Gal(K<((X))r : K<((X))) tal que £ = 7(§). De modo que & € Orb(§).
Por lo tanto B = Orb(¢), con € € B.

O

Ejemplo. Sea f(z) = (2 — x — y)? — 42y € K][[z,y]][z], como en el Ejemplo
13. La superficie definida por f es de Puiseux. Las raices de f, calculadas con

cualquier orden positivo son

ININ)
ININ)

glzx%+y%7§2:—l’%—y%,§3:x% —y%’£4:_x _|_y .
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Consideremos a w = (1, \/5) y al orden <. Los <, —exponentes caracteristicos
de fson A\ = (3,0) y A2 = ((0,3)), en donde (3,0) <,, (0, 3)

192/
Los elementos de Gal(K<_,((X))s: K<,((X))) son 7,..., T, donde:

1 1 1 1 1 .11 1
T X4 = T4, Y4 — Y4 Tog ! T4 > 1T4,Yd > Y1
1 11 1 1 L1 1
To ! T4 > T1, Yt = —yYi Tio : T2 > 1T1, YT — —yi
1 1 1 .1 1 .1 1 .1
Ty I X4 > T, YL > Y1 T11 - T4 = 1T4,Y4 — 1Y4

=

1 1 1 . 1 .1 1 L1
Ty XT > XTI YT —iy Tig 1 X1 > T YT — —iyd
1 1 1 1 1 .1 1 1
Ts X1 = —xi, Y1 — yi T3 1 T4 +— —1T4, Y4 +— Y4

=

1 101 1 L1 1 1
TGZZL'ZH—ZEZ,yZ)—)—y 7'14ZIZ'—>—’L$4,y4'—>—y4

=

1 11 .
Tr 1 X1 = —T1, Yt =1y

=

1 .11 .
15 1 X1 — —ix1, Y1 — iy
1 11 1

Tg 1 T1 > —x1, Yyl — —iy1

=

1 11 .
Tie 1 T1 — —Iix1,y1 — —iy

El campo de factorizacién de f sobre K((z,y)) es K((z,y))r = K((z,y))[z

2, y2]
y Gal(K((z,y))r : K((,y))) = {p1, p2, p3, pa}, en donde:

1 1 1 1
pLiTE Ty oy, ps i at fm,y?HyQ

=

1
pa T —x2 LY2 = —y2, J T3 a3 y2>—> y2

El conjunto I'm(¥), como en la Proposicién 5.1.7 es Im(¥) = {p1, p2, p3, pa} =
Gal(K((z,9))s - K((z,y))). De donde,

p1 = V() = V(1) = V(15) = ¥(1%),
p2 =V (111) = V(112) = V(715) = ¥(T16),
p3 = W(19) = V(110) = ¥(713) = ¥(714),

pa = V(13) = V(1) = V(77) = V(7).

Las hipersuperficies de Puiseux irreducibles son < —libres para cualquier orden

positivo, por lo cual Im(W) tiene una tnica orbita.

Lema 5.1.8. Sea f € K[[X]|[y] un polinomio. Sea k € N tal que §,&" € K<((X))y

son raices de f pertenecientes a la misma =< —rama, entonces Supp(§)

Supp(&').

Demostracion. Por el Lema 5.1.5, existe 7 € Gal(K<((X))r : K<((X))) tal

que 7(§) = &'. Por lo tanto, por la Observacion 3.3.10, se tiene que Supp(§) =
Supp(&').
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Lema 5.1.9. Sean f € K[[X]]ly] un polinomio irreducible < —libre, & €
K< (X)) raiz de f, 7 € Gal(K<((X))r : K<((X))) v a € Supp(§), entonces
a € Supp(§ — (&) siy solo si T(X*) # X

Demostracion. Si € = Y a,X*, de la ecuaciéon (3.3.11) se tiene que 7(£) =
T(XaaX?) = Y aa7(XF%) = Yau*X*® de lo que se sigue el enunciado del
lema.

]

Lema 5.1.10. Sean = un orden total positivo en R™, f € K[[X]|[y] un polinomio
de Weierstrass y k € Z~o tal que todas las raices de f pertenecen a K<((X))y.
Sean £ € K<((X))g raiz de f, M un =< — monomio caracteristico de f y T €
Gal(K<((X))r : K<((X))) tales que E—7(&) = Mu, conu unidad de A<, entonces

/

para toda &' raiz de f que pertenezca a la misma < —rama que §, &' —71(&') = M/,

con u' unidad de Ax.

Demostracion. Sean £ raiz de f, M un =< —monomio caracteristico y 7 €
Gal(K<((X))r : K<((X))) que satisfacen £ — 7(§) = Mu, con u unidad en Ax.
Si M’ es un < —monomio caracteristico de f tal que 7(M') # M’, entonces
M =< M'; pues de lo contrario £ — 7(§) # Mu.

Sea ¢ una raiz de f en la misma rama que &, dado que M es un término de
&, entonces M también es un término de ¢, Lema 5.1.8. Dado que 7(M) # M,
entonces M es un término de ¢ — 7(¢’), ademas como M es el menor monomio
caracteristico de f con tal propiedad se tiene que & — 7(§') = Mu/, con v’ € Az
unidad. O]

Definicién 5.1.11. Sean f € KJ[[X]|[y] un polinomio de Weierstrass irredu-
cible y < un orden total positivo en R". Sean £ € 8< una raiz de f y A
un = —exponente caracteristico de f. Definimos el conjunto de automorfi-
mos asociados a A como Hy¢ = {7 € Gal(K((X))r : K((X)))|¢ —7(¢) =
X*u, con u unidad de A<}.

Observacién 5.1.12. Se tiene que Hy, ¢ N Hy, ¢ =0, cuando i # j.

Observacién 5.1.13. Si &, & pertenecen a la misma < —rama, entonces por el
Lema 5.1.10 se tiene que Hy¢ = Hy ¢, para todo = —exponente caracteristico \.
En particular, si f € K[[X]][y] es < —libre, Hy¢ no depende de la eleccion de &,

en dicho caso usaremos la notacion H.
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Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Del Ejemplo 13, tomando a & se tiene que Hy, = {pa, p3} v Hy, =
{p4}. Podemos notar que para cualquier raiz §; de f, se obtienen los mismos
conjuntos Hy, y Hy,. Ademés, Hy, N Hy, = 0.

Definicién 5.1.14. Sean f € K[[X]]|[y] un polinomio irreducible de Weierstrass
y =< un orden total positivo sobre R". Sea A un <-exponente caracteristico de f.
El orden de X en f es el cardinal del conjunto {£ — & | € — & = X*u, u €

A<", €, raices de [}y lo denotamos como N,.

Lema 5.1.15. Sea f € K[[X]]ly] un polinomio < —libre y A un =-exponente
caracteristico de f, entonces Ny = |Gal(K((X))r: K((X)))] - |Hal.

Demostracion. Sean & € A< raiz de fy m,...,7s € Gal(K((X))s : K((X)))
tales que & — 7;(§) = X uj, con u; unidad de A<. Se tiene que |H,| = s.

Para todo elemento 7 € Gal(K((X))s : K((X))) se tiene que 7(§), 7(7;(£)) son
raices de f y 7(£)—7(7;(€)) = X*u;,, con uj, € A<, unidad. De donde obtenemos
que [Gal(K (X)) : K((X))] -5 = Ny, .

Ejemplo. Del Ejemplo 13 se tiene que Ny, = [{{1— &2, &1 — &4, 80— 83,63 — &4, Eo —
§1,60 — 61,6 — 6.6 —&H =8y Ny, = [{& — 63,6 — 6,6 — 6,6 — &) =4

5.2. = —monomios y exponentes caracteristicos

asociados a una < —rama

Definicién 5.2.1. Sean f € K[[X]|[y] un polinomio de Weierstrass irreducible,
=< un orden total positivo y B una < — rama de f. Definimos los <= —monomios
caracteristicos de f asociados a la rama B como aquellos M tales que
£ —¢& = Mu, con u unidad de A< y &, € B. Los = —exponentes carac-
teristicos asociados a la < —rama B, son aquellos que se corresponden con

los < —monomios caracteristicos asociados a la < —rama B.

Proposicién 5.2.2. Sean f € K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass,
=< un orden total positivo y B una =X — rama de f. Fijado & € B, si M es un

< —monomio caracteristico de f asociado a B, entonces existe & € B tal que

§—¢& = Mu, con u unidad de A<.
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Demostracion. Sea M un =< —monomio caracteristico asociado a B, existen
&1,&% € B tales que & — & = Mu, con u unidad de A<. Por otro lado, por
el Corolario 5.1.5 existen 71,75 € Gal(K<((X))r : K<((X))), tales que 7 (§) = &
y 72(§) = &. De manera que, Mu = & — & = 11(§) — m2(§) = 1(§ — '), con
¢ = 1'1(€) € B, Proposicién 5.1.7. De donde obtenemos que, 71 *(Mu) = £ ¢
Como en la Observacion 4.3.3, Supp(Mu)=Supp(r; '(Mu)), por lo que
71 Y(Mu) = M/, con v/ unidad en A<. Por lo tanto, ¢ —¢' = Mu/, con ¢’ € B. [

Ejemplo. Consideremos el polinomio f(y) = y® + 2323y + x5 € K|[[x1, z2)][y]
del Ejemplo 10, el cual tiene dos <, —ramas, By y By. Los <, —monomios
caracteristicos de f son 931% x§ y 351_1332%.

Podemos observar del Ejemplo 10 que f tiene un tnico <, —monomio carac-
teristico asociado a la By, a saber, xlgxgg El <, —monomio caracteristico asociado

3
ala By es a7 3.

Definicién 5.2.3. Sean f € K|[[X]|[y] un polinomio irreducible de Weierstrass, <
un orden total positivo y B, B’ dos < —ramas de f. Definimos los < —monomios
caracteristicos de contacto de las < —ramas B y B’, como todos los <
—monomios caracteristicos M tales que Mu = & — ¢, en donde u € A< es
unidad, £ € By ¢ € B'.

Ejemplo. Consideremos al polinomio f(y) = y° + x223y? + x5 € K|[x1, z2]][y]
como en el Ejemplo 10. El <, —monomio caracteristico de contacto de las ramas

2 2
By y By eszizs.

Proposicién 5.2.4. Sean f € K|[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass,
=< un orden total positivo y Bi, By dos < —ramas de f. Fijado £ € By, si M es
un = —monomio caracteristico de contacto de By y Bs, existe & € By tal que
§—¢ = Mu, con u unidad de A<.

Demostracion. Sea M un < —monomio caracteristico de contacto de B y B,
entonces existen §; € By y & € By tales que & — & = Mu, con u unidad en Ax.
Por otro lado, por la Proposicion 4.3.4 existe 7 € G tal que 7(§) = &. De manera
que, Mu =& — & = 7(§) =& = 771(§ = &), en donde & = 771(&,) € By, por
lo que £ — & =771 (Mu) = Mu/, pues Supp(Mu) = Supp(t—(Mu)), como en la
Observaciéon 4.3.3. O]
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El siguiente resultado extiende el que Lipman demuestra en el caso de polinomios
casi ordinarios, donde se caracterizan los exponentes caracteristicos (Teorema
2.4.9).

Teorema 5.2.5. Sean f € K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass,
B una X —rama de f y & € B. El conjunto de los <-exponentes asociados a
&, definidos como en (4.2.1), coincide con el conjunto de los < —exponentes

caracteristicos asociados a B.

Demostracion. Sean XM, \?) . A9 los < —exponentes asociados a &.

Sea f = fi'... f7 la factorizacién de f en elementos irreducibles de K<((X)).
Supongamos que § es raiz de f;, para algin j.

Sean Ni, N,..., N, dados por N; = X Si para todo 7 € Gal(K<((X))k :
K<((X))), 7(Ny) = Ny, entonces N; € K<((X)), ver por ejemplo en [29], lo
cual no es posible pues A1) = mjn{Supp(ﬁ) \ Z"} y para todo ¢ € K<((X)),
Supp(¢) C Z". )

Sea 71 € Gal(K<((X))r : K<((X))), tal que 74 (Ny) # Ny.

Sea £ como en la Observacién 3.3.4. Se tiene que £ € K:((X))y

€] €)
5 — €<A + 5 o €<)\ )
De manera que
€) 1
n(€) =N + (€ -,
Por lo que,

5_7'1(5) = <€_<>\(1> + 6 — é’*/\<l))_<€_<)\(l) + 7_1(5 _ £-</\<1>>) _ €_§—</\(1)_7_1<€_£-<>\(1))‘

(5.2.1)
Dado que A\ € Supp(&é — 11(€)), entonces v<(§ — 11(§)) = AD. Por otro lado.
por las Observaciones 3.3.4 y 4.3.3 se tiene que v<(§ — ,5</\(1>) = A y v (i (€ —
A = A De manera que, de (5.2.1) y de la Definicién 1.6.1, obtenemos
v<(€ —71(€)) = A, Por lo tanto, v<(& — 71(€)) = A, En consecuencia,

& —11(8) = Nqu, (5.2.2)

v unidad en A<, Lema 3.3.5. Dado que 7(§) también es raiz de f; entonces Ny

es un = —monomio caracteristico asociado a la B, Proposicion 5.2.2.
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Ahora, si para todo 7 € Gal(K<((X))r : K<((X))[N1,...,Nn]) es tal que
T(Npt1) = Ny, entonces Np,p1 € K<((X))[NV1,. .., Nul), lo cual no es posible

pues A ¢ 70 13" \0)7,
=1

Sea Typ1 € Gal(K<((X))k : K<((X))[N1, ..., Ny) tal que 71 (Nim1) # Nop1-
Procediendo de la misma forma que en el caso anterior obtenemos que v<(§ —
Tmsa(€)) = A™D Por lo tanto

§ = Tm+1(§) = N1, (5.2.3)

u unidad en A<, Lema 3.3.5, por lo que N,,4; es un < —monomio caracteristico
asociado a B, Proposicion 5.2.2.

Reciprocamente, sean o, ... al®) los < —exponentes caracteristicos asociados
a B ordenados como a) < ... < a®®). Dado que ¢ € B entonces por las Propo-
siciones 5.2.2 y 5.1.6,

=76 = X", (5.2.4)

conT; € Gal(K<((X)) : K<((X))) v u; € A< unidad.
Anteriormente justificamos que el conjunto {A\®}._, C {a)}
A,

Ahora, para todo 7 € Gal(K<((X))r : K<((X))), 7(X*) = X® con a € Z", por
otro lado por (4.2.1) se tiene que Supp(§ — 7(€)) estd acotado inferiormente por
A por lo tanto v<(€ — 7(£)) € Z". En consecuencia v<(& — 7(£)) = AW,

Por lo anterior y por (5.2.4) obtenemos que ) = A1),

Sea 73 como en (5.2.4). Se tiene que (X)) = X" de otra forma & — 7(€) #
Xy, con u € A< unidad. También, por (4.2.1) se tiene que Supp(§) \ (Z™ +

S

¢, entonces a!) <

MDYy Supp(7(€)) \ (Z™ 4+ AV) estan acotados inferiormente por A?). Entonces
V(€ —(€)) € Z™ + ZAY. Por lo tanto, a® = v<(& —7(€)) = A\?,
Dado que {\®}._, C {aD}s_,, entonces a® < \?),

Inductivamente podemos concluir que {a®}s_, C {AOL_ . O

Corolario 5.2.6. Sean f € K|[[X]|[y] un polinomio de Weierstrass <-libre y &
una raiz de f. Se tiene que el conjunto de los <-exponentes caracteristicos de f

es el conjunto de los < —exponentes asociados a &.

Demostracion. El resultado es consecuencia directa del Teorema 5.2.5 y de que

al ser f =< —libre solo tiene una < —rama, Observacion 5.1.3. ]
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Ejemplo. Consideremos a f(y) = y° — 3z1y* + 222y + 322y + 62109y — 23, como
en el Ejemplo 16, a w = (1,4/2) y a <, un orden total en R™ que extiende al
orden total <, en Q".

Las raices de f las podemos hallar en el campo K< ((X))s, las cuales son:

2 3
51 = —.135 + xfa
—14iV3 2 3
£ = —#‘WS + a7,
—1—4v/3 2 3
& = —— b + o,
2 3
§4 = —x5 — a7,
—1+44V/3 2 3
55 = - 2 .%'5 - l’f,
—1—dV/3 2z s
§6 = — 5 s — b
Se tiene que f es <, —libre, por lo que tiene una unica <, —rama, a saber,

B={&,...,&]}.

Los <, —exponentes caracterfsticos de f son (0,2) y (2,0).

Por otro lado, los <, —exponentes asociados a & son A\ = min<{Supp(¢)\Z?*} =
(0,2). Ademés, (£,0) & Z* + (0,2)Z. Por lo que, Ay = min<{Supp(¢) \ (Z* +
(3.00Z%)} = (5.0).

En efecto, como el Teorema 5.2.5 asegura, los <, —exponentes caracteristicos de

f son los <, —exponentes asociados a &;.

Proposiciéon 5.2.7. Sean [ € K[[X]|[y] un polinomio de Weierstrass, B una
<-rama de f, § € B y My,..., M, los X-monomios caracteristicos asociados a
B, entonces K<((X))[§] = K<((X))[M, ..., M,).

Demostracion. El resultado es consecuencia del Teorema 4.4.3 y del Teorema

5.2.5. =

Corolario 5.2.8. Sea f € K[[X]]ly] un polinomio < —libre, cuyas raices son
&1, 8a € K<((X))k, entonces K<((X))[&] = K<((X))[&1,- -, &), para todo
i=1....d

Demostracion. Sean &, ..., &; € A< las raices de f. Como f es < —libre, se tiene

que & = 7(§), para algin 7; € Gal(K<((X)) : K<((X))), por la Proposicion
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5.1.6, para todo i = 1,...,d. Dado que Supp(§) = Supp(7;(§)), los =-exponentes
asociados a §, son los mismos que los de 7;(€). Por lo que, el resultado se obtiene
del Teorema 5.2.5 y de la Proposicion 5.2.7. [

Proposicién 5.2.9. Sea [ € K[[X]][y] un polinomio < —libre y £ € S< una raiz
de f. Sean XV ... A9 ¢ %Z” los X —exponentes caracteristicos de f. Entonces

[K<((X))[€] + K<((X))] = %, en donde d es el mdzimo comin divisor de los

menores de orden n de la matriz M, como en (4.4.1). En particular, % =deg(f).
Demostracion. El resultado es consecuencia del Lema 4.4.1 y del Corolario 5.2.6.
Ahora bien, dado que f es =< —libre, entonces [K((X))[¢] : K((X))] =
[K<((X))[E] = K<((X))]. Puesto que [K((X))[¢] : K((X))] = deg(f), entonces

M =deg(f). O

Si f € K[[X]][y] no es = —libre la Proposicién 5.2.9 no se cumple. Veamos el

siguiente ejemplo.
Ejemplo. Sean f(z2) = 2* + 23y2® — 1222?22 + 23y2 — 523y® € K|[[z,y]][2], como
en el Ejemplo 17, y consideremos el orden w = (1,/11).

Las raices de f son

& =273y +103680yz "% — 3456y 0 4 144yx > — 12yz™" — 23y + - -

1 1 5 1 5 4 a 7
62 = —xy3 — §x3y _ 4xy3 _ §x5y3 —_ §$5y3 4 .-

1 1 1 1

& = 5(1—2’\/g)xy%—§x3y+(2+2i\/§)xyg—1—8(1+i\/§)x5y%—5(2—2i\/§)x3y%+- .
L. . 115 : 501 , 5 5 1 : 3 1

§4 = 5(14—@\/5):5343—533 y—l—(2—22\/§)a:y3—1—8(1—2\/§)x y3—§(2+21\/§)m Y3t

El polinomio f no es <, —libre, pues & € K< ((z,y)).

Por otro lado, &,£,&3,& € K<, ((z,9))s, por lo que los <, —exponentes ca-
racteristicos de f pertenecen a %Zz, los cuales se obtienen restando las raices,
& —6& =Xy coni =234y & — &y = XE3uy,, con j k= 2,34, de
manera que A1) = (=3, -1) y A® = (1, 1). Construyamos a M como en (4.4.1):

3 0 -9 3

M = (5.2.5)
0 3 -3 1

Se tiene que los menores de orden 2 de la matriz M son: 9, 27, 0 y 3. Por lo que,

med(9,27,0,3) = 3.
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De modo que [K<,((z,9))[&] + K<, ((x,y)] = % = 3, con i = 2,34y
[K<.((z,y))[&] : K<, ((z,9))] = 1. Sin embargo, [K<_ ((z,9))[&] : K<, ((z,y))] #
deg(f), para todo i = 1,2, 3,4.

Ejemplo. Sea f(z) = 2% + 3zy2® + 2%9°2? + xy"2 + 25° — 2%® € K[z, y]][z],
como en el Ejemplo 18. Sea w = (v/2,1) y consideremos al orden <,

Calculemos las raices de f en 8< :

b= —abyt — oy 2ottt
=—x — =Xy — =T — =T
1 Y 1Y 39 Y 39 Y

¢ 13 3 +27,%g+272%+
= —ix2yt — —xy + ——ix —
2 YTty T Yt ety

3 27, 5 5 27

&3 = ix%y% — —ry — —<ir2yt + —a:Qy% + -

4 32 32
133 27 3 5 27 5 3
§4:w2y4—zxy—|—3722x2y4—372$ y2+

Se tiene que &, 2,835,844 € K<, ((z,y))s4. Ademds f es <, —libre. Si calculamos la
resta de las raices de f se tiene que §; — & = X(%’%)uﬂ conj#lyjl=12734.
Por lo que f tiene un tnico <, —exponente caracteristico, a saber, (%, %) € iZZ.

Calculemos a M como en (4.4.1):

40 2
M:Q)4J (5.2.6)

Se tiene que los menores de orden 2 de la matriz M son: 16, -8, 12. Por lo que,
med(16, —8,12) = 4. Por lo tanto, [K< ((x,y))[&] : K<, ((z,y))] = % = 4, para
todo 1 =1,2,3,4.
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CAPITULO 6

< —exponentes caracteristicos asociados a los

vértices del discriminante

En este capitulo exploramos la relaciéon entre las distintas formas de ordenar los
=<-exponentes caracteristicos y el discriminante de la proyeccion.

Dado un orden total < en R", Tornero propone un método para seleccionar expo-
nentes a los que denomina exponentes distinguidos. Por otro lado, en la construc-
cién de los exponentes caracteristicos presentada por Assi-Abbas, no se establece
explicitamente que los exponentes caracteristicos obtenidos sean distintos, en fun-
cién del orden utilizado para construirlos. Sin embargo, su construccién depende
del orden considerado.

Comenzamos este capitulo introduciendo en la Definiciéon 6.1.1 el concepto de
o-poligono de Newton, una extension natural del conocido poligono de Newton al
contexto de series formales con exponentes en conos. Este concepto generalizado
no solo preserva las propiedades fundamentales del poligono clasico, sino que tam-
bién incorpora nuevas herramientas para analizar series formales que dependen
de una estructura o-positiva.

Para cada ¢ € KI[[X]] y para cada vértice v del o-poligono de Newton de ¢,
definimos el concepto de cono asociado al vértice v en la Definicion 6.1.5.

En la Proposicion 6.2.1 damos una férmula explicita que relaciona el conjunto de
exponentes caracteristicos calculados con un orden, con las coordenadas de un
vértice del poligono de Newton del discriminante.

Finalmente, en el Lema 6.2.3 y en el Teorema 6.2.5, establecemos condiciones pre-
cisas bajo las cuales, dados dos 6rdenes <1 y <5, los <;-exponentes caracteristicos
y los =5-exponentes caracteristicos coinciden. Mas atin, damos condiciones nece-

sarias para que los exponentes calculados con diferentes érdenes, coincidan y estén
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ordenados de la misma manera.
A lo largo de este capitulo se asumird que todos los conos son positivos y =

denotara un orden total positivo y continuo en R".

6.1. o—Poligono de Newton

Definicién 6.1.1. Sea ¢ un cono positivo en R” y n = > ¢, X* € K|[[o]]. Defini-
mos el c—poligono de Newton de 7, denotado por Nx ,(7), como la envolvente
convexa en R" del conjunto Supp(n) + o. Los vértices de dicho conjunto los lla-
maremos vértices del poligono de Newton.

Cuando 0 = R>(" s6lo diremos poligono de Newton y lo denotaremos por Nx (7).

Observacién 6.1.2. » El o—poligono de Newton de un elemento ¢ € K|[o]]

tiene un numero finito de vértices.

» Un polinomio f € KI[[X]][y] es casi ordinario si y sdlo si el poligono de

Newton del discriminante de f tiene un unico vértice.

Ejemplo. Sea ¢ = 2%y® + 25y + 25y + 27y* + 28y" € K[[z,y]]. Consideremos
al cono o dado por ¢ = ((—1,2),(2,—1)). El c—Poligono de Newton de ¢ se

muestra en la Figura 6.1.

Figura 6.1: 0—Poligono de Newton de ¢
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Observacion 6.1.3. Sea =< un orden total positivo continuo sobre R™ y ¢ €
K[[X]]. Por la Proposicién 1.5.7, concluimos que v<(p) es un vértice del Poligono

de Newton de .

Lema 6.1.4. Sea o un cono positivo. Una serie en K|[o]] es de la forma X“u,

con u € K[[o]]* si y sdlo si v es el inico vértice del o—poligono de Newton de f.

Demostracion. Supongamos que ¢ = X %u, con u € K[[o]]* unidad. Por la Obser-
vacion 3.3.1, Supp(¢) = Supp(X*u) = a+ Supp(u), entonces cualquier elemento
en Supp(yp) es de la forma a + v, con v € o, de manera que Sup(yp) C a + o.
Dado que o € Supp(p) se tiene que la envolvente convexa de Supp(p) + o es
el conjunto o 4+ 0. Por lo tanto, el c—Poligono de Newton de f tiene un dnico
vértice a.
Reciprocamente, supongamos que « es el iinico vértice del c—poligono de Newton
de f. Entonces Supp(¢) C a+0. De manera que ¢ = 3 a4 X7 = X* Y 0, X7,
donde b, = aq4,. Como, b, 0) = ao # 0, tenemos que > b, X7 es una unidad,
Proposiciéon 3.3.2.

]

Ejemplo. Consideremos al cono o = ((—1,5), (2, —1)). Sea ¢ = xy” + 2%y* +
22yt + 23y + 2ty + %98 + 2® + 2%y + 2595, El o—poligono de Newton de ¢ se
muestra en la Figura 6.2. Dado que el 0—poligono de Newton de ¢ tiene un tnico

vértice, ¢ es unidad en el anillo K[[o]]4, .4,

Ejemplo. Sea ¢ = x +y € K[[z,y]]. El poligono de Newton de ¢, se muestra en
la Figura 6.3. De manera que ¢ no es de la forma x®u, con u € K[[z,y]] unidad.
Ahora, consideremos a los conos o1 = ((—2,1),(3,—1)) y 02 = ((—1,3), (1, —2)).
Podemos ver en las Figuras 6.4 y 6.5 que los 01, 0o—poligonos de Newton, tienen
un solo vértice. De manera que ¢ es de la forma X“u; € Kl[oy]] y X*®uy €
K{[o3]], con uy € K[[o1]]* y ug € K[[o2]]*.

Sean ¢ un cono positivo en R" y ¢ € K[[o]]. Para cada vértice v del o—poligono
de Newton de ¢, existe una representacion de ¢ de la forma X"u, con v unidad

en K[[o,]], en donde
0y = (@ = V) aeNg., (o) (6.1.1)

Definicién 6.1.5. Sean o un cono positivo en R" y ¢ € K[[o]]. Sea v un vértice
del o-poligono de Newton de . Diremos que o, es el cono asociado al vértice

v, como en (6.1.1).
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Figura 6.2: 0 —Poligono de Newton de ¢

Figura 6.3: Poligono de Newton de ¢

Figura 6.4: oy—poligono de Newton de ¢
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Figura 6.5: 09—poligono de Newton de ¢

Observacion 6.1.6. Para cada vértice v del o—poligono de Newton de ¢ €
K[[o]], ¢ es unidad del anillo localizado K|[[oy]]s,...,, - En general, si o es un cono
que contiene a o, para algin vértice v, ¢ es unidad de K[[0]]zy...a, -

Para todo ¢ € K|[o]], siv es un vértice del c—poligono de Newton de ¢ entonces
o =X"(X"p), (6.1.2)

en donde X ¢ es unidad en Kl[o,]].

Ejemplo. Sea ¢ = xy° + 23y* + 223 + 2*® + 23y? + 2%y € C[[z,y]]. Se tiene
que los vértices del poligono de Newton de f son (1,5),(2,3),(3,2),(5,1). Sea
v = (2,3), entonces el cono asociado al vértice v, 0,, es como se muestra en la
Figura 6.6.

Escribiendo a ¢ como en (6.1.2) se tiene que
o =2y (L+a Yy +ay+a” +ay ™ +a%y ),
en donde 1+ 7'y + zy + z* + 2y~ + 23y~ € C|[o,]] es unidad.

El siguiente corolario es consecuencia directa de la Observacion 6.1.6.

Corolario 6.1.7. Sean f € K[[X]][y] un polinomio y o un cono en R™. Si o con-

tiene a un cono asociado a un vértice del poligono de Newton de A(f), entonces
eziste o € Z" tal que X*Ay(f) es una unidad de K|[o]].

Observaciéon 6.1.8. Sea o un cono positivo en R" y ¢ € Kl[o]]. Sean vy, ..., v
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Figura 6.6: Poligono de Newton de ¢ y cono asociado al vértice v.

l
los vértices del o—poligono de Newton de p. Entonces ﬂ Oy, = 0.

i=1
Ejemplo. Consideremos el o-poligono de Newton de ¢ de la Figura 6.1, en donde
o={((—1,2),(2,—1)). Podemos observar que Nx , tiene dos vértices, v; := (2, 6)
y vg := (6,1). En la Figura 6.7 construimos los conos asociados a los vértices v,

y vy. Podemos observar que o,, N0, = 0.

Lema 6.1.9. Sean o un cono positivo de R™, < un orden o-positivo y p € K[[o]].
Sean v un vértice del o—poligono de Newton de ¢ y o, el cono asociado a ese

vértice. Se tiene que v coincide con v<(p) si y solo si X es o,—positivo.

Demostracion. Supongamos que v = v<(p). Por definicién de v<, v =
mgn{a | « € Supp(p)}. Dado que =< es o-positivo, v = mjn{a | o € Supp(p)+o}.
Por definicion de envolvente convexa, los elementos de Nx ,(¢) son combinaciones
positivas de elementos de Supp(y) + o, entonces por propiedades de valoracion
v = mjn{a | @ € Nx,(¢)}. Por lo tanto para todo o — v € Nx ,(¢), se cumple
0 X a@ —v. De modo que =< es g,—positivo.
Reciprocamente, si < es 0,-positivo, entonces 0 < o — v, para todo o € Nx,, en
particular para todo « € Supp(yp). Dado que v € Supp(yp), entonces v = v<(p).
m
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Figura 6.7: Conos asociados o, y 0y,.

6.2. Discriminante y los < —exponentes carac-

teristicos

En esta seccién estaremos trabajando con polinomios f € KI[[X]|[y] monicos
irreducibles de Weierstrass de grado d. Recordemos que si B es una <-rama de f
y £ € B, entonces los <-exponentes caracteristicos asociados a B coinciden con
los <-exponentes asociados a &. En particular, si f es <-libre, los <-exponentes
caracteristicos de f coinciden con los < —exponentes asociados a sus raices, por
lo que en algunos resultados vamos a estar usando indistintamente a cada uno de

estos conjuntos.

Para el siguiente resultado, recordemos que dado A, un <-exponente caracteristico
de f, Ny es el orden de A en f, es decir, el cardinal del conjunto {{ —¢' | £ —&' =
XM, u € ALY, €€ raices de f}, Definicién 5.1.14.

Proposicién 6.2.1. Sean < un orden total positivo sobre R" y f € K[[X]]|[y] un
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polinomio de Weierstrass irreducible. Se tiene que

> AN = w(A()).

AexX—char(f)

Demostracion. Por (2.2.4) se tiene que A(f) = (—1)d(d2_1)a(2id’2 [ —¢)>
j<i
De donde obtenemos que

zgmu»:%(en“ﬂﬁ*ﬂn@—@ﬁ,

i<t

=) 2uv<(& — &) (por propiedad 1 de la Definicién 1.6.1)

j<t

=2y A(3P)

Ae<—char(f)

Ae=X—char(f)

]

Corolario 6.2.2. Sea f € K[[X]][y] un polinomio de Weierstrass irreducible,

=< —libre. Entonces |Gal(K((X))s: K((X)))] ( > )\|H>\|) = v<(A(f)).
(f)

AE=—char

Demostracion. El resultado es consecuencia de la Proposiciéon 6.2.1 y de la Lema
5.1.15. 0

Ejemplo. Consideremos f(y) = v° + ziz3y* + 25 € K[[z1,x2]][y], como en el

Ejemplo 10. El discriminante de f es A(f) = 10821925 + 31252,%.
Consideremos w = (1,1/5). Se tiene que f no es <,-libre.

Los <,-exponentes caracterfsticos de f son (2,2) y (—1,32).

Se tiene que v<, (A(f)) = (10,15), Nz 2y = 18 y N(_; 3y = 2, por lo que

(10, 15) = v< (A(f))

Cumpliéndose lo que en efecto la Proposicion 6.2.1 establece.
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Ejemplo. Consideremos f(z) = 2% — (v + y)* € K[[z,y]][2], como en el Ejemplo
19, aw = (v/2,1) y al orden <,,. Las raices de f son £, = x+yy & = —x —y, por
lo que f no es <, —libre. Por otro lado, el iinico <, —exponente caracteristico

de f es (1,0).

Se tiene que Ny = [{& — &,& — &} =2 v A(f) = 22 + 22y + 9%, de manera que
v, (A(f)) = (2,0).

En efecto, como la Proposicion 6.2.1 lo establece

(2,0) = v< (A(f)) = NaA = 2(1,0) = (2,0).

Sin embargo, dado que f no es <, —libre y &,& € K((z,y)), entonces
Gal (K((w,y))f : K(((x,y))) tiene un tnico elemento, la identidad. Por lo que,
Hye, = {p € Gal(K((x,y)); : K(((x,9))) | #(€&1) —& = X u, unidad} = 0. Asf,

(2,0) = v, (A(f)) # 1Gal (K ((x,9))5 : K((2.9)))[[Hae ] = 1-0-(1,0) = (0,0),

En cuyo caso, el Corolario 6.2.2 no se cumple pues f no es <,-libre.

Ejemplo. El discriminante del polinomio f(z2) = (22—z—y)?—4xy € K[z, y]][],
del Ejemplo 13, es A(f) = 40962%y? —8192x3y3+40962%y*. El poligono de Newton

de A(f) se muestra en la Figura 6.8, el cual solo tiene dos vértices.
Consideremos w = (1,4/2) y al orden <,,. Se tiene que v< (A(f)) = (4,2).

Los <, —exponentes caracterfsticos son A\; = (3,0) y A2 = (0,3) y Ny, =8y
Ny, = 4.

En efecto, como la Proposicién 6.2.1 lo establece,

(4,2) = v< (A(S))
= Ny, A1 + Ny, Az

—3 (;o) 44 (o, ;) — (4,2).

También |Hy,| =2y |Hy| =1y |Gal(K((X))s : K((X)))| = 4, teniéndose que,
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1 2 3 4

Figura 6.8: Poligono de Newton de A(f)
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como el Corolario 6.2.2 lo establece

(4,2) = v< (A(f))
= [Gal(K((X)); - K((X))]([Hx [\ + [Hx, [A)

o (b) - 02) -0
Ahora consideremos wy = (v/2,1) y al orden <,,. Se tiene que v<, (A(f)) =
(2,4).
Los <,,-exponentes caracteristicos de f son A\; = (0, %) v Ay = (%, 0), con A\; <.,
Ao.
Se tiene que Ny, = ’{fl—fz,fl—f?n53—54752—54752—51, 53—51754—53754—52}‘ =38
Yy N, ={{6 -6 &—60—-8,6-6) =4

En efecto, como la Proposicion 6.2.1 lo establece

(2,4) = ve,, (A(f)) = Na, A1+ N ho = 8(0, ;) + 4(;,0) = (2,4).

Lema 6.2.3. Sea f € K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass. Sea
o en R™ un cono tal que todas las raices de f pertenecen a Kl[o]]x, para algin
k € Z~q. Si o contiene a un cono asociado a un vértice del poligono de Newton de

A(f) y =1 y 2o son drdenes o-positivos entonces =1 —char(f) =<9 —char(f).

Demostracion. Por el Corolario 6.1.7 existe a € Z" tal que X*A,(f) es una
unidad de K[[o]]. Por otro lado, por (2.2.4) se tiene que A, (f) = (—1) w5 11—

i<j
fj)Q, en donde &, ..., & son las raices de f.

De manera que
d(d—1)
2

(—1) [ - &) = X u. (6.2.1)

i<j
Dado que las raices de f pertenecen a K[[o]]x, el cual es un dominio de factori-

zacién unica, Observacion 3.3.11, y por (6.2.1) se tiene que

§—§& = X4, (6.2.2)

con u;; unidad de K[[o]]y y 0;; € 12",

Por hipétesis <1, <o son o—positivos. Por la definicion (3.3.6), se tiene

&8 € Kllollk € K5, [[X])k C A<,y &s-on 08 € Kok © K<, [[X]e € As,.
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Siendo w;; unidad en K[[o]], para todo ¢, j, también lo son en los anillos A<, y
Ax,.
De manera que el conjunto de d;;, construidos como en (6.2.2), es el conjunto de
=1 —char(f) ==o —char(f).

]

Corolario 6.2.4. Sea f € K[[X]|[y] un polinomio irreducible de Weierstrass. Sea
o en R™ un cono tal que todas las raices de f pertenecen al anillo K|[[o]]x, para
algin k € N y sean =1 y <o drdenes o-positivos. Si v<, (Af) = v<,(Af), entonces
los <1-exponentes caracteristicos de f y los <9-exponentes caracteristicos de f son

los mismos.

Demostracion. Sea v = v<, (Af) = v<,(Af), el cual es un vértice del poligono
de Newton de A, (f), por la Observacién 6.1.3. Por el Lema 6.1.9, los érdenes =<4
y =2 son o,-positivos.

Sea & el cono mas pequeiio que contiene a o y a o,. Dado que =<1 y =5 son o, 0,-
positivos, entonces <p, <o también son G-positivos. También, todas las raices de
f pertenecen al anillo K[[d]]x v & contiene a o, el cual es un cono asociado
a un vértice del poligono de Newton de A(f), por lo tanto, del Teorema 6.2.3
concluimos el resultado.

O

El siguiente resultado extiende al que Lipman y Gau demuestran en [34], sobre

los exponentes caracteristicos de polinomios casi ordinarios.

Teorema 6.2.5. Sean f € K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass,
o C R™ un cono positivo tal que las raices de [ pertenecen a K|[o]|x, para algin
k € Z~y. Si o contiene a un cono asociado a un vértice del poligono de Newton del
discriminante de f entonces para todo orden o—positivo = y B una < —rama de
f, los <-exponentes caracteristicos de f asociados a B, son los mismos, ordenados

de la misma forma.

Demostracion. Por la Observacién 5.1.4 se tiene que las <-ramas de f son las
mismas para todo = orden que es o-positivo.

Sea f; el polinomio irreducible en K<((X))[y] para el cual los elementos de B
son raices. Razonando como en la demostracion del Lema 6.2.3, para el poli-
nomio f;, obtenemos que para todo orden =<-positivo para o, los <-exponentes

caracteristicos asociados a la <-rama B, son lo mismos.
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Sean M; y M, <-monomios caracteristicos asociados a la rama B, con M; = X%.
Sea £ € B, por la Proposicion 5.2.2, existen &1,& € B tales que & — & = Myuy y
&2 — & = Msus, con uy, us € A< unidades. Dado que o es =-positivo y las raices
de f pertenecen al anillo K{[o]] C A<, entonces uy, us € Kl[[o]]x.

Tenemos Mju; — Mous = (&1 — &) + (& — &) = & — & = MW/, para algin M’

< —monomio caracteristico de f y v’ € K[[o]]x. De donde obtenemos que
Ml'LLl - MQUQ = M'u’ (623)

Se tiene que v<(Mju; — Maus) = min{v<(Miu,), v<(Maug)}. Supongamos que
v<(Myuy —Maug) = v<(Myuy) = v<(My) = 61. Por (6.2.3) se tiene que v<(Myu; —
Mouy) = v<(M') = ¢', para algin ¢’ <-exponente caracteristico de f con M’ =
X% porlo que 6; = &'.

Ahora, de (6.2.3) obtenemos que X9 (u; — X%7%1) = X%/ por lo tanto

uy — X270 =/ € K[[o]). (6.2.4)

Dado que uy,u’ € K[[o]]s, entonces X°27% € K[[o]]x, de donde obtenemos que
0y — 01 € 0.
Sea = otro orden positivo para o. Dado que d; — 6; € o, entonces 0 =1 6; — ds.
De donde obtenemos que d; =1 ds.

]

Corolario 6.2.6. Sean f € K[[X]|[y] un polinomio irreducible de Weierstrass,
o C R™ un cono positivo tal que las raices de f pertenecen a K|[o]|x, para algin
k € Z~o y f es =<- libre para todo orden = que es o-positivo. Entonces o contiene
a un cono asociado a un vértice del poligono de Newton del discriminante de f si
y solo si para todo orden =< que es o—positivo, los <-exponentes caracteristicos

de f, son los mismos, ordenados de la misma forma.

Demostracion. Por el Teorema 6.2.5, para todo orden o—positivo < tal que f
es = —libre se tiene que los <-exponentes caracteristicos de f, son los mismos,
ordenados de la misma forma.

Reciprocamente, por el Lema 4.1.2 obtenemos que A(f) = X°u, con u € K[[o]]*
y 0 € Z". Se tiene que v<(A,(f)) = —d. Por lo que v := —¢ es un vértice de

Nx(Ay(f)). Sea o, el cono asociado al vértice v.
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Se tiene que Nx(A,(f)) € Nx-(Ay(f)). Por el Lema 6.1.4, Nx ,(A,(f)) tiene
un tnico vértice, a saber, —J. De donde obtenemos que Ny (A, (f)) = —0 + 0.
Sea 7, el cono asociado al o-poligono de Newton de Nx ,(A,(f)), entonces o, C
7,. Dado que &, = o, entonces concluimos que ¢ contiene a un cono asociado a

v.
[l
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CAPITULO 7

Ejemplos

En este capitulo presentamos todos los ejemplos que se exponen en este traba-
jo. Buchacher ha implementado un algoritmo en @Mathematica que calcula los
primeros términos de la raiz en 8<, de polinomios f € K[[X]][y], ver en [15].
Hemos utilizado su algoritmo para calcular algunos de los ejemplos de este tra-
bajo.

Ejemplo 1. Sea f(y) = y* + 22%y — 3z € C|[z]][y]. Por la ecuacién (2.2.4) se

3(2)

tiene que Ay(f) = (—1)7= det(R), en donde R es la matriz:

1 0 222 =3z 0

01 0 222 —3x

30 222 0 0 (7.0.1)
03 0 222 0

00 3 0 222

Por lo que A, (f) = —2?(243+32x2%), con 243+ 32x* € C[[z]] unidad, Proposicién

1.4.1, de manera que f es un polinomio casi ordinario.

Ejemplo 2. Sea f(y) = y* + 71y + 2 € C[[x1, 22)][y]. Sea R como en (2.2.1):

1 1 T2
2z 0 (7.0.2)
0 2 T

Entonces A,(f) = 22 — 4ay # 23'25%u, con u unidad de C[[xy, x,]], Proposicién

1.4.1, y 41,92 € N. Por lo que, f no es un polinomio casi ordinario.
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Ejemplo 3. Sea f(z2) = (z — 2)* 4+ zy € C[[z,y]][2] y A.(f) = —4zy. De manera
que f es casi ordinario.
Las raices de f son & = x + ix%y% y& =x— ia:%y%, entonces & — & = Qix%y%,

11

por lo que (5, 5) es el exponente caracteristico de f.

Ejemplo 4. Consideremos f(z) = 2? + y — 2? € C|[[z, y]][2]. El discriminante de
fes AL(f) =4(z* — y), por lo que f no es casi ordinario.

Ejemplo 5. Sea f(y) = y* + 21y + 21 € C[[x1]][y]. Las raices de f son:

m
a
)
ol

1 1 2 3

B xlixf rn—4 x P14+ -F+3E+-)
Y= 2 2 2

El discriminante de f es A(f) = z1(z1 — 4), de manera que f es casi ordinario.

Haciendo la diferencia entre las raices obtenemos que % es el exponente carac-

teristico de f.

Ejemplo 6. Sea f(y) = y* —2(zo+1)y+ (x2+1) —21 € C[[zy, 22]][y]. Se tiene que
1
A, (f) = —4xq, por lo que f es casi ordinario, y sus raices son £ = £a{ +xo+1 €
P
C[[z?, z3]]. El exponente caracteristico de f es (%, 0) y M = X359 es su monomio

caracteristico.

Ejemplo 7. El siguiente ejemplo fue tomado de [16]. Sea f(y) = y* — 8zoy® +
(2423 — 223 — 2xy23)y* + (—323 + 8a3 + 8x123)y + 1625 — 8x5 + 25 + 22127 —
8x12§ + x2x§ — dxqxl € Cllx1, z2][y], con A,(f) = 40962223°(1 + 2323 — 22125),
por lo que f es casi ordinario.

Las raices de f son & = 2x2ix§ ix%x%, las cuales pertenecen al anillo (C[[:clé : xé 11,
en cuyo caso k = 2 # deg(f) = 4; sin embargo, (C[[aclé, xé]] C (C[[x%, xé]] Hacien-

do las diferencias de las raices de f obtenemos que los exponentes caracteristicos
son (%,2) y (0, %)

Ejemplo 8. Consideremos f(y) = [(y —x2)? —z125 — 23]> —dx125 € C[[z1, 22]][y].
Se tiene que Ay (f) = 4096x1 O(1 — 2z129 + x223), por lo que f es casi ordinario.

1
Las raices de f 50N T2 j: x2 + 2222 € Clz,2, 292
Sean £ := x9 + xQ + xl 23, A =(0,1),A\1 = (0,2) y Ao = (3,2). Entonces
1. M1 < )\2,
2. =1y ANeZ?+ Y\ LN,
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3. >\1¢Z2 A2¢Z2 (72)Z

De manera que £ es una raiz casi ordinaria y los exponentes caracteristicos aso-
: —_(n 3 _ (1

ciados a £ son Ay = (0,35) v A2 = (5,2). . 1 . 1

Ahora bien, consideremos & = £, & = @9 — 23 — x5, &3 = 19 + 73 — xiA5 Y

3 1
&y = 1xy — 22 + 2223, por lo que
3 1 3 11
€1 — & =205 + 2v{ 2y = 23 (2 + x{23),
§—& =8 — & =2ain) (7.0.3)
§—&=8&&— 54—2%

-

[V

Teniéndose que A; = (0, 2) y A2 = (3,2) son los exponentes caracterfsticos. Como
el Teorema 2.4.9 garantiza, los exponentes caracteristicos de f coinciden con los

exponentes asociados a &.

Ejemplo 9. Consideremos f(2) = 24— 2xy?22 — 223y5 22 + 22yt + 20ty" + 25y1° —

4z'y" € K|[x,y]][z]. El discriminante de f es A(f) = 40962908 (210° —22%¢% +-1),
por lo que f es casi ordinario. Las raices de f son :I:xzy + xﬁyg
Los exponentes caracteristicos de f son A\ = (%, 1) YV Ay = ( g) y Sus monomios

caracteristicos son M; = X* y M, = X2

Ejemplo 10. Consideremos f(y) = y° +a323y* + x5 € K|[[x1, 22)][y]. El discrimi-
nante de f es A(f) = 108x1'%2,' + 3125252°, por lo que f no es casi ordinario.
Consideremos w = (1,+/5), en el campo K<_((21, 73))s podemos hallar a las raices

de f las cuales son:

2 2 1 .8 7z 1 44 _® 1
& = —xixs — 371 ‘rd + gch%g 8—1371 Prg 4
1—iV3 2 2 2i IR —44i + 44y/3 = 11
= ——2xixd + T, s + x_6x4——x S 4.
< 2 1T T 3i43y30 R Po8li481y3 T P
2 3+ 3\/‘ L2 814 81\/_
3 1 9 7
&4 = —x] Ty — 51;7695‘21 + glxile + ixl 16x3 +
31 9 B 7
&5 = ia:fle - ix’ﬁ ;1 — glxile + ixfmxg +

Calculando las diferencias entre las raices obtenemos

91



2 2 2 2
&1 — & = xirdug, §1 — &3 = x{wiuy,

52—53:$1§2$2§2u3, 51—§4zx§m§u4,
&1 -6 :x§x§u5, 52—54:x1§2x2§2u6,
52—55=$21§I22§U7, 53—542%5%?08,
& — & =aiaxdug, &4 — & = a7 w3

De manera que (%, %) y (—1, %) son los <, -exponentes caracteristicos de f.

Consideremos n = —1 una raiz 2-ésima primitiva de la unidad, para cualquier
p= (11, p2) € {0,132\ {(0,0)}, se tiene que 7,,(&1) = &.
Ahora, consideremos n = _I_T“/g una raiz 3-ésima primitiva de la unidad y p €

{0,1,2}% Si pu = (p1, p2) = (1,1), entonces 7,,(&5) = &. Ahora, si u = (2,2)

entonces 7, ,(&3) = & .

Usando la Proposicion 5.1.6, obtenemos que las <, -ramas de f son B; =

{£1,82,8} v By = {£4,&5}, teniéndose que f no es <,-libre.

El <, -exponente caracteristico asociado a B es (g, 3) y el <,-exponente ca-

racteristico asociado a By es (—1, %) Ademas, el <, -exponente caracteristico de
2 2

contacto de las ramas By y By es (3, 3).

Se tiene que v<, (A(f)) = (10,15), Nz 2y =18 y N(_y,3) = 2, por lo que

22
3'3

(10,15) =

Cumpliéndose lo que en efecto la Proposicion 6.2.1 establece.
Consideremos ahora a w; = (v/5,1) y al orden <,,. Se tiene que las raices de f

son

&1 ——y—gzv —@gg 3—1-1—25$6y_2+

€ = (0,309 — 0,95Li)y _?’zgg_*f%j&xz _ —0,10’;254_—4(’)%%?;802' .

& = (—0,300 + 0,9510)y — _2785‘;9+—40%2§8ix2 ~ —0,E15§4++4(’)%(£80i o s
£ = (0,809 — 0,588i)y — 0_ i0§5 02955 2 0,8?:5815—_0;’)9?5%6 2
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0,309 + 0,951z ,  0,0324 +0,0235¢  _,
J— a’/’ ...

& = (0,809 + 0,5881)y — 105+ 2.04i " —4,05 + 2,941

Haciendo las diferencias de las raices obtenemos que f tiene un <, -exponente
caracteristico, a saber, (0,1).

Usando la Proposicién 5.1.6 se tiene que las raices de f, al tener soporte en Z2
son invariantes para todo 7,,. De manera que f tiene 5 <, -ramas, a saber,
B ={&}, B ={&}, Bs ={&), Ba={&}t y Bs ={&)

El polinomio f no tiene <, -exponentes caracteristicos asociados a sus <, -ramas.
Pero si tiene <, -exponentes caracteristicos de contacto entre las <., -ramas, el
cual es (0,1).

Ejemplo 11. Sea f(z) = 2?2 — (z + y*) € C[[z,y]][z]. El discriminante de f es
A(f) = 4(z+5?), por lo que no es casi ordinario. Tomando el orden w; = (v/2,1),

las raices de f son

RS S U NP - L 5 1% 7T 9 10
—_= —7T2 — 2 f— 2 R— 2 _ 2 _ 2 oo
& x+2x y+8x y+16x y+128x y—|—256x Y+
y
SR S N N e R L 5 1% T 9 10
frd 2 — — 2 _—— 2 _— 2 _ 2 R 2
S A S e A T A i T A

Tomando el orden wy = (4,/2) se tiene que las raices de f son:

LI S R S S R S A A S NP
51—2561:3/ +128xy +16xy +8a:y —|—2:cy 1wy +
y
_ M5 g O 4o 4 ogo 5 4ogo_g 0oy
2= stV TtV etV TV W tWd
Usando la Proposicion 5.1.6, si n = —1, raiz 2-ésima primitiva de la unidad, para

cualquier p € {0,1}2\ {(0,0)}, 7,,.(&1) = &. Por lo que f tiene una <, -rama.
Ahora, tomando el orden <,,, el soporte de Supp(&,), Supp(&;) C Z2, por lo que
es invariante para cualquier 7, ,. De manera que f tiene dos <,,-ramas.

El <,,-exponente caracteristico de f es (%, 0), el cual también es el asociado a la
<.,-rama de f.

El <,,-exponente caracteristico de f es (5,—9), el cual también es el <,,-

exponente caracteristico de contacto entre las <,,-ramas de f.
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Ejemplo 12. Sea f(y) = y° + z129y° + x5 € K[[z1, 72]][y]. El discriminante de f
es A(f) = 222(108x1° + 3125257), por lo que f no es casi ordinario.

Consideremos w = (\/5, 2) y al orden <,. Podemos hallar las raices de f en el

campo K< ((X))s, las cuales son:

101 48]_ _ 14 22

_ 3 -3,.5 3 .3
51——351352—5% $2+3I1 Ty — 81131 Ty e

11 2i a8 1 44z+44\/_ 4 o2
1—Z\/_ 3,.3 53 4 l‘_3I5+ N
§o = ( 3)ziws + 3Z+3\/—12 1 T2 812—}—81\/_ Ty
11 2i s ] 447+ 4443 1 2
1+ivV3)zias x,*xd + x_3x5+—x Py A
§3 = ( 3)zizs + —32—|—3\/_1 2 1 T2 —81i+81\/§1 2
1 3 1 9q _Q _g 7
& = —izy :c2—§:c13:cg—|—§x1 ? +2:c18:c28—|—~~-
_1 3 1 9; _u _17 7
55:1'.9:123:5—59;139:2 glacl Py ? +§x1_8x;8+---

Haciendo las diferencia de las raices de f se tiene que los <, -exponentes carac-

terfsticos de f son (3,3) v (—3,3), con (3,3) <u (=3, ).

Consideremos 1 = —1 una raiz 2-ésima primitiva de la unidad, para cualquier
p=(p1, p2) € {0,132\ {(0,0)}, se tiene que 7, ,(&4) = &.
Ahora, consideremos n = A_T“/‘a’ una raiz 3-ésima primitiva de la unidad y p €

{0,1,2}% Si pu = (p1, p2) = (0,1),(1,0), entonces 7,,(&3) = &. Ahora, si p =
(1,1) entonces 7, ,(£3) = &.
Usando la Proposiciéon 5.1.6, obtenemos que las <, -ramas de f son By =

{&1. 82,6y B = {8, &1
El polinomio f se factoriza en K< [[X]][y] como f = gh, en donde h(y) = (y —

§)(y — &)y — &) vy hy) = (y — &)y — &).

El <, -exponente caracteristico asociado a B; es (;’, 3)' el <,-exponente carac-
teristico asociado a By es (— ;, %) y el <,-exponente caracteristico de contacto
de By y By es (3, 3).

Ahora, consideremos a w; = (v/5,1) y al orden <,,,. Las raices de f son

1 v 1 T 1 3
é:—yo—@ y 5+H533y 5—5xy5+
. —0809+0588 s —0.0124—0.0380i . 1
— (—0.309—0.9514)ys — — ) s =0, : 5 1
&=(=0, Ny = Y T T 1hs —dmei ©
. —0.809— 0588 s —00124+0.0380i .
— (—0.309+0,9517)y% — — ! -3_ ! o B
€ = (=0.30940,9510)y" = — oy e e e Y
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s 0,309 — 0,951 3 0,0324 — 0,0235¢ 4

17
= (0,809 — 0,588)y? — - I
54 ( ) ) Z)ys —4 05_2942Iy —4’05—2,94Z Ty s
. 030940951 5 003244002350 5
= (0,809 + 0,588 T Yy A : R
& = (0,809 + 0,5881)y> — a5+ 206Y T T aosgoom YY"

Haciendo las diferencias entre las raices de f, su <,,-exponente caracteristico es
0.9).

Sea 7 una rafz 5-ésima primitiva de la unidad y p € {0, 1,2, 3,4}?. Para toda raiz
de f existe p tal que 7,,,(&) = &, para todo i = 1,2,3,4.

Usando la Proposiciéon 5.1.6, obtenemos que f tiene una tnica <, -rama, B =
{&1,62,8&3,84,&5}, por lo tanto f es <., -libre, Observacion 5.1.3.

El <, -exponente caracteristico asociado a la rama B es (0, 2).

Ejemplo 13. Sea f(z) = (2 —x —y)? — 4wy € K]|[z,y]][z]. Se tiene que A(f) =
4096z*y? — 8192x3y® + 409622y*, por lo que f no es un polinomio casi ordinario.
Pero la superficie definida por f si es de Puiseux. Las raices de f, calculadas con

cualquier orden positivo son

Consideremos a w = (1,/2) y al orden <,,. Los <,, —exponentes caracteristicos
de fson A; = (3,0) y A2 = ((0,3)), en donde (3,0) <,, (0, 3).
Los elementos de Gal(K<_,((X))4: K<,((X))) son 7, ..., T, donde:

1 1 1 1 1 .11 1
Ty X4 > T1,Y1 — yi Tg : X3 X1, Yys — Y4
1 11 1 1 .11 1
Ty ! T4 > x4 Y1 — —yi Tio - T4 +—>1T4,Y4 — —Y4
1 11 .1 1 .11 .1
T3 1 X1 > T4, YL > y4 1:T% = xd y4 = y4
1 11 .1 1
Ty TE > T4, Yd — —y4 T19 - x4Hzx4 y4 ;—>_@y4
1 1 1 1
Ts T2 b —ZT4, Y1 — yi Ti3 : x4 r—>—2x4 y4 r—>y4
1 1 1 1
Tg: TL > —x1 Y1 — —yi Ti4 : :E4 — —23:4,y4 — —y4
1 11 .1 1 .11 .1
T7 1 T4 = —T4, Y4 >y Tis © X1 — —1x1, Y1 — 1Yy4

N
NI

1 11 : 1 11 :
Ty 1 X1 —r1, Yyl — —iy Ti6 : X1 — —iT1, Y1 — —iy
El campo de factorizacién de f sobre K((z,y)) es K((z,y))r = K((z,y))[z 2, y2]
y Gal(K((z,y))s - K((2,9))) = {p1, p2, 3, pa}, en donde:

y% p3 T
y%a P4 T

1
— T2 +— —
1 1
— T2 — T 2y§|—>—y.
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El conjunto Im(W), como en la Proposicién 5.1.7 es Im(V) = {p1, p2, p3, pa} =
Gal(K((z,y))s : K((x,y))). De donde,

p1=V(m) = V(1) = ¥(15) = ¥(75),
p2 = Y (111) = V(112) = V(715) = ¥(T16),
ps = V(19) = ¥(710) = V(713) = ¥(714),
pa = V(r3) = U(7y) = V(77) = ¥(73).
Las singularidades de Puiseux irreducibles son < —libres para cualquier orden
positivo, por lo cual I'm(W) tiene una tnica drbita.
Tomando a & se tiene que Hy, = {p2,ps} v Hy, = {ps}. Podemos notar que
para cualquier raiz &; de f, se obtienen los mismos conjuntos Hy, y H),. Ademas,
H,, N Hy, = 0.
Se tiene que Ny, = [{§1—82,61—81, 6283, 8384, €281, 661, E3—62, a—E3}] = 8,
Ny, = {61 — 83,6 — 6,8 — 61,8 — &} =4y v (A(S)) = (4,2).

Entonces,

(4,2) = v< (A(f))
= Ny, A1 + Ny, Ao

_3 (;o> +4 <o;) — (4,2).

Se tiene que |Hy, | =2y |Hy| =1y |Gal(K((X))s : K((X)))| =4, por lo que

(4,2) = v<,(A(S))
= [Gal(K((X)) s : K((X))(1Hx[Ar + [Hx, | A2) (7.0.4)

i) (D) =0
Ahora, consideremos w; = (\/5, 1) y al orden <,,. Los <,, —exponentes carac-
teristicos de f son A\; = (0, %) Yy Ap = (%, 0), con A\; <, Ao.
Se tiene que Ny, = ’{51—5%51—53753—54752—54,52—51,53—51,54—53754—52}‘ =38
¥ N = {6~ 60,6 — &,6— 6.6 — &} = 4y ve, (A() = (2,).

De donde obtenemos

(2,4) = ve,, (A(f) = Ny d+ Nagho = 8(0, ;) - 4(;, 0) =(2,4). (7.0.5)

Cumpliéndose en (7.0.4) y (7.0.5) lo que establece la Proposicién 6.2.1.
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Ejemplo 14. Sea f(y) = y* + 21y — 23 — 29 € C[[z1, 2]][y]. El discriminante de

fes A(f) = 4x,® + 12 + 4ao, por lo que f no es casi ordinario. Consideremos
w = (1,7). En el campo K< _((X)) podemos encontrar a las raices de f, las cuales
son

2 1 3 -3,.2 —2, -2
§1=a]+ 2] 29 — 2] — 209 — "5 + 62122 + 627 "7+ -+,
£y = —11— 25 +25 =201 +52 4220 — 10w — 6119+ 200 w5, P — 65wy 22252 4 - -

Calculando la diferencia entre las raices obtenemos:
L —&=x; — 207 — ¥+ Ay + 207 0 + ... = 1u, (7.0.6)

con v unidad en A< .

El polinomio tiene dos <,-ramas, a saber, By = {{} v By = {&{&}. Tam-
bién, f tiene un <, -exponente caracteristico (1,0). Dado que cada <,-rama
tiene un unico elemento, entonces no hay <, -exponentes caracteristicos asocia-
dos a las <-ramas. Por otro lado, tampoco hay < -exponentes asociados a las
raices, pues Supp(&1), Supp(&;) C Z2. Teniéndose que el conjunto de los <-
exponentes caracteristicos asociados a una rama de f coincide con el conjunto
de <, -exponentes caracteristicos asociados a las raices, tal como lo establece el
Teorema 5.2.5.

Ejemplo 15. Sean f(y) = y*>— (234 23%) € K|[z1,22]][y] y 0 =< (0,1), (1, —1) >.
Con ayuda del binomio de Newton podemos calcular las raices de f en K[[o]], las
cuales son, & = Y2 (f)az%zxé_m, L=-32, (i‘)x%laz%_zl € K[[o]], donde p = 1.
Consideremos w = (\/5, 1) y al orden <, en R™.

Tenemos que & — & = Z;’iOQ(‘;)x%ix%_% = XDy tal que u € A<, es una
unidad. Por lo tanto (0, 1) es el <,-exponente caracteristico de f.

El polinomio f tiene dos <,-ramas, a saber, By = {{;} v By = {&}, las cua-
les no tienen <, -exponentes asociados, pues cada rama tiene una unica raiz.
De igual manera, cada raiz &;,&, no tiene <, —exponentes asociados, pues
Supp(&1), Supp(&;) C Z2. Concluyendo que los <,-exponentes caracteristicos aso-
ciados a las ramas coincide con el conjunto de los <, -asociados a las raices, tal

como lo establece el Teorema 5.2.5.

Ejemplo 16. Sean f(y) = y® — 3w1y* + 2299° + 322y + 62120y — 25, w = (1,V/2)
y <, un orden total en R".

Las raices de f las podemos hallar en el campo K< ((X))g, las cuales son:
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51:—1’264—1’16,
1443 2 3
52_—2\/_5E§+90f7
—1—-12v3 2 3
- -V,
2 3
54:_1753_1.167
—1+iV3 2
&s —fﬂfé’—ﬂ?f»
—1—iV/3 2z s
56:_72 xS —xy.

Se tiene que f es <, —libre, por lo que tiene una tnica B <, —rama, a saber,

B:{gla--wgﬁ}'

Los <, —exponentes caracteristicos de f son (0, 2) y (f O).

Por otro lado, los <, —exponentes asociados a & son A\; = mjn{Supp(ﬁ) \
) =
7%} = (0’6>' Ademas, (2,0) ¢ 2> + (0,2)Z. Por lo que, Ny =

o s (2 (50)29)} - ()

En efecto, como el Teorema 5.2.5 garantiza, los <, —exponentes caracteristicos

de f son los <, —exponentes asociados a &;.

El discriminante de f es A(f) = 11664002, — 11897280x "z, +
4450982421 3192 — 730632962 2253 — 121305602, 2252 + 49128768z Mot +
1003570562, 1 x9® — 1133740821 025° — 273357504x; V9% + 2406049922, °25° —
270138247, %2, + 113374087z1825,°5 — 99937152x,825° + 23808556871 2% —
3779136a°b" + 3611640962525 — 811814421 %257 + 41990421 1298 + 7464962, 3258,
Por lo tanto, v<_(A(f)) = (3,8).

Por otro lado, Ny, = 2- ’51 —&82,61 83,618,861 — 86,82 — 83,82 — &4, 62 — &6, 83 —
€6 — 65— &6 — G & — G| =24y Ny =2+ |6 — 60,6 — &5, 6 — &| = 6.

De manera que
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(3,8) = v, (A(f))
= Ny, A+ Ny, Ao

—24(0 2)+6(3 o)
- 76 6’

= (3’ 8)

Cumpliéndose la igualdad tal como lo establece la Proposicion 6.2.1.

Ejemplo 17. Sea f(z) = 2* + 23yz3 — 12229222 + 23yz — 523y° € K[z, 9]|[z] ¥
consideremos el orden w = (1,/11).

Las raices de f son

& =2y + 103680y~ — 3456y + 144yx™® — 12ya~ " — 2Py + - -

11 1 4
52 — —xy§ — gxgy — 4xy% — 53';5?/% — gajgy% + ..
1 : 101, : 5 1 : 5 5 1 : 3 7
& = 5(1—2\/§)xy3—§x y+(2+22\/§)xy3—1—8(1—|—2\/§)x y3—§(2—22\/§)x (TEE TR

1 L1 1 1
&= 5(1—}—2’\/§):{;y§—§w3y+(2—2i\/§)my%—1—8(1—i\/§)x5y%—§(2+2i\/§)x3y%+- =

Se tiene que f no es <, —libre, pues § € K<_((x,y)).

Por otro lado, &,&,&3,& € K< ((z,y))s, por lo que los <, —exponentes ca-
racteristicos de f pertenecen a %Z2, los cuales se obtienen restando las raices,
& —& =Xy, coni =234y & —En = XB3uy,, con jk = 2,3,4, de
manera que AV = (=3, —1) y A® = (1, 1). Construyamos a M como en (4.4.1):

30 -9 3
M = (7.0.7)
03 -3 1

Se tiene que los menores de orden 2 de la matriz M son: 9, 27, 0 y 3. Por lo que,
med(9,27,0,3) = 3.
De modo que [Ke,((z,9)[&] : K< ((z,9))] = % = 3, coni = 2,34y

(K<, ((z,9))[&] - K<, ((z,9))] = 1. Sin embargo, [K<, ((z,y))[&] : K<, ((z,y))] #
deg(f), para todo i = 1,2, 3,4.

Ejemplo 18. Sea f(z) = z*+ 3wyz® + 2%y%2% + zy"z + 25)° — 2%y® € K[[z, y]][2].
Sea w = (v/2,1) y consideremos al orden <,,.
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Calculemos las raices de f en 8< :

13 3 27 3 s 27 , 3

& = —x2yt — 10— @xayz — E;ﬁya 4o
.13 3 21 3 5 27 5 3
fgz—m2y4—1xy+3—2m2y4+§m Y2 4
.13 3 27 3 5 27 5 3
&3 =idw2ys — VAL 3—22x2y4 + 357 y2 4 -
133 27 3 5 27 4 3
54:a:2y4—13:y+3—2m2y4—3—23: Yz 4 -

Se tiene que &1, &, 3,84 € K<, ((2,y))4. Ademés f es <, —libre. Si calculamos la

resta de las raices de f se tiene que §; — & = X(%’%)uﬂ conj#lyjl=1234.
Por lo que f tiene un tnico <, —exponente caracteristico, a saber, (%, %) € %ZZ.

Calculemos a M como en (4.4.1):

40 2
M = (0 ) 3) (7.0.8)

Se tiene que los menores de orden 2 de la matriz M es: 16, -8, 12. Por lo que,
med(16,—8,12) = 4. Por lo tanto, [K< ((z,v))[&] : K<, ((z,v))] = % = 4, para

todo i =1, 2,3,4. En efecto, como la Proposicién 5.2.9 lo establece.

Ejemplo 19. Consideremos f(z) = 22 — (z +y)? € K[[z,9]][2], aw = (vV2,1) y
al orden <. Las raices de f son &4 =+ yy & = —x — vy, por lo que f no es
<, —libre. Por otro lado, el tinico <, —exponente caracteristico de f es (1,0).
Se tiene que Ny = [{& — &, & — &} =2y A(f) = 22 + 22y + %, de manera que
v<,(A(f)) = (2,0).

En efecto, como la Proposicion 6.2.1 lo establece
(2’0) = VSw(A(f)) - N)\/\ = 2(]—7 0) - (2’0)

Sin embargo, dado que f no es <, —libre y &,& € K((z,y)), entonces
Gal (K((m,y))f ; K(((x,y))) tiene un tunico elemento, la identidad. Por lo que,

Hye = {p € Gal(K((z,y); : K(((2,))) | ¢(&1) —& = X u, unidad} = 0. Asf,
(2,0) = v<, (A(f)) # |Gal (K ((x,9))5 : K(((2,)))||Hrg A = 1:0-(1,0) = (0,0).

En cuyo caso, el Corolario 6.2.2 no se cumple pues f no es <,-libre.
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Glosario

K][[o]] anillo de series con exponentes en o. 38

K[[o]]x anillo de series con exponentes en o y denominador k. 38
0" cono dual. 37

(R™)~( elementos no negativos para <. 17

(R>0)™ campo de factorizacién de f sobre K. 16

< ai,...,a, > ideal generado por los elementos aq,...,a,. 8
Alx] anillo de polinomios en la indeterminada x y coeficientes en A. 8
A* el grupo de unidades del anillo A. 7

C}) grupo de las raices k—ésimas de la unidad. 10, 56

F/K extensién de campos. 9

G~ elementos en G que son mayor o igual que 7. 15

Gal(F : K) grupo de Galois de la extensién F/K. 10

Hy ¢ conjunto de automorfismos asociados a \. 66

K((X)) campo de fracciones del anillo de series de potencias en varias variables.
12

K((X))s campo de factorizacién de f sobre K((X)). 63, 66

K((0)) campo de fracciones de K{[o]]. 39

K((0))r campo de fracciones de K|[[o]]x. 39

K((z)) campo de fracciones de las series de potencias en la indeterminada z. 35
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K[X] anillo de polinomios en las indeterminadas zi,...,z, con coeficientes en

K. 12
K[[X]] anillo de series de potencias en las variables xy, ..., z,. 12, 13
K HX %H anillo de series de potencias en las variables xli, e ,xn%. 27

K campo de factorizaciéon de f sobre K. 9
K<((X)) campo de fracciones de K<[[X]]. 40
K<((X))x campo de fracciones de K<[[X]]x. 40

K<[[X]] anillo de series de potencias con exponentes enteros en un cono =<-no

negativo. 40

K<[[X]]x anillo de series de potencias con exponentes en conos =<-no negativos

con k-ramificacion. 40

N, numero de veces que se obtienen el < —exponente caracteristico A, con las

diferencias de las raices. 67
R,(f,h) resultante de f y h. 24
Sx grupo de las funciones biyectivas del conjunto A. 11
Supp(p) soporte de . 14, 39
X% denota a la expresion 1™ - - - x,%". 13
Z(f) raices de f. 30
[F: K] grado de la extensién F//K. 9
A, f discriminante de f. 25
<, orden dado por w. 16, 19
<iex orden lexicografico. 16
A< series de Puiseux con exponentes en conos <-no negativos. 41
C< conjunto de conos en R™ que son =-no negativos. 37
Nx ,(n) o—poligono de Newton de 7. 76
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Nx(n) poligono de Newton de 7. 76
8~ campo de fracciones de A<. 41
v< valoraciéon dada por el orden <. 41

i (i1,...,in) € (%)n, 7 es un representante de una clase del anillo (%)n. 56

d(f) grado de f. 12

< —char(f) conjunto de < —exponentes caracteristicos de f. 48
o, cono asociado al vértice v. 77

0 denota a (0,...,0) € R". 14

¢~ restringiendo al soporte de ¢ a aquellos que < 7. 42

fy derivada del polinomio f(y) = aqy® + ag_1y®* + -+ + a1y + ap, esto es,
fy(y) :==dagy™™ + (d — )ag_1y* '+ +a. 25

lal => . 12
=1
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APENDICE A

Algunos resultados que se utilizan y que se

encuentran en la literatura

Corolario A.0.1. [17, Corolario 34, pagina 460] Todo polinomio irreducible so-
bre un campo de caracteristica 0 es separable. Un polinomio sobre un campo de
caracteristica cero es separable si y solo si es producto de polinomios irreducibles

distintos.

Lema A.0.2. [Lema de Gauss| Sea R un dominio de factorizacionn inica y sea
K su campo de fracciones. Si f € R[y| es un polinomio irreducible, entonces f

es irreducible en Ky].

Proposiciéon A.0.3. [29, Proposicion 1.4, pag 225] Sea F/K una extension de
campos. Sea a € F algebraico sobre K. Entonces K(a) = Kla]. La extension

K(a)/K es finita y [K(«) : K] es igual al grado del polinomio irreducible de «
en el anillo Kz].

Teorema A.0.4. [29, Teorema 1.10, pdg. 265] Sea F// K una extension de Galois
con grupo de Galois G. Sea E un subcampo tal que K C E C F y H= Gal(F/E).
Entonces E/K es una extension normal si y sélo si H es un subgrupo normal de
G. St E/K es una extension normal, entonces el mapeo T +— T|g es un homo-

morfismo suprayectivo de G al grupo de E/K, cuyo kernel es H.

Proposiciéon A.0.5. [17, Proposicion 2, pag. 472] Sean F/K una extension de
campos y a € F algebraico sobre K. Para cualquier T € Aut(F/K), 7(a) es raiz
del polinomio minimo de a sobre K, Aut(F/K) permuta a las raices de polinomios
irreducibles sobre K. Equivalentemente, cualquier polinomio con coeficientes en

K que tiene por raiz a o, T(«) también es raiz.
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Proposiciéon A.0.6. [17, Proposicion 5, pdg. 475] Sea F el campo de factoriza-
cion de un polinomio f € K[x]. Entonces |Aut(F/K)| < [F : K], con igualdad si

f es separable sobre K.

Teorema A.0.7. [17, Teorema 13, pag. 486] La extension F'/K es de Galois si
y solo si es el campo de factorizacion de un polinomio irreducible separable sobre
K. En cuyo caso, para todo polinomio irreducible en el anillo K[y| que tenga una

raiz en F' es separable y todas sus raices pertenecen en F'.
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APENDICE B

Preguntas

En este apéndice se presentan las interrogantes que han quedado sin una respues-
ta a lo largo del desarrollo y la discusion de la tesis. Estas preguntas abren la

posibilidad de futuras investigaciones.

= Si una hipersuperficie es casi ordinaria irreducible, entonces tiene una tni-
ca =-rama para todo orden = total positivo continuo sobre R". ;Cual es
la interpretacion geométrica de las distintas <-ramas para el caso no casi

ordinario?

» Para cada orden < existe un morfismo de grupos como en la Proposicion
5.1.7. {Cuéndo el subgrupo generado por las imagenes de ese morfismo
para todos los 6rdenes es el grupo de Galois del campo de factorizacién del

polinomio?

= Para hipersuperficies casi ordinarias el conjunto de exponentes caracteristi-
cos definen un semigrupo asociado a la hipersuperficie. Para una hiper-
superficie arbitraria, dado un orden se puede definir un semigrupo, como
lo explicamos en [7]. Para el caso casi ordinario el semigrupo se describe
en términos de los exponentes caracteristicos, jexiste una manera de re-
presentar a los semigrupos que definimos en [7] usandos los <-exponentes

caracteristicos?

= En el caso casi ordinario los exponentes caracteristicos determinan el tipo
topologico de la singularidad. jEn qué casos se podria determinar el tipo
topologico, conocidos los <-exponentes caracteristicos, para singularidades

generales?
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