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Resumen

En este trabajo extendemos el concepto de monomios y exponentes caracteŕısti-
cos de hipersuperficies casi ordinarias a hipersuperficies arbitrarias para un orden
dado. Lipman demostró que el conjunto de exponentes caracteŕısticos de una
hipersuperficie casi ordinaria es independiente de la elección de la ráız [34]. Moti-
vados por este resultado, introducimos los conceptos de ⪯-rama de un polinomio
y ⪯-exponentes asociados a un elemento ξ que pertenece a un campo algebrai-
camente cerrado dado por el orden ⪯. Asimismo, en uno de nuestros resultados
principales Teorema 5.2.5, establecemos condiciones bajo las cuales el conjunto
de ⪯-exponentes asociados a una ráız coincide con el conjunto de ⪯-exponentes
caracteŕısticos asociados a la ⪯-rama que contiene a dicha ráız.

Además mostramos que algunas propiedades que son válidas en el caso casi ordi-
nario también se mantienen en nuestro contexto. Tornero define a los exponentes
distinguidos como aquellos que cumplen las condiciones establecidas en [45, Teo-
rema, pág. 2]. Uno de nuestros resultados importantes es el Teorema 4.4.3, en
el que generalizamos el teorema de Tornero a los ⪯-exponentes asociados a un
elemento ξ.

Cada orden ⪯ permite construir un conjunto de ⪯-exponentes caracteŕısticos.
Para analizar las relaciones entre estos conjuntos, introducimos el concepto de
σ-Poĺıgono de Newton, una extensión natural del conocido poĺıgono de Newton
al contexto de series formales con exponentes en conos. Algunos de nuestros re-
sultados principales son el Lema 6.2.3 y el Teorema 6.2.5 en los que establecemos
condiciones bajo las cuales, dados dos órdenes ⪯1 y ⪯2, los ⪯1-exponentes carac-
teŕısticos y los ⪯2-exponentes caracteŕısticos coinciden, además de analizar las
posibles formas en que estos exponentes pueden ordenarse.

Para justificar nuestros teoremas principales, presentamos varios resultados fun-
damentales que también pueden ser útiles en otros contextos. Por ejemplo, en el
Lema 3.3.5 demostramos que cualquier serie posee un exponente dominante.
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In this work, we extend the concept of monomials and characteristic exponents of
quasi-ordinary hypersurfaces to arbitrary hypersurfaces for a given order. Lipman
proved that the set of characteristic exponents of a quasi-ordinary hypersurface is
independent of the choice of the root [34]. Motivated by this result, we introduce
the concepts of a ⪯-branch of a polynomial and ⪯-exponents associated with
an element ξ that belongs to an algebraically closed field, given by the order
⪯. Moreover, in one of our main results, Theorem 5.2.5, we establish conditions
under which the set of ⪯-exponents associated with a root coincides with the set
of ⪯-characteristic exponents associated with the ⪯-branch containing that root.
We also show that some properties that hold in the almost ordinary case are
also preserved in our context. Tornero defines the distinguished exponents as
those that satisfy the conditions established in [45, Theorem, p. 2]. One of our
main results is Theorem 4.4.3, in which we generalize Tornero’s theorem to the
⪯-exponents associated with an element ξ.
Each order ⪯ allows us to construct a set of ⪯-characteristic exponents. To analy-
ze the relationships between these sets, we introduce the concept of the σ-Newton
Polygon, a natural extension of the well-known Newton polygon to the context
of formal series with exponents in cones.
Some of our main results are Lemma 6.2.3 and Theorem 6.2.5, in which we esta-
blish conditions under which, given two orders ⪯1 and ⪯2, the ⪯1-characteristic
exponents and the ⪯2-characteristic exponents coincide. We also analyze the pos-
sible ways in which these exponents can be ordered.
To justify our main theorems, we present several fundamental results that may
also be useful in other contexts. For example, in Lemma 3.3.5, we prove that any
series has a dominant exponent.
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1.1. Notación y preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2. Extensiones de campos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3. Grupos, semigrupos y acciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4. Anillo de series de potencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2.4. Monomios y exponentes caracteŕısticos . . . . . . . . . . . . . . . 28

3. Campos algebraicamente cerrados que contienen a las series de
potencias 35

3.1. Conos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2. El anillo de series de potencias formales con exponentes en un cono 38
3.3. Campos algebraicamente cerrados de series de potencias con so-

porte en conos trasladados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3.1. Conos ω-positivos y polinomios σ-libres . . . . . . . . . . . 45

V



4. ⪯-monomios y exponentes caracteŕısticos asociados a un polino-
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7. Ejemplos 89

Bibliograf́ıa 101
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Introducción

Sea K un campo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica 0. Denotaremos por
K[[x]] al anillo de series de potencias formales en x con coeficientes en K y por
K((x)) su campo de fracciones.
El teorema de Newton-Puiseux [41], establece que si f ∈ K[[x]][y] es un polinomio
mónico e irreducible de grado d, entonces se factoriza en K

[[
x

1
d

]]
[y] como

f =
∏

ηd=1

(
y − ξ(ηx

1
d )
)

(0.0.1)

donde ξ(x) ∈ K[[x]].

Dada una serie ξ =
∞∑

i=α

aix
i
d ∈ K((x 1

d )) denotamos

ordx(ξ) := mı́n
ai ̸=0

i

d
. (0.0.2)

En el último cuarto del siglo XIX, M. Halphen y H.J.S. Smith introducen la noción
de exponente caracteŕıstico para estudiar singularidades de curvas planas, ver en
[25, 44] o un art́ıculo más reciente [20]. En una serie de art́ıculos de Abhyankar
y Moh [2, 3, 4], en los años setenta, se definen los exponentes caracteŕısticos de
f como

{
ordx

(
ξ′(x 1

d ) − ξ(x 1
d )
) ∣∣∣ ξ, ξ′ ∈ K[[x]] con ξ′(x 1

d ) y ξ(x 1
d ) ráıces de f

}
. (0.0.3)

Como consecuencia de (0.0.1), los exponentes caracteŕısticos de un polinomio
irreducible f también pueden definirse a partir de una ráız ξ(x 1

d ) como

{
ordx(ξ(x 1

d ) − ξ(ηx
1
d ))

∣∣∣ ηd = 1
}
. (0.0.4)

El conjunto de los exponentes caracteŕısticos es una herramienta útil para estu-
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diar y clasificar singularidades de curvas planas, en particular determina el tipo
topológico de la singularidad, ver por ejemplo [13, 48]. Con el conjunto de los
exponentes caracteŕısticos se puede calcular el semigrupo asociado a la curva, ver
por ejemplo en [4]. La estructura de tal semigrupo tiene aplicaciones incluso en
la teoŕıa de códigos, se puede ver en [12, 18].
Para definir el concepto de exponentes caracteŕısticos de curvas a hipersuperficies
necesitamos:

Para extender (0.0.3) y (0.0.4), un campo S que contenga a K[[x1, · · · , xn]]
tal que f ∈ K[[x1, · · · , xn]][y] se factoriza como un elemento de S[y], de
manera que tenga sentido hablar de las ráıces de f en S.

Para extender (0.0.2), una función ν : S −→ Qn análoga a ordx : K((x 1
d )) −→

Q.

En 1983, A. Sathaye [43] presentó una generalización de los resultados de Abhyankar-
Moh cuando x se reemplaza por una n-tupla (x1, . . . , xn).
La definición de A. Sathaye usa el campo de series de Puiseux iteradas como S

y el mı́nimo del soporte con el orden lexicográfico como ν. Lipman y Gau en
1988 presentan una extensión para singularidades casi ordinarias [34], usando el
Teorema de Jung Abhyankar para su construcción, misma que ha sido extendida
para singularidades σ-libres por Abbas-Assi [11] usando las ráıces con exponentes
en conos de McDonald [36], y las ideas de J.M. Tornero presentadas en [46, 45]
como orden.
En este trabajo construimos, para una hipersuperficie arbitraria, una familia de
conjuntos de exponentes caracteŕısticos, definida en términos de la familia de
campos algebraicamente cerrados construidos en [8]. Estos campos algebraica-
mente cerrados tienen una valoración natural que va a corresponder con el orden.
También damos condiciones necesarias para que los exponentes caracteŕısticos no
dependan de la elección de la ráız ξ en (0.0.4).
Los exponentes caracteŕısticos constrúıdos por A. Sathaye, Lipman, Gau y Abbas-
Assi, cuando están definidos, aparecen, de manera natural, como elementos de
nuestra familia de exponentes.
También probamos una relación entre las distintas formas de ordenar estos expo-
nentes y el discriminante de la proyección, respondiendo a una de las preguntas
planteadas durante el primer Congreso Nacional de Geometŕıa Algebraica, cele-
brado en la Casa Matemática Oaxaca del 3 al 7 de octubre de 2016.
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Esta tesis está estructurada en siete caṕıtulos. A partir del caṕıtulo tres se pre-
sentan nuestras principales contribuciones. Todos los resultados que no sean de
nuestra autoŕıa estarán debidamente referenciados para que puedan ser consul-
tados en sus fuentes originales.
En el primer caṕıtulo se establece la notación, terminoloǵıa y los conceptos fun-
damentales necesarios para la exposición del trabajo. Asimismo, se introducen
propiedades clave relacionadas con el anillo de series de potencias formales en
varias variables. También se incluyen propiedades sobre grupos, extensiones de
campos, el grupo de Galois asociado a una extensión y casos destacados como
las extensiones de Kummer. Los contenidos tratados en estas secciones pueden
consultarse en [29] y [14].
En el caṕıtulo dos presentamos la construcción de los exponentes y monomios ca-
racteŕısticos para hipersuperficies casi ordinarias, aśı como sus propiedades funda-
mentales, todas las ideas centrales de las demostraciones y los enunciados fueron
tomados de [16, 34]. Presentamos propiedades de hipersuperficies casi ordina-
rias definidas por un polinomio de Weierstrass en el anillo de series de potencias
K[[x1, . . . , xn, y]]. Los Teoremas de División y de Preparación de Weierstrass nos
permiten concluir que cualquier germen de hipersuperficie puede ser definido por
un polinomio de Weierstrass, ver por ejemplo [24]. Teniéndose que un germen de
singularidad de hipersuperficie en Cn+1 se puede ver como una cubierta ramificada
de una bola en Cn.
El Teorema de Jung-Abhyankar, Teorema 2.3.3, el cual fue demostrado en [5], es-
tablece que si f ∈ C[[x1, . . . , xn]][y] es un polinomio irreducible casi ordinario, sus
ráıces se encuentran en C

[[
x

1
k
1 , . . . , x

1
k
n

]]
, para algún k ∈ N. Otras demostracio-

nes de este hecho se pueden encontrar en [50, 35, 38]. Calculando las diferencias
entre las ráıces de f , se construyen sus monomios y exponentes caracteŕısticos.
Los cuales determinan la topoloǵıa de la singularidad. Esto fue demostrado por
Lipman y Gau, ver [34] y [21].
Mediante un orden parcial, se establece que los exponentes caracteŕısticos de una
singularidad casi ordinaria forman un conjunto ordenado y que los monomios
caracteŕısticos forman un conjunto totalmente ordenado bajo la relación de divi-
sibilidad, Proposición 2.4.6. Tornero en [45], extiende el concepto de exponente
caracteŕıstico a hipersuperficies de Puiseux, a dichos elementos los denomina ex-
ponentes distinguidos y propone un algoritmo para identificarlos, aportando una
herramienta clave para su análisis y cálculo. Lipman demuestra que el conjunto de
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exponentes caracteŕısticos de una hipersuperficie casi ordinaria es independiente
de la elección de la ráız, tal como se establece en el Teorema 2.4.9.
En el caṕıtulo tres presentamos los campos algebraicamente cerrados construidos
por Aroca, Ilardi y Rond en [8, 9], los cuales se obtienen como una unión infinita
de anillos de series con soporte en conos poliédricos fuertemente convexos. Estos
son los campos que se utilizarán en el siguiente caṕıtulo para extender la noción
de exponente caracteŕıstico.
Introducimos el concepto de cono y sus propiedades más relevantes, aśı como la
definición del anillo de series de potencias con soporte en conos.
A continuación, definimos los campos algebraicamente cerrados S⪯ de series de
potencias con soporte en conos trasladados. También introducimos una valoración
natural (3.3.8) sobre S⪯ y demostramos en el Lema 3.3.7 que cada elemento de
S⪯ puede expresarse como un monomio multiplicado por una unidad en su anillo
de valoración, es decir, que todo elemento tiene término dominante.
Finalmente, en el Lema 3.3.12 mostramos que si f ∈ K[[x1, . . . , xn]][y] es un po-
linomio irreducible de Weierstrass, sus ráıces pertenecen al anillo de valoración
de S⪯. Los resultados que presentamos en la Sección 3.3 son de nuestra autoŕıa,
con excepción de aquellos cuyas demostraciones se encuentran citadas en las re-
ferencias correspondientes.
En el caṕıtulo cuatro presentamos una extensión de los conceptos de monomios
y exponentes caracteŕısticos a singularidades arbitrarias de hipersuperficie.
Los resultados de polinomios casi ordinarios se basan en la comprensión del grupo
de Galois de la extensión K((x1

1
k , . . . , xn

1
k ))/K((x1, . . . , xn)), uno de nuestros

resultados importantes de este caṕıtulo es el Lema 4.3.1 en el que describimos
las extensiones análogas K⪯((x1, . . . , xn))k/K⪯((x1, . . . , xn)) que tienen el mismo
grupo de Galois.
Dado que f ∈ K((x1, . . . , xn))[y] es irreducible y K((x1, . . . , xn)) es un campo
de caracteŕıstica 0, se cumple que ξ ̸= ξ′ para todo par de ráıces ξ y ξ′ de f ,
ver A.0.1. Esto asegura que ν⪯(ξ − ξ′) está definido, lo que permite definir los
⪯-exponentes y monomios caracteŕısticos, Definición 4.1.1.
A cada elemento ξ ∈ S⪯ asociamos un conjunto de vectores en Qn, denominados
⪯-exponentes asociados a ξ (Definición 4.2.1). Esta noción extiende la de los ex-
ponentes en el caso casi ordinario (Teorema 2.4.9). Para las singularidades casi
ordinarias, ambas definiciones son equivalentes; sin embargo, en el caso de singu-
laridades arbitrarias de hipersuperficies, esta equivalencia no siempre se cumple.
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Presentamos ejemplos ilustrativos que evidencian esta diferencia. Uno de nuestros
resultados principales es el Teorema 4.4.3, en el que extendemos el Teorema de
Tornero [45, Teorema, pág. 2] al contexto de los exponentesdistinguidos, logran-
do aśı una generalización aplicable a los ⪯-exponentes asociados a un elemento
ξ ∈ S⪯.
En el caṕıtulo cinco, presentamos las condiciones bajo las cuales las definiciones de
⪯-exponentes caracteŕısticos y ⪯-exponentes asociados a una ráız, introducidas
en el caṕıtulo cuatro, son equivalentes.
Si f ∈ K[[x1, . . . , xn]][y] es un polinomio irreducible, esto no implica necesaria-
mente que también lo sea en el anillo K⪯[[x1, . . . , xn]][y]. Esta observación nos
lleva a introducir el concepto de ⪯-libre, Definición 5.1.1. Un ejemplo básico
de polinomios ⪯-libres son los polinomios casi ordinarios irreducibles, los cua-
les cumplen esta propiedad para cualquier orden. En los casos en que f no sea
⪯-libre, definimos las ⪯-ramas del polinomio, Definición 5.1.2, una herramien-
ta que permite agrupar conjuntos disjuntos que tienen los mismos ⪯-exponentes
caracteŕısticos.
En la Proposición 5.2.2 mostramos cómo, a partir de una ráız perteneciente a una
⪯-rama, se pueden obtener todas las demás. En la Proposición 5.2.4 mostramos
que si fijamos una ráız de una rama, el exponente caracteŕıstico que se obtiene
al restar las ráıces de otra rama, es el mismo. Nuestro resultado principal de
este caṕıtulo es el Teorema 5.2.5, en el que demostramos que el conjunto de los
⪯-exponentes asociados a una ráız, que pertenece a una ⪯-rama, coincide con el
conjunto de ⪯-exponentes caracteŕısticos asociados a dicha ⪯-rama.
En el caṕıtulo seis analizamos la relación entre las distintas formas de ordenar
los ⪯-exponentes caracteŕısticos y el discriminante de la proyección.
Comenzamos introduciendo, en la Definición 6.1.1, el concepto de σ-poĺıgono
de Newton, una generalización natural del poĺıgono de Newton al contexto de
series formales en el anillo K[[σ]]. Luego, en la Observación 6.1.3 y el Lema
6.1.4, establecemos propiedades clave que relacionan la valoración ν⪯(φ) con el
σ-poĺıgono de Newton asociado a φ. En la Definición 6.1.5, para cada φ ∈ K[[X]]
y para cada vértice v del σ-poĺıgono de Newton de φ, definimos el concepto de
cono asociado al vértice v.
Un resultado importante que demostramos en este caṕıtulola es la Proposición
6.2.1, en el que presentamos una fórmula expĺıcita que relaciona el conjunto de
exponentes caracteŕısticos calculados con un orden, con las coordenadas de un
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vértice del poĺıgono de Newton del discriminante.
Finalmente, el Lema 6.2.3 y el Teorema 6.2.5 son dos de los resultados más
importantes que demostramos y en los que establecemos condiciones bajo las
cuales, dados dos órdenes ⪯1 y ⪯2, los ⪯1-exponentes caracteŕısticos y los ⪯2-
exponentes caracteŕısticos coinciden, además de analizar las posibles formas en
que estos exponentes pueden ordenarse.
En el caṕıtulo siete se recopilan todos los ejemplos desarrollados a lo largo de esta
tesis. Cada vez que sea necesario hacer referencia a un ejemplo, citaremos los que
se encuentran en este caṕıtulo. Cabe destacar que los ejercicios presentados antes
del caṕıtulo siete no tendrán numeración.
Buchacher ha implementado un algoritmo en @Mathematica que calcula los pri-
meros términos de la ráız en S≤ω de polinomios en el anillo K[[X]][y], ver en
[15]. Gracias a este algoritmo, hemos podido realizar los cálculos necesarios para
algunos de los ejemplos presentados.
Para una lectura más accesible del trabajo, la tesis cuenta con un glosario y un
ı́ndice de notación.
Al final del documento se presentan dos apéndices, uno que recopila todos los
resultados utilizados en este trabajo y provenientes de la literatura, y el último
apéndice es para registrar las preguntas que quedan abiertas.
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CAPÍTULO 1

Notación, terminoloǵıa y preliminares

En este caṕıtulo presentamos la notación, la terminoloǵıa y los resultados funda-
mentales que serán esenciales para el desarrollo de este trabajo. Estas herramien-
tas conceptuales y técnicas proporcionarán el marco necesario para abordar los
problemas y métodos discutidos en los caṕıtulos posteriores.
Comenzamos con una introducción a los conceptos clave relacionados con exten-
siones de campos algebraicos, valorados y de Galois, lo que permitirá establecer
las bases para comprender estructuras algebraicas avanzadas y sus propiedades
fundamentales. A lo largo de esta sección, enfatizamos tanto la teoŕıa como ejem-
plos concretos que ilustran estas nociones.
A continuación, exploramos el anillo de series de potencias en varias variables
con exponentes enteros positivos. Detallamos sus propiedades principales, con
especial atención a su estructura algebraica y las operaciones que lo definen.
Finalmente, abordamos el concepto de orden, un tema central para la teoŕıa
de valoraciones. Incluimos ejemplos detallados que ilustran cómo se calcula el
orden de un elemento en diferentes contextos, y mostramos la relación entre este
concepto y las valoraciones en estructuras algebraicas.

1.1. Notación y preliminares

Sea A un anillo conmutativo con identidad. Un elemento u ∈ A es unidad si
existe v ∈ A tal que uv = 1. Al grupo multiplicativo de unidades del anillo A lo
denotaremos por A∗.
Se dice que a, b ∈ A son asociados si existe u ∈ A∗ tal que a = ub.
Si a, b ∈ A, se dice que a divide a b si existe c ∈ A con b = ca. Y usaremos la
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notación a|b.
Un elemento p ∈ A, es irreducible si cuando p = ab, entonces a ó b es unidad.
Sean a1, . . . , an ∈ A, el ideal generado por los elementos a1, . . . , an ∈ A será
denotado por < a1, . . . , an >.

Definición 1.1.1. Se dice que A es un dominio Euclidiano si existe una función
∂ : A \ {0} → Z tal que:

1. ∂(r) ≥ 0,

2. Para todos a, b ∈ A, existen q, r ∈ A tales que a = bq + r, con r = 0 o r ̸= 0
y ∂(r) < ∂(b),

3. Si a, b ∈ A y a|b, entonces ∂(a) ≤ ∂(b).

Denotaremos por A[x] al anillo de polinomios en la indeterminada x con
coeficientes en A, es decir,

A[x] :=
{

n∑
i=0

aix
i
∣∣∣ ai ∈ A, para todo i

}
.

Definición 1.1.2. Se dice que α1, α2, . . . , αl ∈ R son racionalmente indepen-
dientes si a1α1 + · · · + alαl = 0, con a1, . . . , al ∈ Q, implica que ai = 0, para
todo i = 1, . . . , l.

Ejemplo. {1,
√

2} son racionalmente independientes.

{
√

2, 2
√

2} son racionalmente dependientes.

Proposición 1.1.3. Si ω ∈ Rn es de coordenadas racionalmente independientes
y α ∈ Qn, entonces

{x ∈ Rn|w · x = ω · α} ∩ Qn = {α}.

Demostración. Sea β ∈ Qn tal que ω · β = ω · α. Si ω = (ω1, ω2, . . . , ωn), α =
(α1, α2, . . . , αn) y β = (β1, β2, . . . , βn), entonces

(α1 − β1)ω1 + (α2 − β2)ω2 + · · · + (αn − βn)ωn = 0.

Dado que ω es de coordenadas racionalmente independientes, entonces αi = βi ∀
i = 0, 1, . . . , n, por lo que α = β.
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1.2. Extensiones de campos

Sean F y K campos tales que K ⊂ F es un homomorfismo inyectivo de campos,
se dice que F es una extensión de K y lo denotaremos por F/K.
Si F/K es una extensión de campos, entonces F tiene una estructura natural
de K− espacio vectorial. La dimensión de F como espacio vectorial sobre K se
denotará por [F : K]. Si la dimensión del espacio vectorial es finita, se dice que
la extensión es finita.
Sea F/K una extensión de campos y α ∈ F . Se dice que α es algebraico sobre
K si existe un polinomio p(y) ∈ K[y] tal que p(α) = 0. En otro caso diremos que
α es trascendente.
Se dice que la extensión F/K es algebraica si todo elemento de F es algebraico
sobre K.
Sea α ∈ F algebraico sobre K, se dice que P ∈ K[y] es el polinomio mı́nimo
de α si es mónico, irreducible y P (α) = 0.
Sea f ∈ K[x] un polinomio de grado d ≥ 1. El campo mı́nimo en el que f

tiene todas sus ráıces se denomina campo de factorización de f sobre K y lo
denotaremos como Kf .
Una extensión F/K es normal si para todo polinomio irreducible f(x) ∈ K[x]
que tiene una ráız en F , se tiene que F contiene a todas las ráıces de F .
Cualquier extensión de grado 2 es normal, pero hay extensiones que se obtienen
a partir de extensiones de grado dos y sin embargo no son normales, por ejemplo
Q( 4

√
2)/Q no es normal pues las ráıces complejas de x4−2 no pertenecen a Q( 4

√
2),

sin embargo el grado de cada extensión de la siguiente torre de campos es 2

Q ⊂ Q(
√

2) ⊂ Q( 4
√

2).

La demostración del siguiente teorema puede consultar en [29, Teorema 3.3, pág.
237].

Teorema 1.2.1. La extensión finita F/K es normal si y sólo si F es el campo
de factorización de una familia de polinomios en K[x].

Sea F una extensión de K y α ∈ F algebraico sobre K, se dice que α es separable
sobre K, si el polinomio mı́nimo de α sobre K tiene ráıces simples. Si F es una
extensión algebraica y todo elemento de F es separable, se dice que F es una
extensión separable sobre K.
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Se dice que una extensión algebraica F/K es de Galois si es normal y sepa-
rable.
Sea F un campo y G un subgrupo del grupo de automorfismos de F . Se denota
por F G al subconjunto de F que consiste de todos los elementos de x ∈ F tal que
φ(x) = x, para todo φ ∈ G. El conjunto F G es un campo, el cual se denomina
campo fijo de G.
El grupo de Galois de una extensión de campos algebraica F/K es el grupo de
automorfismos de F que dejan fijo al campo K. Usaremos la notación Gal(F : K)
para denotar al grupo de Galois de F/K.
Sea K un campo y k > 1 un entero, las ráıces k-ésimas de la unidad en K
son todos los elementos ξ ∈ K tales que ξk = 1.
El conjunto de las ráıces k−ésimas de la unidad forman un grupo el cual es ćıclico.
A un generador de este grupo se le denomina ráız k−ésima primitiva de la
unidad.
Sea F/K una extensión de campos tal que F contiene a una ráız k−ésima primi-
tiva de la unidad, se dice que es una extensión de Kummer si es el campo de
factorización de un polinomio de la forma (xk − a1)(xk − a2) · · · (xk − ar), donde
a1, a2, . . . , ar ∈ K.
Si la caracteŕıstica del campo K es igual a 0, ai ̸= 0 todas distintas entre śı,
ninguno de los factores xk − ai tiene ráıces múltiples, pues la única ráız de la
derivada kxk−1 es 0. De manera que la extensión es F/K es separable y normal,
por lo tanto de Galois.

1.3. Grupos, semigrupos y acciones

Las definiciones y resultados de esta sección pueden consultarse en [14] y [29].
Sea Ck el grupo de las ráıces k−ésimas de la unidad en un campo K y l, k ∈ N
son primos relativos, se tiene que

Clk
∼= Cl × Ck.

Sea ξ ∈ C una ráız k−ésima primitiva de la unidad. Sea f(x) el polinomio mı́nimo
de ξ sobre Q. Se tiene que f(x) divide a xk − 1. Además se cumple que

Gal(Q(ξ) : Q) ∼=
(

Z
kZ

)∗

.
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Sea Λ un conjunto de cardinalidad n, el conjunto SΛ := {f : Λ → Λ | f es biyectiva}
es el grupo de permutaciones de los elementos de Λ, con la operación compo-
sición de funciones.
Sean G un grupo, Λ un conjunto no vaćıo y un homomorfismo ρ : G → SΛ. El
homomorfismo define una acción de G en Λ, ver por ejemplo en [14].
Sea G un grupo que actúa en Λ, dado x ∈ Λ, se define la órbita de x , denotada
por orb(x), como el conjunto {gx | g ∈ G}.
Se dice que una acción de G sobre Λ es transitiva si todos los elementos de Λ
están en la misma órbita, es decir, para cualesquiera x, y ∈ Λ existe g ∈ G tal
que x = gy.
Un semigrupo es un conjunto A no vaćıo, junto con una operación binaria +
que satisface:

1. (Operación interna) Para todos a, b ∈ A, se tiene que a + b ∈ A.

2. (Asociatividad) Para todos a, b, c ∈ A, se tiene que (a + b) + c = a + (b + c).

Definición 1.3.1. Un monoide es un semigrupo A tal que:

1. (Elemento neutro) Existe e ∈ A tal que e + a = a y a + e = a para todo
a ∈ A.

Sean A un semigrupo, B un conjunto con A ⊂ B y {a1, . . . , ar} ⊂ B. Se dice que
A es un semigrupo finitamente generado por el conjunto {a1, . . . , ar}, si A es el
semigrupo más pequeño que contiene a {a1, . . . , ar}. En cuyo caso, se dice que
{a1, . . . , ar} ⊂ A genera a A. Es decir A = {α1a1 + · · · + αrar | αi ∈ N}.

Ejemplo. Sean q1, . . . , qr ∈ Qn, no todos cero.

1. El conjunto σ = {µ1q1 + · · · + µrqr | µ1, . . . , µr ∈ R≥0} es un semigrupo, el
cual no es finitamente generado.

2. El conjunto σ ∩ Zn es un monoide finitamente generado. Nótese que, si
v1 = (1, 0), v2 = (1,

√
2) y σ = {µ1v1 +µrv2 | µ1, µ2 ∈ R≥0}, entonces σ ∩Z2

no es finitamente generado.

1.4. Anillo de series de potencias

En esta sección definiremos el anillo de series de potencias y presentaremos propie-
dades generales. Usaremos la letra K para denotar a un campo algebraicamente
cerrado de caracteŕıstica 0.

11



Denotaremos por K[x1, . . . , xn] al anillo de polinomios en las indetermina-
das x1, . . . , xn, con coeficientes en K, es decir,

K[x1, . . . , xn] :=

f =
∑

(α1,...,αn)∈Λ⊂(Z≥0)n

a(α1,...,αn)x1
α1 · · · xn

αn | a(α1,...,αn) ∈ K y |Λ| < ∞

 .

(1.4.1)
Cuando no cree confusión, usaremos la expresión K[X] en lugar de K[x1, . . . , xn]
para simplificar notación.
Dado

f =
∑

(α1,...,αn)∈Λ⊂(Z≥0)n

a(α1,...,αn)x1
α1 · · · xn

αn ∈ K[x1, . . . , xn], (1.4.2)

se define el grado de f denotado por ∂(f), como:

∂(f) := máx
α∈Λ⊂Z≥0

n

{
|α| | aα ̸= 0, en donde α := (α1, . . . , αn) y |α| :=

n∑
i=1

αi

}
.

Se dice que f es homogéneo si es suma de términos con el mismo grado, esto es,
para todo a(α1,...,αn) ̸= 0, en donde f es como en (1.4.2) se tiene que |α| = ∂(f).
Denotaremos por K[[x1, . . . , xn]] al conjunto de sumas formales de la forma:

f =
∞∑

i=0
Pi = P0 + P1 + · · · ,

en donde cada Pi ∈ K[X] es un polinomio homogéneo de grado i.
Los elementos de K[[x1, . . . , xn]] son llamados series de potencias formales en
las indeterminadas x1, . . . , xn con coeficientes en K.
Usaremos la expresión K[[X]] para simplificar notación.
El campo de fracciones del anillo K[[X]] es:

K((x1, . . . , xn)) :=
{

f

g

∣∣∣ f, g ∈ K[[X]], g ̸= 0
}

.

El cual denotaremos por K((X)).
Otras formas de escribir a los elementos de K[[X]] son las siguientes:

f =
∞∑

i=0

∑
α1+···+αn=i

a(α1,...,αn)x
α1
1 · · · xαn

n , (1.4.3)
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f =
∑
α∈Λ

aαXα, (1.4.4)

con Λ ⊂ (Z≥0)n y Xα := x1
α1 · · · xn

αn .
El conjunto K[[X]] tiene estructura natural de anillo conmutativo con identidad
con las operaciones suma y producto dadas por

f + g =
∞∑

i=0

(
Pi + Qi

)
y fg =

∞∑
i=0

i∑
j=0

PjQi−j.

donde f =
∞∑

i=0
Pi, g =

∞∑
i=0

Qi ∈ K[[X]].

La siguiente proposición establece las condiciones necesarias y suficientes para
que un elemento en K[[X]] sea invertible.

Proposición 1.4.1. Sea f =
∞∑

i=0
Pi ∈ K[[X]], entonces f es invertible si y sólo

si P0 ̸= 0.

Demostración. Queremos encontrar g =
∞∑

i=0
Qi ∈ K[[X]] tal que fg = 1, o equi-

valentemente:

P0Q0 = 1

P1Q0 + P0Q1 = 0

PnQ0 + Pn−1Q1 + · · · + P0Qn = 0.

(1.4.5)

Si f es invertible, entonces P0Q0 = 1, por lo que P0 ̸= 0.
Rećıprocamente, si P0 ̸= 0, sean Q0 := P −1

0 , Q1 := −P −1
0 P1Q0. De esta forma sea

Qn := −P −1
0 (PnQ0 + · · · P1Qn−1).

Teniéndose que g :=
∞∑

i=0
Qi = −P −1

0

−1 +
∞∑

i=1

∑
iP +iQ=i

iQ ̸=i

PiP
QiQ

 es la inversa de

f .

Sea f ∈ K[[X]], con f =
∞∑

i=m

Pi y Pm ̸= 0. Se dice que Pm es la forma inicial de

f y que m es la multiplicidad de f , la cual será denotada por mult(f). Cuando
f = 0, se dice que mult(f) = ∞.
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Se dice que f ∈ K[[X]] es de orden l con respecto a la indeterminada xj si l

es el máximo entero no negativo con la propiedad de que f(0, . . . , xj, . . . , 0) es
divisible por xl

j. Denotaremos al orden de f en xj como ordxj
(f(0, . . . , xj, . . . , 0)).

Si f es de orden m con respecto a xj y m = mult(f), se dice que f es regular
con respecto a xj.

Definición 1.4.2. Sea φ =
∑

aαxα ∈ K[[X]], definimos el soporte de φ,
Supp(φ), como:

Supp(φ) := {α | aα ̸= 0}. (1.4.6)

Observación 1.4.3. Con esta notación se tiene que si f ∈ K[X], el grado de f

es ∂(f) = máx
{
|α|

∣∣∣ α ∈ Supp(f)
}
.

Si f ∈ K[[X]], la multiplicidad de f es mult(f) = mı́n{|α|
∣∣∣ α ∈ Supp(f)}.

En lo que sigue denotaremos por C{x1, . . . , xn} al subanillo de C[[X]] de series
convergentes.
Una función f : Cn → C es una función anaĺıtica en un punto x0 de su dominio
si existe una serie de potencias centrada en x0:

∞∑
i=0

ai(x − x0)i,

que converge en una vecindad U ⊂ C de x0 y que coindice con la función en esa
vecindad.
Sea U ⊂ Cn abierto. Se dice que S ⊆ U es una variedad anaĺıtica en U si ∀
x ∈ U existe una vecindad abierta U ′ de x en U y f1, f2, . . . , fr : U ′ → C funciones
anaĺıticas tales que

S ∩ U ′ = {p ∈ Cn
∣∣∣ f1(p) = · · · = fr(p) = 0}.

Si r = 1, se dice que S es una hipersuperficie anaĺıtica.
Sea S una variedad anaĺıtica. Denominaremos álgebra anaĺıtica de S al ani-
llo cociente A = C{x1,...,xn}

I(S) . En donde I(S) := {g ∈ C{x1, . . . , xn} : g(p) =
0 para todo p ∈ S} es un ideal de C{x1, . . . , xn}.

Definición 1.4.4. Sean U1, U2 ⊂ Cn dos subconjuntos abiertos. Se dice que dos
variedades anaĺıticas S1 ⊂ U1 y S2 ⊂ U2, con 0∈ S1 ∩ S2 son equivalentes en el
origen si existe un abierto U ′ ⊂ U1 ∩ U2, con 0 ∈ U ′ tal que S1 ∩ U ′ = S2 ∩ U ′.
Cada clase de equivalencia con la relación antes mencionada la denominaremos
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como germen en el origen de variedad anaĺıtica en 0 ∈ Cn y la denotaremos
por (S, 0).
Se dice que (S, 0) es irreducible si dados (S1, 0) y (S2, 0) tales que (S, 0) = (S1, 0)∪
(S2, 0), entonces (S, 0) = (S1, 0) o (S, 0) = (S2, 0).

Si dos series convergentes son asociadas definen el mismo germen de hipersuper-
ficie, lo que motiva la siguiente definición:
Una hipersuperficie algebroide es una clase de equivalencia de elementos de
C{x1, . . . , xn, y} módulo la relación asociados.
En lo que sigue se utilizará el término hipersuperficie, en lugar de hipersuperficie
algebroide.

1.5. Órdenes

Para poder abordar los campos algebraicamente cerrados que contienen al campo
de fracciones del anillo de series de potencias que Aroca e Ilardi construyen en
[8], vamos a introducir el concepto de orden en Rn.
Un ejemplo en Qn muy especial es ≤ω, definido por la fórmula (1.5.2) más ade-
lante. Este orden es total en Qn, pero no en Rn. Sin embargo, según Robbiano
[42], puede extenderse a un orden total en Rn, aunque dicha extensión no siempre
es única.
Los resultados que exponemos en esta sección, cuyas demostraciones no se pre-
sentan, se pueden consultar en [42]. Se considerará que los órdenes en Rn con los
que trabajaremos en este escrito son totales.
Un orden total ⪯ en un conjunto Π es una relación binaria sobre Π que satisface
las siguientes condiciones:

1. (Reflexividad) Si a ∈ Π, entonces a ⪯ a.

2. (Transitividad) Si a, b, c ∈ Π, a ⪯ b y b ⪯ c, entonces a ⪯ c.

3. (Antisimetŕıa) Si a, b ∈ Π, a ⪯ b y b ⪯ a, entonces a = b.

4. (Totalidad) Para todos a, b ∈ Π, a ⪯ b o b ⪯ a.

Sea (G, ⪯) un grupo ordenado. Dado γ ∈ G denotaremos

G≻γ := {g ∈ G | γ ≺ g} y G⪰γ := {g ∈ G | γ ⪯ g}. (1.5.1)
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Con esta notación, el primer ortante es denotado por (R≥0)n.
Se dice que un orden ⪯ en un grupo Π con operación + es compatible con la
estructura de grupo si γ ⪯ β y α ⪯ δ, entonces γ + α ⪯ β + δ.
Un morfismo ordenado sobre un grupo G es una función α : (G, ≤1) → (G, ≤2),
que es morfismo y si a ≤1 b, entonces α(a) ≤2 α(b).
Sea ω un vector de coordenadas racionalmente independientes. El vector ω induce
un orden en Qn dado por

α ≤ω β si y sólo si ω · α ≤ ω · β. (1.5.2)

Proposición 1.5.1. El orden ≤ω definido antes es un orden total en Qn.

Demostración. 1. (Reflexividad) Para todo α ∈ Qn, se tiene que ω · α ≤ ω · α.

2. (Transitividad) Sean α, β, γ ∈ Qn tales que α ≤ω β y β ≤ω γ, entonces
ω · α ≤ ω · β y ω · β ≤ ω · γ, por la transitividad del orden ≤ en los números
reales se tiene que ω · α ≤ ω · γ, esto es, α ≤ω γ.

3. (Antisimetŕıa) Si α ≤ω β y β ≤ω α, entonces ω · α ≤ ω · β y ω · β ≤ ω · α,
de aqúı que ω · α = ω · β = 0. Pero por la Proposición 1.1.3, se tiene que
α = β.

4. (Totalidad) Sean α, β ∈ σ, entonces por la totalidad del orden ≤ en los
números reales se tiene que ω · α ≤ω ·β o ω · β ≤ ω · α, por lo que α ≤ω β o
β ≤ω α.

Por propiedades del producto punto, concluimos que el orden ≤ω es compatible
con la estructura de grupo.

Ejemplo (Orden lexicográfico). El orden lexicográfico, denotado por ≤lex, sobre
Rn se define como:

(a1, . . . , an) <lex (b1, . . . , bn)

si y sólo si existe k = mı́n{i|ai < bi} tal que aj = bj para todo j < k.

Observación 1.5.2. El orden ≤lex es compatible con la estructura de grupo. Si
(a1, . . . , an) ≤lex (b1, . . . , bn) y (α1, . . . , αn) ≤lex (β1, . . . , βn), entonces existen
k1, k2 tales que ak1 < bk1, αk2 < βk2, aj = bj, αl = βl, para todos 1 ≤ j < k1 y
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1 ≤ l < k2. Sea k = mı́n{k1, k2}, entonces ak + αk < bk + βk y aj + αj = bj + βj

para todos 1 ≤ j < k. De manera que (a1, . . . , an)+(α1, . . . , αn) ≤lex (b1, . . . , bn)+
(β1, . . . , βn).

Dado un orden ⪯ en Rn, con la notación introducida en (1.5.1), el conjunto de
elementos no negativos es denotado por

(Rn)⪰0 := {α ∈ Rn
∣∣∣ 0 ⪯ α}.

Se dice que el conjunto S ⊂ Rn es ⪯ −no negativo cuando S ⊂ (Rn)⪰0.

Definición 1.5.3. Sea σ ⊂ Rn. Diremos que un orden ⪯ es σ−positivo si
σ ⊂ (Rn)⪰0. Si σ = (R≥0)n se dice que el orden es positivo .

Ejemplo. Sea ω = (
√

2, 1) y ≤ω el orden en Q2 definido por ω. El conjunto
(Q2)≥ω0 es el semiplano delimitado por la recta r(t) = tω⊥, con t ∈ R y ω⊥ es un
vector perpendicular a ω, intersección (Q2).

Figura 1.1: Conjunto (Q2)≥ω0.

Definición 1.5.4. Sea G un grupo con una topoloǵıa dada y elemento neutro e,
se dice que un orden ⪯ sobre G es continuo, si para todo p ∈ G tal que existe
una vecindad Up con Up − {p} ⊆ G≻e := {g ∈ G|e ≺ g}, se tiene que p ∈ G≻e.

Si ⪯ es un orden continuo sobre un grupo G compatible con la estructura de
grupo, se concluye de la definición que si para todo p ∈ G tal que existe una
vecindad Up con Up − {p} ⊆ G≺e, entonces p ∈ G≺e := {g ∈ G|g ≺ e}.
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Observación 1.5.5. Sean ω ∈ Rn de coordenadas racionalmente independientes,
p ∈ Qn y Up una bola abierta tal que p ∈ Up y Up − {p} ⊂ (Qn)>ω0 . Se tiene que
ı́nf

v∈Up

v · ω = ı́nf
v∈Up\{p}

v · ω, como se muestra en la Figura 1.2, de modo que 0 <ω p.

Consecuentemente p ∈ (Qn)>ω0 . Por lo tanto, ≤ω es un orden continuo.

Figura 1.2

La demostración de la siguiente proposición pueden consultarse en [42, Proposi-
ción 2.3, pág. 150]

Proposición 1.5.6. Todo orden sobre Qn se extiende a un orden continuo sobre
Rn, esta extensión no es necesariamente única.

Ejemplo. Sea ω = (1,
√

2) y ≤ω el orden definido por ω sobre Q2, como en
(1.5.2).
El orden total ⪯1 en R2 definido por los vectores ω y (1, 0) es:

α ⪯1 β si y sólo si ω · α < ω · β o
(
ω · α = ω · β y (1, 0) · α < (1, 0) · β

)
.

Y el orden total ⪯2 en R2 definido por los vectores ω y (0, 1) es:

α ⪯2 β si y sólo si ω · α < ω · β o
(
ω · α = ω · β y (0, 1) · α < (0, 1) · β

)
.

Al restringir cada uno de los órdenes ⪯1 y ⪯1 a Q2, se obtiene el orden ⪯ω. Sin
embargo, ≤ω no se extiende de manera única a R2 pues (−

√
2, 1) ⪯1 (0, 0) y

(0, 0) ⪯2 (−
√

2, 1).
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La demostración de la siguiente proposición puede consultarse en [42, Proposición
2.4, pág. 151].

Proposición 1.5.7. Sea ⪯ un orden continuo sobre Rn. Existe un isomorfismo
ordenado α : (Rn, ⪯) → (Rn, ≤lex).

La prueba del siguiente teorema puede consultarse en [42, Teorema 2.5, pág. 151]

Teorema 1.5.8. Sea ⪯ un orden sobre Qn. Existen un entero s, con 1 ≤ s ≤ n,
u1, . . . , us ∈ Rn y un homomorfimo inyectivo ordenado

α : (Qn, ⪯) → (Rs, ≤lex),

en donde α(u) = (u · u1, . . . , u · us).

En un abuso de notación, denotaremos por ≤ω a un orden total en Rn que extiende
al orden total ≤ω en Qn.

1.6. Valoraciones

Como se ha mencionado previamente, Abhyankar y Moh en [4, 2, 3] definen los
exponentes caracteŕısticos de f basándose en el orden de sus ráıces. Para ampliar
estos conceptos a una hipersuperficie arbitraria, resulta fundamental introducir
una valoración que permita asignar un orden a los elementos de los campos al-
gebraicamente cerrados donde se encuentran las ráıces. Por ello, presentamos el
concepto de valoración, sus propiedades fundamentales y algunos ejemplos repre-
sentativos.

Definición 1.6.1. Sean K un campo y Λ un grupo totalmente ordenado, una
valoración ν es una función ν : K∗ → Λ que satisface:

1. para todos a, b ∈ K∗, ν(ab) = ν(a) + ν(b),

2. para todos a, b ∈ K∗ tales que a + b ∈ K∗, ν(a + b) ≥ mı́n{ν(a), ν(b)},

3. existe a ∈ K∗ tal que ν(a) ̸= 0.

Las propiedades que mencionamos en la siguiente Proposición las utilizaremos
durante el desarrollo del trabajo, por ejemplo en el Lema 3.3.12. La propiedades
pueden consultarse en [26].
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Proposición 1.6.2. Sean K un campo y ν una valoración sobre K, entonces
para todos a, b ∈ K∗ se tiene:

1. ν(a) = ν(−a), ν(1) = 0 y ν(a−1) = −ν(a),

2. si ν(a) ̸= ν(b), entonces ν(a + b) = mı́n{ν(a), ν(b)},

3. si a1, a2, . . . , an son elementos de K∗, entonces ν

(
n∑

i=1
ai

)
≥ mı́n

1≤i≤n
{ν(ai)} y

la igualdad se cumple si ν(ai) ̸= ν(aj) para todos i ̸= j,

4. si
n∑

i=1
ai = 0, entonces ν(ai) = ν(aj) para algunos i ̸= j.

Ejemplo. Sea p ∈ N un número primo. Cualquier racional a

b
se puede escribir

de la forma pr a′

b′ , con a′ y b′ no divisibles por p. Sea νp : Q → Z, la función tal
que ν(a

b
) = r, entonces νp es una valoración de Q.

Ejemplo. Sean ⪯ un orden total sobre Rn y φ ∈ K((X)), dado por φ = f
g
, con

f, g ∈ K[[X]] y g ̸= 0. La aplicación v⪯ : K((X)) → Qn, definido por

v⪯(φ) = mı́n
⪯

Supp(f) − mı́n
⪯

Supp(g) (1.6.1)

es una valoración.

Sea A un dominio entero y K su campo de cocientes. Se dice que A es un anillo de
valoración si existe un grupo abeliano totalmente ordenado Γ y una valoración
ν : K∗ → Γ tal que A = {a ∈ K

∣∣∣ ν(a) ≥ 0}. El anillo A es un anillo local y su
ideal maximal es el conjunto M := {a ∈ K|ν(a) > 0}.
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CAPÍTULO 2

Hipersuperficies casi ordinarias

El concepto de singularidad de hipersuperficie casi ordinaria surge en [28] en el
contexto de la resolución de singularidades de hipersuperficies. Zariski y Abhyan-
kar abordaron el problema de describir las singularidades de las curvas algebraicas
mediante parametrizaciones locales en [48, 2]. Su enfoque introdujo herramientas
fundamentales para analizar la estructura algebraica y geométrica de las curvas,
sentando las bases para métodos modernos en la teoŕıa de singularidades.
Para el caso particular de las hipersuperficies casi ordinarias, Joseph Lipman
[34] amplió y formalizó la noción de exponentes caracteŕısticos. Los cuales tienen
diversas aplicaciones en la teoŕıa de singularidades, como puede consultarse en
[49, 19].
Los exponentes caracteŕısticos juegan un papel fundamental en el cálculo del se-
migrupo asociado a una singularidad. A partir de los exponentes caracteŕısticos
(y del semigrupo) se describen propiedades geométricas y algebraicas de la sin-
gularidad, como ha sido abordado extensamente en la literatura, como se detalla
en trabajos clave [23, 16, 22, 39, 40, 31].
Los exponentes y los monomios caracteŕısticos se presentan en el contexto del
estudio de los polinomios de Weierstrass, ya que la definición algebraica del dis-
criminante depende de la existencia de un polinomio.
Introducimos los conceptos de resultante, discriminante, hipersuperficie casi or-
dinaria y monomios y exponentes caracteŕısticos. También presentamos teoremas
fundamentales como el Teorema de Preparación de Weierstrass, el Teorema de
Jung-Abhyankar y el Teorema de Lipman. Este último es especialmente relevan-
te, ya que caracteriza los exponentes caracteŕısticos y permite concluir que estos
no dependen de la elección de la ráız.
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En este caṕıtulo hemos presentado resultados relacionados con los monomios y
exponentes caracteŕısticos de polinomios casi ordinarios, estableciendo una base
sólida para su análisis, las ideas centrales de las demostraciones y los enunciados
fueron tomados de [16, 34]. Estos resultados se extienden en caṕıtulos posteriores
al caso más general de hipersuperficies arbitrarias.

2.1. Teorema de Preparación de Weierstrass

El objetivo de esta sección es presentar el Teorema de Preparación de Weierstrass,
planteado por primera vez en [47]. Este teorema establece que cualquier germen
de hipersuperficie puede definirse mediante un polinomio de Weierstrass. Las
demostraciones que no se incluyen en esta sección pueden consultarse en [24].
A lo largo de este trabajo, el śımbolo K representará un campo de caracteŕıstica
cero y algebraicamente cerrado.

Definición 2.1.1. Se dice que f ∈ K[[x1, . . . , xn, y]] es un polinomio de Weiers-
trass en y si es de la forma

f(x1, . . . , xn, y) = yd+a1(x1, . . . , xn)yd−1+· · ·+ad(x1, . . . , xn) ∈ K[[x1, . . . , xn]][y],

en donde d ≥ 1 y mult(ai) ≥ i para todo i = 1, . . . , d.

Teorema 2.1.2 (Teorema de división de Weierstrass). Sean
F (x1, . . . , xn), H(x1, . . . , xn) ∈ K[[X]]. Supongamos que mult(F (0, . . . , 0, xn)) =
d > 0, entonces existen únicos A ∈ K[[X]] y B ∈ K[[x1, x2, . . . , xn−1]][xn], tales
que H = AF + B y degxn

B < d.

Lema 2.1.3. Sea K un campo infinito. Dada una familia finita F de polinomios
homogéneos en K[Y ] no nulos, existe una transformación lineal invertible T :
K[X] → K[Y ] tal que ∀ F ∈ F de grado d, existe CF ∈ K∗,

T (F (x1, . . . , xn)) = CF xd
n + (términos de menor grado en xn).

Corolario 2.1.4. Sea K un campo infinito. Dada una familia finita F de ele-
mentos no nulos en K[[X]]. Existe un automorfismo T de K[[X]] tal que T (F )
es regular con respecto a xn ∀ F ∈ F.
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Teorema 2.1.5 (Teorema de Preparación de Weierstrass). Sea F (x1, . . . , xn) ∈
K[[X]] con mult(F ) = d y regular con respecto a xn. Existe un único A ∈ K[[X]]
invertible tal que

AF = xd
n + A1(x1, . . . , xn−1)xd−1

n + · · · + Ad(x1, x2, . . . , xn−1),

con Ai(x1, x2, . . . , xn−1) ∈ K[[X]] y mult(Ai(x1, . . . , xn−1)) ≥ i ∀ i = 1, . . . , d.

Demostración. Sea H = xd
n, por hipótesis mult(F (0, . . . , 0, xn)) = d = mult(F ) >

0, de modo que por el Teorema de División de Weierstrass (Teorema 2.1.2), existen
A ∈ K[[X]] y B ∈ K[[x1, . . . , xn−1]][xn] con degxn(B) < d y H = AF + B. Por
lo que AF = xd

n − B = xd
n + A1(x1, . . . , xn−1)xd−1

n + · · · + Ad(x1, . . . , xn−1). Dado
que mult(F ) = mult(F (0, . . . , 0, xn)) = d, entonces mult(AF ) ≥ d. Por otro
lado tenemos que AF (0, . . . , 0, xn) = xd

n + A1(0, . . . , 0)xd−1
n + · · · + Ad(0, . . . , 0),

entonces Ai(0, . . . , 0) = 0 para todo i = 1, . . . , n.
Ahora, F (0, . . . , 0, xn) = Cxd

n, con C ∈ K[[xn]] invertible pues mult(F (0, . . . , 0, xn)) =
d. De aqúı que A = C−1, esto es, A es invertible.
Finalmente, dado que d = mult(F ) = mult(AF ) = mult

(
xd

n+A1(x1, . . . , xn−1)xd−1
n +

· · · + Ad(x1, . . . , xn−1)
)
, entonces mult(Ai(x1, . . . , xn)) ≥ i.

Si K = C y F es convergente, se tiene el mismo resultado siendo A una unidad
convergente, ver por ejemplo [24].

Corolario 2.1.6. Del Corolario 2.1.4 y del Teorema de Preparación de Weiers-
trass, Teorema 2.1.5, se deduce que toda serie de potencias es asociada a un
polinomio de Weierstrass de grado la multiplicidad de la serie. Dicha asociación
no es canónica pues requiere una transformación lineal genérica preliminar.

Para comprender los gérmenes de singularidades de hipersuperficies complejas, es
suficiente estudiar los ceros de los polinomios de Weierstrass f = yd + a1y

d−1 +
. . . + ad ∈ C{x1, . . . , xn}[y], donde a1, . . . , ad ∈ C[[X]] son series convergentes .
Además, dado que f es un polinomio en y, podemos considerar la proyección P :
Cn+1 → Cn, (x1, . . . , xn, y) 7→ (x1, . . . , xn), con y y (x1, . . . , xn) relacionados por
la ecuación yd +a1(x1, . . . , xn)yd−1 + . . .+ad(x1, . . . , xn) = 0, donde (x1, . . . , xn) ∈
B(0, r) ⊂ Cn y r = mı́n

{
radio de convergencia de ai

}d

i=1
.

Ejemplo. Consideremos : F = y2 + xy + x ∈ C[[x, y]].
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La multiplicidad de F es 1 y es regular con respecto a x, por el Teorema de
Preparación de Weierstrass existe A ∈ C[[x, y]] unidad tal que AF = x + A1, con
A1 ∈ C[[y]] y mult(A1) ≥ 1.
En efecto,

(1 − y + y2 − y3 + · · · )(y2 + xy + x) = x + (y2 − y3 + y4 − y5 + · · · ),

con 1 − y + y2 − y3 + · · · ∈ C[[x, y]] unidad. En cuyo caso y2 + xy + x y x + (y2 −
y3 + y4 − y5 + · · · ) son elementos asociados en el anilo C[[x, y]].

2.2. Discriminante

Un germen de singularidad de hipersuperficie en Cn+1 puede verse como una cu-
bierta ramificada de una vecindad pequeña en Cn, donde el lugar de ramificación
está determinado por el discriminante.
En esta sección presentamos los conceptos y propiedades de la resultante y el
discriminante de un polinomio. Los resultados que presentamos sobre la resultante
pueden consultarse en [37].

Definición 2.2.1. Sea A un dominio entero y sean f, h ∈ A[y] con f(x) =
a0y

d + a1y
d−1 + · · · + ad y h(y) = b0y

d′ + b1y
d′−1 + · · · + bd′ . La resultante de

f y h, denotada por Ry(f, h), se define como det(R) en donde R es la matriz de
(d + d′) × (d + d′) dada por:



a0 a1 . . ad 0 . . 0 0
0 a0 a1 . ad−1 ad 0 . . 0
. . . . . . . . . .

0 . . a0 . . . . ad−1 ad

b0 b1 . . . bd′−1 bd′ . 0 0
0 b0 b1 . . . bd′−1 bd′ . 0
. . . . . . . . . .

0 0 . . 0 b0 b1 . bd′−1 bd′



(2.2.1)

Notemos que Ry(f, h) ∈ A.
Otra forma de calcular la resultante de f y h es

Ry(f, h) = ad
0bd′

0

d∏
i=1

d′∏
j=1

(ri − sj), (2.2.2)

24



en donde ri y sj son las ráıces de f y h, respectivamente, ver por ejemplo [37,
pág. 398].
Sea f(y) = adyd + ad−1y

d−1 + . . . + a0 ∈ A[y], la derivada de f , denotada por fy,
es fy(y) = addyd−1 + ad−1(d − 1)yd−2 + · · · + a1.

Definición 2.2.2. Sea f(y) = adyd + ad−1y
d−1 + . . . + a0 ∈ A[y], con d = deg(f)

y ad invertible en A. Se define el discriminante de f , denotado por ∆yf , como:

∆yf := (−1)
d(d−1)

2

ad

Ry(f, fy). (2.2.3)

Se puede verificar en [37, pág. 403] que otra forma de calcular el discriminante
de f es:

∆yf = (−1)
d(d−1)

2 a2d−2
d

∏
i<j

(ξi − ξj)2, (2.2.4)

en donde ξi son las ráıces de f , las cuales pertenecen a un campo que contiene al
campo de fracciones de A.
La igualdad (2.2.4) la usaremos en diversas ocasiones durante el texto. En parti-
cular en la demostración del Teorema 6.2.3.

Observación 2.2.3. Sea f como en la Definición 2.2.2. Se tiene que ∆y(f) = 0
si y sólo si f tiene una ráız doble.

Ejemplo. Consideremos f(z) = z2 + y − x2 ∈ C[[x, y]][z]. El discriminante de f

es ∆z(f) = 4(x2 −y). En la Figura 2.1 graficamos f(z) = 0 y ∆z(f) = 0. Podemos
observar que existen valores para x, y de manera que f tiene ráıces múltiples.

Figura 2.1: f(z) = 0 y ∆z(f) = 0
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2.3. Hipersuperficies casi ordinarias

En esta sección el campo K denotará un campo de caracteŕıstica 0 y algebraica-
mente cerrado.

Definición 2.3.1. Se dice que una hipersuperficie definida por f = yd +A1y
d−1 +

· · · + Ad−1y + Ad ∈ K[[X]][y] es casi ordinaria si

∆yf = Xδu, (2.3.1)

con u ∈ K[[X]] unidad y δ ∈ (Z≥0)n. Al polinomio que define a dicha hipersu-
perficie le llamaremos polinomio casi ordinario. Si ξ es ráız de f , se dice que
ξ es una ráız casi ordinaria.

Ejemplo. En la siguiente lista de polinomios mostramos algunos que son casi
ordinarios y otro que no lo son, como en los Ejemplos 1, 2, 3 y 4, del caṕıtulo 7.

1. Sea f(y) = y3 + 2x2y − 3x ∈ C[[x]][y]. El discriminante de f es ∆y(f) =
(−1)

3(2)
2 det(R), en donde R es la matriz:



1 0 2x2 −3x 0
0 1 0 2x2 −3x

3 0 2x2 0 0
0 3 0 2x2 0
0 0 3 0 2x2



Por lo que ∆y(f) = −x2(243 + 32x4), con 243 + 32x4 ∈ C[[x]] unidad, por
la Proposición 1.4.1, de manera que f es un polinomio casi ordinario.

2. Sea f(y) = y2 + x1y + x2 ∈ C[[x1, x2]][y]. Sea R como en (2.2.1):


1 x1 x2

2 x1 0
0 2 x1


Entonces ∆y(f) = x2

1 − 4x2 ̸= xδ1
1 xδ2

2 u, con u unidad de C[[x1, x2]] y δ1, δ2 ∈
N. Por lo que, f no es un polinomio casi ordinario.

3. Sea f(z) = (z − x)2 + xy ∈ C[[x, y]][z] y ∆z(f) = −4xy, por lo que es casi
ordinario.
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4. Consideremos f(z) = z2 + y − x2 ∈ C[[x, y]][z]. El discriminante de f es
∆z(f) = 4(x2 − y), por lo que f no es casi ordinario.

Observación 2.3.2. Del Corolario 2.1.6 obtenemos que cualquier curva alge-
broide plana definida por f ∈ C[[x1, y]], tiene un representante de la forma

f = yd + A1y
d−1 + · · · + Ad−1y + Ad,

con Ai ∈ C[[x1]], mult(Ai) ≥ i para todo i = 1, . . . , d.
Puesto que ∆y(f) es suma y producto de los Ai, entonces ∆y(f) ∈ C[[x1]]. De
manera que ∆y(f) = xδ1

1 u, con u ∈ C[[x1]] unidad y δ1 ∈ Z≥0. En consecuencia
cualquier curva algebroide plana es casi ordinaria.

Uno de los teoremas fundamentales para el cálculo de ráıces de polinomios con
coeficientes en series de potencias es el Teorema de Newton-Puiseux. Este esta-
blece que, dado un polinomio f ∈ C[[x1]][y] anaĺıtico en el origen y de grado d,
sus ráıces pertenecen al anillo C

[[
x1

1
d

]]
. Para más detalles, véase [41, Puiseux].

En el caso de varias variables, Jung y Abhyankar demostraron un importante teo-
rema que establece condiciones bajo las cuales un polinomio en el anillo K[[X]][y]
tiene sus ráıces en el anillo de series de potencias en las variables x1

1
k , . . . , xn

1
k ,

para algún k, denotado por K
[[

x1
1
k , . . . , xn

1
k

]]
.

Para simplificar notación usaremos la expresión K
[[

X
1
k

]]
para representar al

anillo K
[[

x1
1
k , . . . , xn

1
k

]]
.

Teorema 2.3.3. (Jung- Abhyankar) Sean K un campo algebraicamente cerrado
de caracteŕıstica cero y f ∈ K[[X]][y] un polinomio casi ordinario e irreducible
con respecto a y. Entonces existe un k ∈ N tal que f tiene a todas sus ráıces en
K
[[

X
1
k

]]
.

Demostración. La demostración puede consultarse en [5], [50] y [35].

Podemos notar en la prueba de la demostración de [50], que k puede ser conside-
rado como el grado de f .

Ejemplo. Sea f(y) = y2 +x1y +x1 ∈ C[[x1]][y], como en el Ejemplo 5. Las ráıces
de f son:

y = −x1

2 ± x
1
2
1
√

x1 − 4
2 = −x1

2 ±
x

1
2
1 (1 + x1

2 − x2
1

8 + x3
1

16 + · · · )
2 ∈ C

[[
x

1
2
1

]]
.
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Ejemplo. Sea f(y) = y2 − 2(x2 + 1)y + (x2 + 1) − x1 ∈ C[[x1, x2]][y], como en
el Ejemplo 6. Se tiene que ∆y(f) = −4x1, por lo que f es casi ordinario, y sus
ráıces son ξ = ±x

1
2
1 + x2 + 1 ∈ C

[[
x

1
2
1 , x

1
2
2

]]
.

Ejemplo. El siguiente ejemplo fue tomado de [16]. Sea f(y) = y4−8x2y
3+(24x2

2−
2x3

2 − 2x1x
4
2)y2 + (−32x3

2 + 8x4
2 + 8x1x

5
2)y + 16x4

2 − 8x5
2 + x6

2 + 2x1x
7
2 − 8x1x

6
2 +

x2
1x

8
2 − 4x1x

7
2 ∈ C[[x1, x2]][y], como en el Ejemplo 7, con ∆y(f) = 4096x2

1x
20
2 (1 +

x2
1x

2
2 − 2x1x2), por lo que f es casi ordinario.

Se tiene que ξ = 2x2 + x
3
2
2 + x

1
2
1 x2

2 es ráız de f , de modo que las ráıces de f

pertenecen a C
[[

x
1
2
1 , x

1
2
2

]]
, esto debido a la acción del grupo de Galois del campo

de factorización de f , como se discutirá más adelante, Ecuación 2.4.3, en cuyo
caso k = 2 ̸= deg(f) = 4; sin embargo, C

[[
x

1
2
1 , x

1
2
2

]]
⊂ C

[[
x

1
4
1 , x

1
4
2

]]
.

También hay hipersuperficies que no son casi ordinarias cuyas ráıces se encuentran
en C

[[
X

1
k

]]
, como el siguiente ejemplo:

Ejemplo. El siguiente ejemplo fue tomado de [16]. Sea f(z) = (z2−x−y)2−4xy ∈
K[[x, y]][z], como en el Ejemplo 13. Las ráıces de f son:

±x
1
2 ± y

1
2 ,

las cuales pertenecen a K
[[

x
1
2 , y

1
2
]]

, en este caso k = 2.
Notemos que ∆y(f) = −256(y − x)(y + y(2x + 1) + x2 − x)2, por lo que f no es
un polinomio casi ordinario.

2.4. Monomios y exponentes caracteŕısticos

En esta sección f ∈ K[[X]][y] denotará un polinomio de Weierstrass, casi ordi-
nario e irreducible, de grado d y K un campo algebraicamente cerrado de carac-
teŕıstica 0, dado como f(y) = yd + ad−1y

d−1 + · · · + a0.
Los resultados que presentamos en esta sección fueron tomados de [16].

Proposición 2.4.1. Sea f(y) = yd +ad−1y
d−1 +· · ·+a0 ∈ K[[X]][y] un polinomio

de Weierstrass, casi ordinario e irreducible de grado d. Sean ξ, ξ′ ∈ K[[X 1
d ]] ráıces

de f todas distintas, existe λ ∈ Z≥0
n tal que ξ − ξ′ = X

λ
d u, con u unidad en

K[[X 1
d ]].
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Demostración. Por definición de polinomio casi ordinario se tiene que

∆yf = Xδu, (2.4.1)

con u ∈ K[[X]] unidad.
Por otro lado, por la ecuación (2.2.4),

∆yf = (−1)
d(d−1)

2
∏
i<j

(ξi − ξj)2, (2.4.2)

en donde ξi son las ráıces de f .
Sean ξ, ξ′ ∈ K

[[
X

1
d

]]
ráıces de f . Dado que K[[X]] ⊂ K

[[
X

1
d

]]
, los cuales son

anillos de factorización, igualando las expresiones (2.4.1) y (2.4.2) obtenemos que

ξ − ξ′ = x
λ1
d

1 · · · x
λn
d

n u,

en donde u es unidad en K
[[

X
1
d

]]
y λl ∈ Z≥0 para todo l = 1, . . . , n.

Definición 2.4.2. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de grado d casi
ordinario, M = Xλ, con λ ∈ (1

d
Z≥0)n es un monomio caracteŕıstico de f si

existen ξ, ξ′ ráıces de f tales que ξ − ξ′ = Mu, con u ∈ K[[X 1
d ]] unidad.

El conjunto
{
λ ∈ (1

d
Z≥0)n

∣∣∣ Xλ es un monomio caracteŕıstico
}

es el conjunto de
exponentes caracteŕısticos de f .

Ejemplo. El polinomio f(y) = y2 + x1y + x1, como en el Ejemplo 5, tiene
un único exponente caracteŕıstico que es 1

2 .

El polinomio f(y) = y2 − 2(x2 + 1)y + (x2 + 1) − x1, como en Ejemplo 6,
tiene un único exponente caracteŕıstico que es

(
1
2 , 0

)
.

El polinomio f(y) = y4 − 8x2y
3 + (24x2

2 − 2x3
2 − 2x1x

4
2)y2 + (−32x3

2 + 8x4
2 +

8x1x
5
2)y + 16x4

2 − 8x5
2 + x6

2 + 2x1x
7
2 − 8x1x

6
2 + x2

1x
8
2 − 4x1x

7
2 ∈ C[[x1, x2]][y],

como en el Ejemplo 7, tiene dos exponentes caracteŕısticos que son
(

1
2 , 2

)
y(

0, 3
2

)
.

Sea f ∈ K[[X]][y] y ξ ∈ K
[[

X
1
d

]]
una ráız de f . Se tiene que

K[[X]] ⊂ K[[X]][ξ] ⊂ K
[[

X
1
d

]]
.
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Consideremos a sus respectivos campos de fracciones

L ⊂ L(ξ) ⊂ Ld.

Abhyankar demuestra en [5, Teorema 3, pág. 585] que el campo Ld es una ex-
tensión finita de Galois de L. Y la acción del grupo de Galois de la extensión es
dada por alguna n-tupla (η1, . . . , ηn) donde ηi son ráıces d-ésimas de la unidad y

x
1
d
i 7→ ηix

1
d
i . (2.4.3)

Observación 2.4.3. Sea M ∈ Ld un monomio, con M = x
α1
d

1 · · · x
αn
d

n , donde
αi ∈ Z≥0, y φ ∈ Gal(Ld : L), entonces φ(M) = ηαM , para algún η = (η1, . . . , ηn)
con ηi ráıces d-ésimas de la unidad.

Sean ξ = ξ0, ξ1 . . . , ξd−1 ∈ Ld las ráıces de f . Denotemos al conjunto de las ráıces
de f por Z(f). Como Gal(Ld : L) actúa transitivamente sobre las ráıces de f

entonces Z(f) = {φ(ξ) : φ ∈ Gal(Ld : L)}, ver A.0.5.
Las técnicas empleadas en la demostración de la siguiente proposición se aplicarán
nuevamente en la demostración de la Proposición 5.2.2.

Proposición 2.4.4. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible casi ordinario.
Fijado ξ ∈ Z(f), si M es un monomio caracteŕıstico de f , entonces existe ξ′ ∈
Z(f) tal que Mu = ξ′ − ξ, con u unidad de K[[X 1

d ]].

Demostración. Sea Mij un monomio caracteŕıstico de f , con Mijuij = ξi − ξj,
ξi, ξj ∈ Z(f). Por la transitividad del grupo de Galois de un polinomio irreducible
existen φi, φj ∈ Gal(Ld : L), tales que

Mijuij = ξi − ξj = φi(ξ) − φj(ξ)

= φjφ
−1
j

(
φi(ξ) − φj(ξ)

)
= φj

(
φ−1

j φi(ξ) − ξ
)

= φj(ξk − ξ),

donde ξk = φk(ξ), con φk = φ−1
j φi ∈ Gal(Ld : L). De donde obtenemos que

φj
−1(Mijuij) = ξk − ξ.

De la Observación 2.4.3 se tiene que Mijuij = ξk − ξ, donde uij es unidad de
K[[X 1

d ]].
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Como consecuencia del resultado anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.4.5. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible casi ordinario, el
cardinal del conjunto de monomios caracteŕısticos de f es menor o igual que el
grado de f .

Sean Υ1, Υ2 ∈ K
[[

X
1
d

]]
se dice que Υ1 ≤ Υ2 mediante la relación de divisibilidad

si Υ1 divide a Υ2 en el anillo K
[[

X
1
d

]]
.

Proposición 2.4.6. El conjunto {Mi}1≤k≤g de monomios caracteŕısticos es to-
talmente ordenado mediante la relación de divisibilidad ≤ en el anillo K

[[
X

1
d

]]
.

Demostración. Se tiene que

Miui0 − Mjuj0 = (ξi − ξ0) − (ξj − ξ0) = ξi − ξj = Mijuij. (2.4.4)

Si Mi = xα1
1 · · · xαn

n , Mj = xγ1
1 · · · xγn

n y Mij = xδ1
1 · · · xδn

n , entonces por (2.4.4)
tenemos que

xα1
1 · · · xαn

n ui0 − xγ1
1 · · · xγn

n uj0 = xδ1
1 · · · xδn

n uij. (2.4.5)

Si αi < γi y αj > γj para algunos i, j con 0 ≤ i, j ≤ n, entonces (2.4.5) no se
cumpliŕıa. Por lo que necesariamente αi ≤ γi o αi ≥ γi para todo 0 ≤ i ≤ n y, en
consecuencia, Mi divide a Mj o Mj divide Mi.

Observación 2.4.7. Como consecuencia se tiene que los exponentes caracteŕısti-
cos están totalmente ordenados mediante la relación de orden parcial

(α1, . . . , αn) ≤ (β1, . . . , βn) si αi ≤ βi, para todo i = 1, . . . , n.

El siguiente resultado destaca una de las propiedades fundamentales de los mo-
nomios caracteŕısticos de singularidades casi ordinarias. Tornero define los mono-
mios distinguidos de una superficie de Puiseux como los monomios que cumplen
esta propiedad [45]. En el Teorema 4.4.3, se presenta una extensión de este resul-
tado.

Proposición 2.4.8. Sea {Mi}0≤i≤g el conjunto de monomios caracteŕısticos de
una ráız casi ordinaria ξ, entonces L(ξ) = L(M1, . . . , Mg).
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El siguiente teorema caracteriza a las ráıces casi ordinarias y da una forma de
definir los exponentes caracteŕısticos de polinomios casiordinarios en función del
soporte de una de sus ráıces. La demostración puede consultarse, por ejemplo en
[16]. Presentamos una extensión de este resultado en el Teorema 5.2.5.

Teorema 2.4.9. Sea ξ = ∑
cλXλ ∈ K

[[
X

1
d

]]
, no unidad. Entonces ξ es una

ráız casi ordinaria si y sólo si, existen λi ∈ (1
d
N)n, para i = 1, . . . , g, tales que:

1. λ1 < λ2 < · · · < λg, y cλi
̸= 0 para todo i = 1, . . . , g.

2. cλ ̸= 0, entonces λ ∈ Zn +
∑

λi≤λ

Zλi.

3. Para j = 1, . . . , g se tiene que λj no pertenece a Zn +
∑

λi<λj

Zλi.

en cuyo caso λ1, . . . , λg son los exponentes caracteŕısticos.

Ejemplo. Consideremos ξ = x2+x
3
2
2 +x

1
2
1 x2

2 ∈ C
[[

x
1
2
1 , x

1
2
2

]]
. Sean λ := (0, 1), λ1 :=(

0, 3
2

)
y λ2 :=

(
1
2 , 2

)
. Entonces

1. λ1 < λ2,

2. cλ = 1 y λ ∈ Z2 +
∑

λi≤λ

Zλi,

3. λ1 ̸∈ Z2, λ2 ̸∈ Z2 +
(
0, 3

2

)
Z.

Por el Teorema 2.4.9, ξ es una ráız casi ordinaria.
Por otro lado ξ es ráız de f(y) = [(y − x2)2 − x1x

4
2 − x3

2]2 − 4x1x
7
2 ∈ C[[x1, x2]][y],

como en el Ejemplo 8, y ∆y(f) = 4096x2
1x

20
2 (1 − 2x1x2 + x2

1x
2
2).

Las ráıces de f son ξ1 = ξ, ξ2 = x2 − x
3
2
2 − x

1
2
1 x2

2, ξ3 = x2 + x
3
2
2 − x

1
2
1 x2

2 y
ξ4 = x2 − x

3
2
2 + x

1
2
1 x2

2. Haciendo diferencias entre las ráıces tenemos

ξ1 − ξ2 = 2x
3
2
2 + 2x

1
2
1 x2

2 = x
3
2
2 (2 + x

1
2
1 x

1
2
2 ),

ξ1 − ξ3 = ξ2 − ξ3 = 2x
1
2
1 x2

2,

ξ1 − ξ4 = ξ2 − ξ4 = 2x
3
2
2 .

(2.4.6)

Teniéndose que λ1 =
(
0, 3

2

)
y λ2 =

(
1
2 , 2

)
son los exponentes caracteŕısticos.

Cumpliéndose, en efecto, lo que establece el Teorema 2.4.9.

Consideremos a los siguientes grupos abelianos:
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Q0 := Zn,
Qi := Qi−1 + Zλi para todo i = 1, . . . , g.

Notemos que Qi−1 ⊂ Qi, por lo que podemos definir el grupo cociente Qi

Qi−1
.

Consideremos a ni =
∣∣∣ Qi

Qi−1

∣∣∣.
Se tiene que

Qi

Qi−1
= {q + Qi−1 : q ∈ Qi} = {zλi + Qi−1 : z ∈ Z}.

Dado que λi ∈ Qn, entonces existe k ∈ Z tal que λi = 1
k
a, con a = (a1, . . . , an) ∈

Zn y mcd(a1, . . . , an, k) = 1.
Probaremos que Qi

Qi−1
∼= Z

kZ , mediante el mapeo

φ : zλi + Qi−1 = z
a

k
+ Qi−1 7→ z + kZ.

Sean z1λi + Qi−1, z2λi + Qi−1 ∈ Qi

Qi−1
. Se tiene que

φ((z1λi + Qi−1) + (z2λi + Qi−1)) = φ((z1 + z2)λi + Qi−1)

= (z1 + z2) + kZ

= (z1 + kZ) + (z2 + kZ)

= φ(z1λi + Qi−1) + φ(z2λi + Qi−1),

de manera que φ es un homomorfismo.
Sea z + kZ ∈ Z

kZ , entonces φ(zλi + Qi−1) = z + kZ, por lo que φ es suprayectiva.
Sean z1λi + Qi−1, z2λi + Qi−1 ∈ Qi

Qi−1
tales que φ(z1λi + Qi−1) = φ(z2λi + Qi−1),

entonces z1 + kZ = z2 + kZ, de modo que z1 − z2 ∈ kZ, esto es, z1 − z2 = km,
para algún m ∈ Z.
Por lo que (z1 − z2)λi + Qi−1 = (km)a

k
+ Qi−1 = ma + Qi−1 = Qi−1, de modo que

z1λi + Qi−1 = z2λi + Qi−1, consecuentemente φ es inyectiva.
Denotemos a ej = nj · · · ng, para j = 1, . . . , g y n0 = 1.

Observación 2.4.10. Por el Lema 2.4.8 se tiene que Mi ∈ L(ξ) para todo i =
1, . . . , g. Por lo que L(M1, . . . , Mj) ⊂ L(ξ) y L(M1, . . . , Mj−1) ⊂ L(M1, . . . , Mj),
además

n1 = [L(M1) : L],
nj = [L(M1, . . . , Mj) : L(M1, . . . , Mj−1)], para j = 2, . . . , g,
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ej = [L(ξ) : L(M1, . . . , Mj)], para j = 1, . . . , g.

Se tiene que [L(ξ) : L] = n0 · n1 · · · ng.

Ejemplo. El elemento ξ = x
1
2 y + x

3
2 y

5
2 es una ráız casi ordinaria del polinomio

f(z) = z4 − 2xy2z2 − 2x3y5z2 + x2y4 + 2x4y7 + x6y10 − 4x4y7, como en el Ejemplo
9.
Los exponentes caracteŕısticos de f son λ1 =

(
1
2 , 1

)
y λ2 =

(
3
2 , 5

2

)
y sus monomios

caracteŕısticos son M1 = Xλ1 y M2 = Xλ2 .
Se tiene que

[L(M1) : L] = 2

y
[L(M1, M2) : L(M2)] = 2.

Teniéndose que [L(ξ) : L] = n1 · n2 = 4, el cual coincide con el grado de f .
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CAPÍTULO 3

Campos algebraicamente cerrados que contienen
a las series de potencias

El campo de fracciones de las series de potencias en la indeterminada x es deno-
tado por K((x)), el cual no es algebraicamente cerrado. Su clausura algebraica
es el campo ⋃

k∈Z>0

K
((

x
1
k

))
,

conocido como el campo de las series de Puiseux [41, 13].
En el caso de varias variables no se cumple que

⋃
k∈Z>0

K
((

X
1
k

))
(3.0.1)

sea la clausura algebraica de K((X)). Para polinomios muy particulares, en el
anillo K[[X]][y], se puede garantizar que las ráıces se encuentren en (3.0.1), como
por ejemplo, los polinomios casi ordinarios, tal como lo establece el Teorema de
Jung-Abhyankar. Cuando un polinomio tiene ráıces en el anillo 3.0.1 se dice que
define una hipersuperficie de Puiseux. Tornero estudia estas hipersuperficies
en [45]. En el caso de un polinomio arbitrario en el anillo K[[X]][y], McDonald
demuestra en [36] que las ráıces pueden expresarse como series cuyo soporte se
encuentra contenido en un cono poliédrico racional fuertemente convexo.
En este contexto, Aroca, Ilardi y Rond, en [8, 9], construyen un campo algebrai-
camente cerrado para cada orden continuo en Rn.
Introducimos el concepto de cono fuertemente convexo y el anillo de series de
potencias con exponentes enteros en conos. Finalmente, presentamos la construc-
ción de los campos algebraicamente cerrados utilizando un orden total positivo.
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Definimos una valoración (3.3.8) para los campos y construimos sus anillos de
valoración. Mostramos en el Lema 3.3.12 que si f ∈ K[[X]][y] es un polinomio
irreducible de Weierstrass, las ráıces de f se encuentran en los anillos de valoración
y demostramos en el Lema 3.3.7 que cada elemento de S⪯ puede expresarse como
un monomio multiplicado por una unidad en su anillo de valoración. Concluimos
que existen extensiones de campos de Galois en las cuales se pueden encontrar
todas las ráıces y conocer su soporte. Los resultados presentados en la Sección
3.3 son de nuestra autoŕıa, con excepción de aquellos cuyas demostraciones se
encuentran citadas en las referencias correspondientes.
A lo largo de este caṕıtulo ⪯ denotará un orden continuo total positivo en Rn

compatible con la estructura de grupo.

3.1. Conos

Se dice que σ ⊂ Rn es un cono (poliedrico convexo) si existen u1, u2, . . . , us ∈ Rn

tales que

σ = ⟨u1, u2, . . . , us⟩ := {µ1u1 + µ2u2 + . . . + µsus | µi ∈ R≥0}.

En cuyo caso se dice que u1, . . . , us son generadores de σ.
Sea S ⊂ Rn, el cono generado por el conjunto S es

σ = ⟨µ1s1 + · · · + µlsl | s1, . . . , sl ∈ S y µ1, . . . , µl ∈ R≥0⟩ .

Observación 3.1.1. Si σ es un cono, entonces σ ∩ Zn es un monoide, ver Defi-
nición 1.3.1.

Se dice que σ ⊂ Rn es un cono racional si existe un conjunto de generadores de
σ que pertenecen a Qn.

Ejemplo. Los siguientes conos son racionales:

1. σ =
〈
(3

4 , 4
3), (5

6 , 7
2)
〉

= ⟨(9, 8), (5, 21)⟩.

2. σ =
〈
(−1, 0), (1, 0), (1,

√
2)
〉

= ⟨(−1, 0), (1, 0), (0, 1)⟩.

3. σ =
〈
(
√

2,
√

2)
〉

= ⟨(1, 1)⟩.
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4. Mientras que σ =
〈
(1, 0), (1,

√
2)
〉

no es racional, pues λ(1,
√

2) ∈ Q2 si y
sólo si λ = 0.

Se dice que σ es un cono fuertemente convexo si no contiene ningún subespacio
lineal propio de dimensión mayor que 0.

Ejemplo. 1. σ1 = ⟨(1, 0), (1, 1)⟩, σ2 = ⟨(−1, 2)⟩ son conos fuertemente conve-
xos.

2. σ3 = ⟨(−1, 0), (0, 1), (1, 0)⟩ no es un cono fuertemente convexo, pues contie-
ne a la recta y = 0.

Sea σ un cono en Rn, definimos el dual de σ, denotado por σ∨, como:

σ∨ := {u ∈ Rn | u · α ≥ 0 ∀ α ∈ σ}.

Observación 3.1.2. Presentamos algunas propiedades de σ∨:

1. σ∨∨ = σ.

2. Si σ es fuertemente convexo, entonces σ∨ no necesariamente lo es. Por
ejemplo, σ = ⟨(0, 1)⟩ es fuertemente convexo y σ∨ = ⟨(−1, 0), (0, 1), (1, 0)⟩
no es fuertemente convexo.

3. σ es fuertemente convexo y de dimensión maximal si y sólo si σ∨ es fuer-
temente convexo y de dimensión maximal.

Sea ⪯ un orden en Rn compatible con la estructura de grupo. Un conjunto S ⊂ Rn

es ⪯-no negativo si y sólo si el cono generado por S es ⪯-no negativo.
Al conjunto de conos racionales en Rn que son ⪯-no negativos lo denotaremos
por C⪯.

Proposición 3.1.3. Sea ⪯ un orden sobre Rn compatible con la estructura de
grupo, si σ ∈ C⪯ entonces es fuertemente convexo.

Demostración. Si σ no fuese fuertemente convexo, existiŕıa α ∈ σ \ {0} tal que
−α ∈ σ. Dado que σ ∈ C⪯, entonces α ≻ 0 y de aqúı que 0 ≻ −α, pero
−α ∈ σ, por lo que −α ≻ 0, lo cual no es posible. Por lo tanto, σ es fuertemente
convexo.

Observación 3.1.4. Sea σ un cono en Rn, si ω ∈ σ∨, entonces 0 ≤ω α para toda
α ∈ σ.
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3.2. El anillo de series de potencias formales con
exponentes en un cono

Sea σ un cono racional fuertemente convexo y K un campo algebraicamente
cerrado. Denotaremos al conjunto de series con exponentes en un cono,
como K[[σ]], esto es:

K[[σ]] :=

 ∑
γ∈σ∩Zn

aγxγ
∣∣∣ aγ ∈ K

 .

Se tiene que K[[σ]] tiene una estructura natural de anillo con las operaciones
suma y producto dadas por:

a + b :=
∑

γ∈σ∩Zn

cγxγ,

en donde a =
∑

α∈σ∩Zn

aαxα, b =
∑

β∈σ∩Zn

aβxβ y cγ = aγ+bγ, por lo que a+b ∈ K[[σ]].

Aśı también,
ab :=

∑
γ∈σ∩Zn

dγxγ,

con dγ =
∑

α+β=γ

aαbβ.

Dado que σ ∩ Zn es un monoide, si a, b ∈ σ ∩ Zn, entonces a + b ∈ σ ∩ Zn.
Por ser σ fuertemente convexo, para todo γ ∈ Zn, existe una cantidad finita de
α, β ∈ σ ∩ Zn que cumplen α + β = γ. De manera que, la suma

∑
α+β=γ

aαbβ está

bien definida para toda γ, consecuentemente ab ∈ K[[σ]].
El anillo K[[σ]] es el completado del anillo de coordenadas de la variedad tórica
af́ın asociada al cono σ.
Diremos que un cono σ en Rn es positivo si contiene al primer ortante.

Observación 3.2.1. Si σ es un cono positivo, se tiene una inclusión natural del
anillo K[[X]] en K[[σ]].

Similarmente se define el anillo de series de potencias con exponentes en un cono
σ y denominador k ∈ N, K[[σ]]k, como

K[[σ]]k :=


∑

γ∈σ∩( 1
k
Z)n

aγxγ
∣∣∣ aγ ∈ K

 .
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Denotaremos por K((σ)) al campo de fracciones de K[[σ]] y como K((σ))k al
campo de fracciones de K[[σ]]k.
El siguiente resultado establece cuándo una serie en K[[σ]] es invertible. La de-
mostración puede consultarse en [10], siendo suficiente adaptar la demostración
de la Proposición 1.4.1.

Proposición 3.2.2. Sea f ∈ K[[σ]], entonces f es invertible en K[[σ]] si y sólo
si f tiene término constante distinto de cero.

Sea x − y ∈ K[[x, y]], por la Proposición 1.4.1, no es de la forma xα1yα2u, con
u unidad de K[[x, y]] y (α1, α2) ∈ Z≥0

2. Por otro lado, x − y = x(1 − x−1y) y
x + y = y(1 − xy−1). Sean σ1 =< (1, 0), (−1, 1) > y σ2 =< (0, 1), (1, −1) >

entonces x − y śı es de la forma xα1yα2u, con u unidad en K[[σ1]] y en K[[σ2]] y
(α1, α2) ∈ Z2. Notemos que σ1 ∪ σ2 no es fuertemente convexo.

3.3. Campos algebraicamente cerrados de series
de potencias con soporte en conos traslada-
dos

Recordemos que a lo largo de este caṕıtulo ⪯ denotará un orden total positivo
continuo en Rn.
El soporte de una serie φ =

∑
γ∈Λ

aγxγ con Λ ⊂ Rn, Supp(φ), como en (1.4.6)

es
Supp(φ) := {γ | aγ ̸= 0}.

Observación 3.3.1. Sean φ1 =
∑

γ∈Λ1

aγxγ y φ2 =
∑

γ∈Λ2

bγxγ, con Λ1, Λ2 ⊂ Rn,

entonces

Supp(φ1 + φ2) ⊂ Supp(φ1) ∪ Supp(φ2).

Cuando φ1φ2 está definida, esto es, {(γ′, γ′′) | γ′, γ′′ ∈ Rn, aγ′ ̸= 0, bγ′′ ̸=
0, γ′ + γ′′ = γ} sea finito, entonces

Supp(φ1φ2) ⊂ Supp(φ1) + Supp(φ2).

Consideremos n = 2, φ1 = x1 − x2 y φ2 = x1 + x2. Entonces Supp(φ1) =
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Supp(φ2) = {(1, 0), (0, 1)}, por lo que

Supp(φ1φ2) = {(2, 0), (0, 2)} ⊊ {(2, 0), (1, 1), (0, 2)} = Supp(φ1) + Supp(φ2).

El anillo de series de potencias con exponentes enteros en conos ⪯-no
negativos, denotado por K⪯[[X]], se define como

K⪯[[X]] :=
{
φ | ∃ σ ∈ C⪯ tal que Supp(φ) ⊂ σ ∩ Zn

}
=

⋃
σ∈C⪯

K[[σ]],

la demostración de que K⪯[[X]] es un anillo puede consultarse en [10, Teorema
15]. Como consecuencia de la Proposición 3.2.2 el conjunto K⪯((X)) definido por

K⪯((X)) :=
{
φ | ∃ γ ∈ Zn tal que Xγφ ∈ K⪯[[X]]

}
=
{
φ | ∃ σ ∈ C⪯ y γ ∈ Zn tales que Supp(φ) ⊂ (σ + γ) ∩ Zn

}
=

⋃
σ∈C⪯

K((σ))
(3.3.1)

es su campo de fracciones, ver también en [10, Teorema 15].

La demostración que se presenta en [10] para justificar que K⪯[[X]] y K⪯((X))
son anillo y campo, respectivamente, se puede adaptar para los conjuntos que
presentamos a continuación.

El anillo de series de potencias con exponentes en conos ⪯-no negativos
con k-ramificación, con k ∈ Z>0, denotado por K⪯[[X]]k, se define como

K⪯[[X]]k :=
{
φ | φ(Xk) ∈ K⪯[[X]]

}
(3.3.2)

=
{
φ | ∃ σ ∈ C⪯ tal que Supp(φ) ⊂ σ ∩

(1
k
Z
)n}

(3.3.3)

=
⋃

σ∈C⪯

K[[σ]]k (3.3.4)

y el conjunto K⪯((X))k definido por
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K⪯((X))k :=
{
φ | ∃ γ ∈ Zn tal que Xγφ ∈ K⪯[[X]]k

}
=
{

φ | ∃ σ ∈ C⪯ y γ ∈ Zn tales que Supp(φ) ⊂ (σ + γ) ∩
(1

k
Z
)n}

=
⋃

σ∈C⪯

K((σ))k

(3.3.5)

es su campo de fracciones.
El conjunto de series de Puiseux con exponentes en conos ⪯-no negativos
A⪯ definido por

A⪯ :=
{

φ | ∃ σ ∈ C⪯ y k ∈ N tales que Supp(φ) ⊂ σ ∩
(1

k
Z
)n}

=
⋃

k∈Z>0

K⪯[[X]]k

(3.3.6)
es un anillo.
Como consecuencia de la Proposición 3.2.2 se tiene el siguiente resultado:

Proposición 3.3.2. Un elemento en A⪯ es una unidad si y sólo si su término
constante es distinto de cero.

Como consecuencia de la Proposición 3.3.2, el conjunto S⪯ dado por

S⪯ :=
{
φ | ∃ γ ∈ Zn tal que xγφ ∈ A⪯

}
=

⋃
k∈Z>0

K⪯((X))k (3.3.7)

es su campo de fracciones.

Teorema 3.3.3 (Aroca-Ilardi-Rond). El campo de fracciones del anillo de series
de Puiseux con exponentes en conos ⪯-no negativos S⪯, descrito en (3.3.7), es
algebraicamente cerrado.

La prueba del Teorema 3.3.3 puede consultarse en [8, Teorema 1], para órdenes
≤ω y para órdenes continuos en [9, Teorema 4.5].
Sea ⪯ un orden positivo en Rn. La valoración ν⪯ como en (1.6.1) se extiende de
manera natural a ν⪯ : S⪯ → Qn ∪ {∞} como:

ν⪯(φ) := mı́n
⪯

Supp(φ) (3.3.8)

y ν⪯(0) = ∞.
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Notemos que el mı́nimo del conjunto Supp(φ) existe pues los conos son racionales
y los elementos del soporte tienen denominador acotado.

Observación 3.3.4. Sean ς =
∑

aαXα ∈ S⪯ y ς≺γ :=
∑
α≺γ

aαXα, se tiene que

ν⪯(ς − ς≺γ) ⪰ γ.

Dada una serie ξ =
∞∑

i=α

aix
i
d ∈ K((x 1

d )) denotamos por

ordx(ξ) := mı́n
ai ̸=0

i

d
. (3.3.9)

Dada una serie ξ ∈ K((x)) y ordx como en (3.3.9) se tiene que

ξ = xordx(ξ)ξ̄ (3.3.10)

donde ξ̄ = x−ordx(ξ)ξ es una unidad de K[[x]]. El término axordx(ξ) en la serie
ξ se llama término dominante. El exponente del término dominante se llama
exponente dominante.
Por el lema que presentamos a continuación concluimos que toda serie en S⪯

posee un término dominante.

Lema 3.3.5. Todo elemento ς ∈ S⪯ es de la forma ς = Xν⪯(ς)u, con u ∈ A⪯

unidad.

Demostración. Sea ς = ∑
aαXα ∈ S⪯. Para todo α ∈ Supp(ς) se tiene que

ν⪯(ς) ⪯ α, por lo que 0 ⪯ α − ν⪯(ς). Escribamos a ς como

ς =
∑

aαXα = Xν⪯(ς)
(∑

aαXα−ν⪯(ς)
)

.

Sea ϕ := ∑
aαXα−ν⪯(ς) = ∑

bαXα donde bα = aα+ν⪯(ς). Como b(0,...,0) = aν⪯(ς) ̸= 0,
tenemos que ϕ es una unidad, Proposición 3.3.2.

Proposición 3.3.6. Sea ⪯ un orden total en Rn. El anillo de valoración de S⪯

es A⪯.

Demostración. Sea ς ∈ S⪯ tal que ν⪯(ς) ⪰ 0. Por (3.3.7) existe k ∈ Z>0 tal
que Supp(ς) ⊂ 1

k
Zn. Por el Lema 3.3.5, ς = Xν⪯(ς)u, con u unidad de A⪯.

Consideremos al cono σ =< ν⪯(ς) >. Se tiene que σ es positivo para ⪯ pues
ν⪯(ς) ⪰ 0. Por lo tanto, Xν⪯(ς) ∈ K[[σ]]k ⊂ A⪯. Dado que A⪯ es un anillo y
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u ∈ A⪯, entonces Xν⪯(X)u ∈ A⪯. Ahora, sea ς ∈ A⪯, por (3.3.6) existen σ ∈ C⪯

y k ∈ Z tales que Supp(ς) ⊂ σ ∩
(

1
k
Z
)n

. Dado que σ es ⪯-no negativo, entonces
ν⪯(ς) ⪰ 0. Teniéndose la igualdad.

Proposición 3.3.7. Sea φ ∈ K[[σ]]k. Se tiene que φ es unidad en K[[σ]]k si y
sólo si para todo orden σ−positivo ⪯, se tiene que ν⪯(φ) = 0.

Demostración. El resultado es consecuencia directa de la Proposición 3.2.2 y del
Lema 3.3.5.

Corolario 3.3.8. Sea φ ∈ K[[σ]]k. Se tiene que φ = Xαu con α ∈ ( 1
k
Z)n y

u ∈ K[[σ]]∗k si y sólo si para todo orden σ−positivo ⪯, se tiene que ν⪯(φ) = α.

Demostración. Este resultado es consecuencia de la Proposición 3.3.7.

Proposición 3.3.9. Sea ⪯ un orden total positivo sobre Rn y k ∈ Z≥0. Se tiene
que K⪯

((
X
))

k
= K⪯

((
X
))[

X
1
k

]
.

Demostración. Observemos que K⪯
((

X
))[

X
1
k

]
⊂ K⪯

((
X
))

k
. A continuación

probaremos la otra inclusión.
Sea φ ∈ K⪯((X))k, con φ =

∑
α∈Zn

aαX
α
k .

Se tiene que

φ =
∑

α∈Zn

α=(α1,...,αn)

aαX
α
k

=
∑

(i1,...,in)∈{1,...,k−1}n

∑
α∈Zn

ij≡αj mod(k)

aαX
α
k

=
∑

(i1,...,in)∈{1,...,k−1}n

 ∑
α∈Zn

ij≡αj mod(k)

aαX
α
k

− (i1,...,in)
k

X
(i1,...,in)

k

Dado que αj ≡ ij mod (k), para todo i = 1, . . . , n, entonces α
k

− (i1,...,in)
k

≡ 0 mod
(k). De donde obtenemos que

∑
α∈Zn

ij≡αj mod(k)

aαX
α
k

− (i1,...,in)
k ∈ K⪯((X)). También,

dado que {(i1, . . . , in) | {1, . . . , k − 1}n} es un conjunto finito, se tiene que φ ∈
K⪯((X))[X 1

k ].

Sean η una ráız k-ésima primitiva de la unidad y µ = (µ1, . . . , µn) ∈ {0, . . . , k −
1}n. De manera natural se define el automorfismo de campos, τη,µ : K⪯((X))k →
K⪯((X))k, dado por
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τη,µ : φ
(
x

1
k
1 , . . . , x

1
k
n

)
7→ φ

(
ηµ1x

1
k
1 , . . . , ηµnx

1
k
n

)
. (3.3.11)

Observación 3.3.10. Con los automorfimos definidos en (3.3.11) se tiene que
Supp

(
φ
(
x

1
k
1 , . . . , x

1
k
n

))
= Supp

(
τη,µ

(
φ
(
x

1
k
1 , . . . , x

1
k
n

)))
.

Observación 3.3.11. Aparicio demuestra que K[[σ]] es un dominio entero [10,
Teorema 11] dicha prueba puede adaptarse para el anillo K[[σ]]k, con k ∈ N, por
lo que podemos aplicar el Criterio de Kaplansky [30, Corolario 3.4] para conclúır
que K[[σ]]k es un dominio de factorización única.

Lema 3.3.12. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio de Weierstrass. Si ξ ∈ S⪯ es ráız
de f , entonces ξ ∈ A⪯. Más aún, ξ pertenece al ideal maximal de A⪯.

Demostración. Dado que ξ ∈ S⪯, existen un cono σ positivo y k ∈ N tales
que ξ ∈ K((σ))k. Por otro lado se tiene que f ∈ K[[σ]]k[y], por lo que existen
f1, . . . , fl ∈ K[[σ]]k[y] irreducibles y a1, . . . , al ∈ Z≥0 tales que f = fa1

1 · · · fal
l .

Sea fi para el cual ξ es ráız. Dado que K((σ))k es el campo de fracciones de
K[[σ]]k y fi es irreducible en K[[σ]]k[y], entonces por el Lema de Gauss, ver
A.0.2, ξ ∈ K[[σ]]k ⊂ A⪯.
Vamos a suponer que ν⪯(ξ) = 0, por propiedades de la valoración, ν⪯(ξj) =
jν⪯(ξ) = j0 = 0.
Dado que mult(ai) > 0, para todo i, entonces ν⪯(ai) ≻ 0. Por otro lado, toda
valoración satisface que ν(a + b) ≥ mı́n{ν(a), ν(b)}, con igualdad si ν(a) ̸= v(b).
Dado que ξd + a1ξ

d−1 + · · · + ad = 0, entonces ν⪯(ξd + a1ξ
d−1 + · · · + ad) = ν⪯(0).

Dado que ν⪯(ai) ≻ 0 entonces ν⪯(ξd + a1ξ
d−1 + · · · + ad) = 0. Sin embargo,

0 ̸= ν⪯(0). De manera que, ν⪯(ξ) ≻ 0, consecuentemente ξ pertenece al ideal
maximal de A⪯.

Observación 3.3.13. El Lema 3.3.12 también funciona para polinomios f(y) =
yd + a1y

d−1 + · · · + ad ∈ K[[X][y] con la condición de que mult(ai) > 0.

Lema 3.3.14. Sean ⪯ un orden total positivo, φ ∈ A⪯, k ∈ Z>0, σ un cono
tal que φ ∈ K[[σ]]k y ⪯ es σ−positivo. Si existe ⪯′ un orden σ−positivo tal que
ν⪯(φ) ̸= ν⪯′(φ) entonces φ no es unidad de (K[[σ]]k)

x
1
k
1 ···x

1
k
n

.

Demostración. Sea ⪯′ un orden σ−positivo tal que ν⪯(φ) ̸= ν⪯′(φ). Supongamos
que φ = Xγu, con γ ∈ 1

k
Z≥0 y u ∈ K[[σ]]k unidad. Dado que ⪯ y ⪯′ son
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σ−positivos, entonces u ∈ K[[σ]]k ⊂ A⪯ y u ∈ K[[σ]]k ⊂ A⪯′ , en ambos anillos
u es unidad, por lo que ν⪯(u) = 0 y ν⪯′(u) = 0, por lo tanto ν⪯(φ) = γ y
ν⪯′(φ) = γ, de donde obtenemos que ν⪯(φ) = ν⪯′(φ), lo cual no es posible.
Consecuentemente, φ no es unidad de (K[[σ]]k)

x
1
k
1 ···x

1
k
n

.

Corolario 3.3.15. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass
y ⪯ un orden total positivo en Rn. Sea σ un cono tal que ⪯ es σ−positivo y
ξ1, ξ2 ∈ K[[σ]]k, para algún k ∈ Z>0, son ráıces de f . Si existe ⪯′ un orden
σ−positivo tal que ν⪯(ξ1 − ξ2) ̸= ν⪯′(ξ1 − ξ2), entonces ξ1 − ξ2 no es de la forma
Xγu, con γ ∈ ( 1

k
Zn) y u ∈ K[[σ]]k unidad.

Demostración. El resultado es consecuencia del Lema 3.3.14.

3.3.1. Conos ω-positivos y polinomios σ-libres

Sea ω ∈ Rn un vector de coordenadas racionalmente independientes. Se dice que
un cono σ en Rn es ω-positivo si σ ⊂ ⟨ω⟩∨. Un cono racional ω-positivo siempre
es fuertemente convexo.
El Teorema de McDonald [36], que enunciamos a continuación, es un caso parti-
cular del Teorema de Aroca-Ilardi, Teorema 3.3.3.

Teorema 3.3.16. [McDonald] Dado ω ∈ Rn de coordenadas racionalmente in-
dependientes, f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass, existen
k ∈ Z>0, un cono racional σ el cual es ω-positivo y ξ1, . . . , ξd ∈ K[[σ]]k tales

que f =
d∏

i=1
(y − ξi).

Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio y σ un cono en Rn. Se dice que f es un polinomio
σ-libre si es irreducible como elemento de K[[σ]][y] y tiene sus ráıces en K[[σ]]k,
para algún k.
Abbas-Assi introducen este concepto en [11]. Y utilizan el Teorema de McDonald
para encontrar ráıces y aśı poder definir los monomios y exponentes caracteŕısticos
de un polinomio σ−libre.

Ejemplo. Por Jung-Abhyankar (Teorema 2.3.3) se tiene que cualquier polinomio
casi ordinario irreducible es (R≥0)n−libre.
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CAPÍTULO 4

⪯-monomios y exponentes caracteŕısticos
asociados a un polinomio de Weierstrass

En este caṕıtulo consideramos un polinomio arbitrario de Weierstrass irreducible
f ∈ K[[X]][y] y presentamos extensiones de Kummer K⪯((X))k/K⪯((X)), en las
cuales se encuentran todas sus ráıces. Las ráıces de f no pueden ser múltiples,
lo que facilita el cálculo de las diferencias entre ellas y la definición de los ⪯
−exponentes caracteŕısticos asociados a f haciendo uso del Lema 3.3.5.

En el caso casiordinario, dimos dos definiciones equivalentes de exponente carac-
teŕıstico: Definición 2.4.2 y Teorema 2.4.9. Las extensiones de estas definiciones
al caso que nos ocupa no son equivalentes. La extensión de la primera definición
serán los ⪯ −exponentes caracteŕısticos asociados a f y la segunda serán los
⪯ −exponentes asociados a un elemento de S⪯.

Finalmente, extendemos dos resultados presentados por Tornero en [45] al caso
de series de Puiseux. En el Lema 4.4.1, determinamos el grado de las extensiones
de la forma K⪯((X))[ξ]/K⪯((X)) , donde ξ ∈ S⪯ es algebraico sobre K⪯((X)),
utilizando los ⪯ −exponentes asociados a ξ. Por otro lado, en el Teorema 4.4.3,
generalizamos el resultado de Tornero sobre los exponentes que él denomina dis-
tinguidos [45, Teorema, pág. 2].

Los resultados presentados en este caṕıtulo son de nuestra autoŕıa, con excep-
ción de aquellos cuyas demostraciones se encuentran citadas en las referencias
correspondientes.

A lo largo de este caṕıtulo, K representará un campo algebraicamente cerrado
de caracteŕıstica 0, ⪯ un orden total positivo continuo en Rn y f ∈ K[[X]] un
polinomio mónico irreducible de Weierstrass.
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4.1. ⪯ −monomios y exponentes caracteŕısticos
asociados a un polinomio de Weierstrass

Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio mónico de Weierstrass irreducible de grado d,
⪯ un orden total positivo y ξ1, . . . , ξd ∈ A⪯ las ráıces de f . Por definición, el
campo de factorización de f es K((X))[ξ1, . . . , ξd]. Dado que f ∈ K((X))[y] es
irreducible y K((X)) es un campo de caracteŕıstica 0, entonces ξi ̸= ξj, para todo
i ̸= j, ver A.0.1.
Ya estamos en posición de extender a singularidades generales la definición de
exponente caracteŕıstico dada para singularidades casiordinarias en la Definición
2.4.2.

Definición 4.1.1. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio mónico irreducible de
Weierstrass y ⪯ un orden total positivo continuo sobre Rn. Se dice que M es
un ⪯-monomio caracteŕıstico de f si existen ξ, ξ′ ∈ A⪯, ráıces de f , ta-
les que ξ − ξ′ = Mu, con u unidad en A⪯. El conjunto {α : xα es un ⪯
−monomio caracteŕıstico de f}, es el conjunto de ⪯-exponentes caracteŕısti-
cos de f .
Usaremos la notación ⪯ −char(f) para denotar al conjunto de los ⪯ −exponentes
caracteŕısticos de f .

Ejemplo. Sean f(y) = y2 − (x2
1 + x2

2) ∈ K[[x1, x2]][y], como en el Ejem-
plo 15, y σ = ⟨(0, 1), (1, −1)⟩. Con ayuda del binomio de Newton podemos
calcular las ráıces de f en K[[σ]], las cuales son ξ1 = ∑∞

i=0

(
µ
i

)
x2i

1 x1−2i
2 , ξ2 =

−∑∞
i=0

(
µ
i

)
x2i

1 x1−2i
2 ∈ K[[σ]], donde µ = 1

2 .
Sean ω = (

√
2, 1) y ≤ω un orden total en R2 que extiende al orden total ≤ω en

Q2.
Tenemos que ξ1 − ξ2 = ∑∞

i=0 2
(

µ
i

)
x2i

1 x1−2i
2 = X(0,1)u, tal que u ∈ A≤ω , es una

unidad. Por lo tanto (0, 1) es el ≤ω −exponente caracteŕıstico de f .

Ejemplo. Consideremos f(y) = y5 + x2
1x

2
2y

2 + x5
2 ∈ K[[x1, x2]][y], como en el

Ejemplo 10, y ω = (1,
√

5). En el campo K≤ω((x1, x2))6 podemos hallar a las
ráıces de f las cuales son:

ξ1 = −x
2
3
1 x

2
3
2 − 1

3x
− 8

3
1 x

7
3
2 + 1

3x−6
1 x4

2 − 44
81x

− 28
3

1 x
17
3

2 + · · ·
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ξ2 = 1 − i
√

3
2 x

2
3
1 x

2
3
2 + 2i

3i + 3
√

3
x

− 8
3

1 x
7
3
2 + 1

3x−6
1 x4

2 − −44i + 44
√

3
81i + 81

√
3

x
− 28

3
1 x

17
3

2 + · · ·

ξ3 = 1 + i
√

3
2 x

2
3
1 x

2
3
2 − 2i

−3i + 3
√

3
x

− 8
3

1 x
7
3
2 + 1

3x−6
1 x4

2 − 44i + 44
√

3
−81i + 81

√
3

x
− 28

3
1 x

17
3

2 + · · ·

ξ4 = −ix−1
1 x

3
2
2 − 1

2x−6x4
2 + 9i

8 x11
1 x

13
2

2 + 7
2x−16

1 x9
2 + · · ·

ξ5 = ix−1
1 x

3
2
2 − 1

2x−6x4
2 − 9i

8 x11
1 x

13
2

2 + 7
2x−16

1 x9
2 + · · ·

Calculando las diferencias entre las ráıces obtenemos

ξ1 − ξ2 = x
2
3
1 x

2
3
2 u1

ξ1 − ξ3 = x
2
3
1 x

2
3
2 u2

ξ2 − ξ3 = x
2
3
1 x

2
3
2 u3

ξ1 − ξ4 = x
2
3
1 x

2
3
2 u4

ξ1 − ξ5 = x
2
3
1 x

2
3
2 u5

ξ2 − ξ4 = x
2
3
1 x

2
3
2 u6

ξ2 − ξ5 = x
2
3
1 x

2
3
2 u7

ξ3 − ξ4 = x
2
3
1 x

2
3
2 u8

ξ3 − ξ5 = x
2
3
1 x

2
3
2 u9

ξ4 − ξ5 = x−1
1 x

3
2
2 u10

Obteniendo que (2
3 , 2

3) y (−1, 3
2) son los ≤ω-exponentes caracteŕısticos de f .

El siguiente ejemplo muestra que para distintos órdenes podemos obtener los
mismos exponentes pero ordenados de distinta manera.

Ejemplo. Sea f(y) = (y2 −x1 −x2)2 −4x1x2 ∈ C[[x1, x2]][y], como en el Ejemplo
13, el cual no es casi ordinario pero śı de Puiseux. Las ráıces de f son ±x

1
2
1 ± x

1
2
2 .

Si consideramos ξ1 = x
1
2
1 + x

1
2
2 , ξ2 = −x

1
2
1 − x

1
2
2 , ξ3 = −x

1
2
1 + x

1
2
2 y ξ4 = x

1
2
1 − x

1
2
2

entonces

ξ1 − ξ2 = 2x
1
2
1 + 2x

1
2
2

ξ1 − ξ3 = 2x
1
2
1

ξ1 − ξ4 = 2x
1
2
2

(4.1.1)

Llamemos λ1 := (0, 1
2) y λ2 =: (1

2 , 0).
Consideremos ω1 = (

√
2, 1) ∈ R2, entonces λ1 ≤ω1 λ2. Además ξ1 − ξ2 = 2x

1
2
1 +

2x
1
2
2 = x

1
2
2 (2 + 2x

1
2
1 x

− 1
2

2 ), en donde 2 + 2x
1
2
1 x

− 1
2

2 es una unidad en A≤ω1
, por la

Proposición 3.3.2. Por lo que, los ≤ω1 −exponentes caracteŕısticos de f son (0, 1
2)

y (1
2 , 0).

Ahora bien, consideremos ω2 = (1,
√

2) ∈ R2. En este caso, λ2 ≤ω2 λ1 y ξ1 − ξ2 =
2x

1
2
1 +2x

1
2
2 = x

1
2
1 (2+2x

− 1
2

1 x
1
2
2 ), en donde 2+2x

− 1
2

1 x
1
2
2 es una unidad en A≤ω2

, por la
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Proposición 3.3.2. Por lo que, los ≤ω2 −exponentes caracteŕısticos de f también
son (0, 1

2) y (1
2 , 0), con distinto orden.

Ejemplo. Sea f(y) = y2 + x1y − x3
1 − x2 ∈ C[[x1, x2]][y], como en el Ejemplo 14.

Si ω = (1, π), se tiene que

ξ1 = x2
1 + x−1

1 x2 − x3
1 − 2x2 − x−3

1 x2
2 + 6x1x2 + 6x−2

1 x−2
2 + · · · ,

ξ2 = −x1 − x2
1 + x3

1 − 2x4
1 + 5x5

1 + 2x2 − x2x
−1
1 − 6x1x2 + 20x2

1x2 + x2
2x

−3
1 −

6x2
2x

−2
1 − 2x3

2x
−5
1 + · · ·

son las ráıces de f .
Calculando la diferencia entre las ráıces obtenemos:

ξ1 − ξ2 = x1 − 2x2
1 − x3

1 + 4x2 + 2x−1
1 x2 + . . . = x1u, (4.1.2)

con u unidad en A≤ω . El ≤ω −exponente caracteŕıstico de f es (1, 0).

Lema 4.1.2. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass, σ ⊂ Rn

un cono positivo tal que las ráıces de f pertenecen a K[[σ]]k, para algún k ∈ Z>0.
Si para todo par ⪯, ⪯′ de órdenes σ−positivos, ⪯ −char(f) =⪯′ −char(f) orde-
nados de la misma forma, entonces ξ1 − ξ2 es unidad en el anillo (K[[σ]]k)

x
1
k
1 ···x

1
k
n

para todo par de ráıces ξ1 y ξ2 de f .

Demostración. Sean ⪯, ⪯′ dos órdenes σ−positivos tales que ⪯ −char(f) =⪯′

−char(f).
Sean ξ1, ξ2 dos ráıces de f . Por hipótesis Supp(ξ1), Supp(ξ2) ⊂ σ, de manera
que Supp(ξ1 − ξ2) ⊂ σ, por Observación 3.3.1. Sean β1 := mı́n

⪯
Supp(ξ1 − ξ2) y

β2 := mı́n
⪯′

Supp(ξ1 − ξ2), se tiene que β1, β2 ∈ Supp(ξ1 − ξ2). Por lo que β1 ⪯ β2

y β2 ⪯′ β1.
Dado que ⪯ −char(f) =⪯′ −char(f) y son ordenados de la misma forma, enton-
ces β1 = β2.
Por transitividad se tiene que para cualquier otro orden ⪯′′ que sea σ−positivo,
la valoración ν⪯′′(ξ1 − ξ2) es la misma. Usando el Corolario 3.3.8 concluimos la
demostración.
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4.2. ⪯ −exponentes asociados a un elemento de
S⪯

En esta sección extendemos a elementos de S⪯ la definición de exponente carac-
teŕıstico enunciada en el Teorema 2.4.9 para ráıces casi ordinarias.
Para todo ς ∈ S⪯, existen γ ∈ Zn y σ un cono ⪯-no negativo, tales que Supp(ς) ⊂
(γ + σ) ∩ 1

k
Zn. De manera que, existe el conjunto {λ(i)} ⊂ (γ + σ) ∩ 1

k
Zn, dado

por

λ(1) = mı́n
⪯

{Supp(ς) \ Zn}

λ(2) = mı́n
⪯

{Supp(ς) \ (Zn + λ(1)Z)}

.

.

.

λ(i) = mı́n
⪯

{Supp(ς) \ (Zn +
i−1∑
j=1

λ(j)Z)}.

(4.2.1)

Notemos que el conjunto {λ(i)} tiene a lo más kn elementos, pues el hipercubo
[0, 1]n tiene a lo más kn elementos de la forma

(
a1
k

, . . . , an

k

)
y cualquier otro

elemento
(

b1
k

, . . . , bn

k

)
puede ser generado por algún

(
a1
k

, . . . , an

k

)
. El conjunto

{λ(i)} también puede ser vaćıo.
Si f ∈ K[[X]][y] es un polinomio de Weierstrass y ξ ∈ S⪯ ráız de f . Existe un
conjunto {λ(i)} asociado a ξ como en (4.2.1).

Definición 4.2.1. Sean ⪯ un orden positivo y ς ∈ S⪯. Definimos los ⪯
−exponentes asociados a ς como en (4.2.1). Cuando {λ(i)} es vaćıo, diremos
que ς no posee ⪯ −exponentes asociados.

Ejemplo. Consideremos

ξ1 = x2
1 + x−1

1 x2 − x3
1 − 2x2 − x−3

1 x2
2 + 6x1x2 + 6x−2

1 x−2
2 + · · · ,

y

ξ2 = −x1 − x2
1 + x3

1 − 2x4
1 + 5x5

1 + 2x2 − x2x
−1
1 − 6x1x2 + 20x2

1x2 + x2
2x

−3
1 + · · · ,
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como en el Ejemplo 14. Dado que Supp(ξ1), Supp(ξ2) ⊂ Z2, ξ1 y ξ2 no poseen
⪯ −exponentes asociados. Concluyendo que las definiciones que eran equivalentes
en el caso casiordinario ya dejan de serlo (es decir la Definición 2.4.2 y Teorema
2.4.9) para singularidades más generales.

Ejemplo. Sea ξ = x
1
2
1 + x

1
2
2 , la cual es ráız del polinomio f ∈ C[[x1, x2]][y], como

en el Ejemplo 13.

Sea ω = (
√

2, 1) y el orden ≤ω. Los ≤ω-exponentes asociados a ξ son λ(1) =
mı́n
≤ω

Supp(ξ) \ Z2 =
(

0,
1
2

)
y λ(2) =

(
1
2 , 0

)
.

Si f ∈ K[[X]][y] es un polinomio irreducible pero es reducible como elemento de
K⪯((X))[y] no siempre sucede que el conjunto de los ⪯ −exponentes asociados
a una ráız ξ de f coincide con el conjunto de los ⪯-exponentes caracteŕısticos de
f . Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sean f(y) = y2 − (x2
1 + x2

2) ∈ K[[x1, x2]][y], como en el Ejemplo 15

y ξ1 =
∞∑

i=0

(
µ

i

)
x2i

1 x1−2i
2 , ξ2 = −

∞∑
i=0

(
µ

i

)
x2i

1 x1−2i
2 ∈ S≤ω , con µ = 1

2 , sus ráıces. El

conjunto de ≤ω −exponentes asociados a ξ1 es vaćıo, pues Supp(ξ1) ⊂ Z2.

4.3. El grupo de Galois de la extensión

El campo K⪯((X))k = K⪯((X))[X 1
k ] es una extensión finita de Galois de

K⪯((X)), pues es campo de factorización del polinomio (yk −x1)(yk −x2) · · · (yk −
xn), el cual es separable. Más precisamente, se tiene que K⪯((X))k/K⪯((X)) es
una extensión de Kummer.

Dado que x1
1
k es un elemento algebraico sobre K⪯((X)), entonces

K⪯((X))[x1
1
k ] = K⪯((X))(x1

1
k ), ver A.0.3.

De la misma forma dado que xi
1
k es algebraico sobre K⪯((X))(x1

1
k , . . . , xi−1

1
k ), en-

tonces K⪯((X))[x1
1
k , . . . , xi−1

1
k , xi

1
k ] = K⪯((X))(x1

1
k , . . . , xi−1

1
k , xi

1
k ), por lo que,

obtenemos la siguiente torre de campos:
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K⪯((X)) ⊂ K⪯((X))[x1
1
k ]

⊂ K⪯((X))[x1
1
k , x2

1
k ] ⊂ · · ·

⊂ K⪯((X))[x1
1
k , . . . , xn−1

1
k ]

⊂ K⪯((X))[x1
1
k , . . . , xn

1
k ]

= K⪯((X))k.

(4.3.1)

En particular,

[K⪯((X))k : K⪯((X))] =
[
K⪯((X))k : K⪯((X))[x1

1
k , . . . , xn−1

1
k ]
]

· · ·
[
K⪯((X))[x1

1
k ] : K⪯((X))

]
.

(4.3.2)

Dado que xi
1
k es algebraico sobre K⪯((X))(x1

1
k , . . . , xi−1

1
k ) y yk − xi es su poli-

nomio mı́nimo, entonces

[
K⪯((X))[x1

1
k , . . . , xi−1

1
k , xi

1
k ] : K⪯((X))[x1

1
k , . . . , xi−1

1
k ]
]

= k, (4.3.3)

ver A.0.3. De manera que, por (4.3.2), obtenemos

[
K⪯((X))k : K⪯((X))

]
= kn.

El grupo de Galois de la extensión K⪯((X))k/K⪯((X)) tiene orden kn, esto se
obtiene de (4.3.1) y (4.3.3).
Se tiene que

Gal
(
K⪯((X))k : K⪯((X))[x1

1
k , . . . , xi−1

1
k ]
)

⊂ Gal (K⪯((X))k/K⪯((X))) .

(4.3.4)
Si ϑ ∈ Gal

(
K⪯((X))[x1

1
k , . . . , xi

1
k ] : K⪯((X))[x1

1
k , . . . , xi−1

1
k ]
)
, por (4.3.4) y

A.0.4, existe τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))), tal que τ |
K⪯((X))[x1

1
k ,...,xi

1
k ]

= ϑ.

Sea η una ráız primitiva k−ésima de la unidad, entonces xi
1
k , ηxi

1
k , . . . , ηk−1xi

1
k

son las ráıces de yk−xi. Dado que ϑ es un automorfismo de K⪯((X))[x1
1
k , . . . , xi

1
k ]

que deja fijo a K⪯((X))[x1
1
k , . . . , xi−1

1
k ], entonces ϑ(ξi

1
k ) también es ráız de yk−xi,

por lo que ϑ(xi
1
k ) = ηlxi

1
k , para algún l ∈ {0, 1, 2, . . . , k − 1}, en particular,

τ(xi
1
k ) = ηlxi

1
k , para algún l ∈ {0, 1, 2, . . . , k − 1}. Puesto que las imágenes de
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x1
1
k , x2

1
k , . . . , xn

1
k bajo τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))) determinan completamente

a τ , concluimos que los automorfismos τη,µ definidos a continuación son elementos
del grupo de Galois de la extensión.

Lema 4.3.1. Sea η una ráız k−ésima primitiva de la unidad. El grupo de Galois
de la extensión K⪯((X))k sobre el campo K⪯((X)) es

Gal
(
K⪯((X))k : K⪯((X))

)
=
{
τη,µ | µ = (µ1, . . . , µn) ∈ {0, 1, . . . , k − 1}n

}
(4.3.5)

en donde τη,µ se define como en (3.3.11).

Demostración. Dado que Gal
(
K⪯((X))k : K⪯((X))

)
tiene kn elementos, es su-

ficiente probar que si µ = (µ1, . . . , µn), λ = (λ1, . . . , λn) ∈ {0, . . . , k − 1}n son
distintos, entonces τη,µ y τη,λ también lo son.
Supongamos lo contrario. Entonces, τη,µ(x

1
k
i ) = τη,λ(x

1
k
i ), para toda i. Por lo que

ηµix
1
k
i = ηλix

1
k
i , lo cual solo ocurre si µi ≡ λi mód(k). Puesto que λi, µi ∈

{0, . . . , k − 1}, entonces µi = λi para toda i, por lo tanto µ = λ, lo cual no
puede ser posible.
De manera que, existe al menos un i tal que τη,µ(x

1
k
i ) ̸= τη,λ(x

1
k
i ) y consecuente-

mente τη,µ ̸= τη,λ.

Observación 4.3.2. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible y sean
M1, . . . , Mg los ⪯ −monomios caracteŕısticos de f . Sea k ∈ Z>0 tal que las
ráıces de f pertenecen a K⪯((X))k y sea G el grupo de Galois de K⪯((X))k sobre
K⪯((X)). Dada ξ una ráız de f , definimos G0,ξ := {φ ∈ G|φ(ξ) − ξ = 0} y para
i = 1, . . . , g definimos Gi,ξ := {φ ∈ G|ξ − φ(ξ) = Miu, con u unidad en A⪯}. Si
τ ∈ G, entonces τ(ξ) = ξ o τ(ξ) ̸= ξ. Si τ(ξ) = ξ, entonces τ ∈ G0,ξ. Si τ(ξ) ̸= ξ,
como ξ es ráız de f , τ(ξ) también es una ráız de f pues f(τ(ξ)) = τ(f(ξ)), en-
tonces ξ − τ(ξ) = Miu, con u ∈ A⪯ unidad y para algún i ∈ {1, . . . , g}, por el
Lema 3.3.5, aśı τ ∈ Gi,ξ. Por lo tanto, G =

⋃
Gi,ξ, siendo una unión disjunta.

Observación 4.3.3. Sea τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))) y φ ∈ K⪯((X))k, por
el Lema 4.3.1 y la Observación 3.3.10 se tiene que Supp(φ)=Supp(τ(φ)). En
particular ν⪯(φ) = ν⪯(τ(φ)) y en consecuencia τ es un automorfismo de campos
valorados.
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Proposición 4.3.4. Sea f ∈ K⪯[[X]][y] un polinomio mónico irreducible. Sea
k ∈ N tal que las ráıces de f , ξ1, . . . , ξd, pertenecen a K⪯((X))k. Para todo
{i, j} ⊂ {1, . . . , d}, existe ϑ ∈ Gal

(
K⪯((X))k : K⪯((X))

)
tal que ϑ(ξi) = ξj.

Demostración. Puesto que f ∈ K⪯[[X]][y] es irreducible por el Lema de Gauss,
ver A.0.2, también lo es en K⪯((X))[y]. Sea L := K⪯((X))[ξ1, . . . , ξd] ⊂
K⪯((X))k, al ser L el campo de factorización de f , L \ K⪯((X)) es una extensión
finita de Galois, ver A.0.6.
El grupo de Galois del campo de factorización de un polinomio irreducible actúa
transitivamente sobre sus ráıces, ver A.0.7, por lo que existe τ ∈ Gal(L :
K⪯((X))) tal que τ(ξi) = ξj.
Por otro lado, dado que K⪯((X)) ⊂ L ⊂ K⪯((X))k, con L/K⪯((X)) una exten-
sión de Galois, entonces para cada elemento τ ∈ Gal(L : K⪯((X))), existe un
elemento ϑ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))) tal que τ = ϑ|L, ver A.0.4.

K⪯((X)) //

��

L //

τ

��

K⪯((X))k

ϑ
��

K⪯((X)) // L // K⪯((X))k

(4.3.6)

De manera que ϑ(ξi) = τ(ξi) = ξj.

4.4. Extensión de dos resultados de Tornero

Sea ξ ∈ S⪯ algebraico sobre K⪯((X)). Sean λ(1), · · · , λ(g) los ⪯ −exponentes aso-
ciados a ξ, como en (4.2.1). Sea k ∈ Z>0 tal que λ(1), · · · , λ(g) ∈ 1

k
Zn. Escribamos

a λ(1), · · · , λ(g) como λ(1) =
(

j
(1)
1
k

, . . . , j
(1)
n

k

)
, . . . , λ(g) =

(
j

(g)
1
k

, . . . , j
(g)
n

k

)
. Definamos

la matriz M :

M :=



k 0 · · · 0 k
(

j
(1)
1
k

)
k
(

j
(2)
1
k

)
· · · k

(
j

(g)
1
k

)
0 k · · · 0 k

(
j

(1)
2
k

)
k
(

j
(2)
2
k

)
· · · k

(
j

(g)
2
k

)
... ... . . . ... ... ... . . . ...

· · · · · · k
(

j
(1)
l

k

)
k
(

j
(2)
l

k

)
· · · k

(
j

(g)
l

k

)
... ... . . . ... ... ... · · · ...
0 0 · · · k k

(
j

(1)
n

k

)
k
(

j
(2)
n

k

)
· · · k

(
j

(g)
n

k

)


(4.4.1)

La parte izquierda de M es una matriz unidad n×n multiplicada por k. La parte
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derecha de M consiste de g vectores columna kλ(1), kλ(2), . . . , kλ(g). La matriz M

es de (n) × (n + g).
Las técnicas de la siguiente demostración se obtuvieron de [45], para el caso de
hipersuperficies de Puiseux.

Lema 4.4.1. Sea ξ ∈ S⪯ algebraico sobre K⪯((X)). Sean λ(1), · · · , λ(g) los ⪯
−exponentes asociados a ξ, como en (4.2.1). Sea k ∈ Z>0 tal que λ(1), · · · , λ(g) ∈(

1
k
Z
)n

. Entonces [K⪯((X))[ξ] : K⪯((X))] = kn

d
, en donde d es el máximo común

divisor de los menores de orden n de la matriz M .

Demostración. Sean λ(1) =
(

j
(1)
1
k

, . . . , j
(1)
n

k

)
, . . . , λ(g) =

(
j

(g)
1
k

, . . . , j
(g)
n

k

)
los expo-

nentes asociados a ξ y G1 := Gal
(
K⪯((X))k : K⪯((X))[ξ]

)
. Sean M1, . . . , Mg,

con Mi = Xλ(i) , para todo i = 1, . . . , g y G := Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))). Se
tiene que G ≡

(
Z

kZ

)n
, por el Lema 4.3.1.

Definamos H := {i=(i1, . . . , in) ∈
(

Z
kZ

)n
|X i

k ∈ K⪯((X))[M1, . . . , Mg]}.
Se tiene que

i = (i1, . . . , in) ∈ H si y sólo si
n∑

j=1
ajij = 0 mod(k) para todo (a1, . . . , an) ∈ G.

(4.4.2)
Notemos que H =

〈
(j(1)

1 , . . . , j
(1)
n ), . . . , (j(g)

1 , . . . , j
(g)
n )

〉
, de modo que H es un

subgrupo de G ≡
(

Z
kZ

)n
.

Por [45, Proposición, pág. 4], se tiene que H ≡ Hom
(

G
G1

, Z
kZ

)
, a través del isomor-

fismo φ dado por (i1, . . . , in) 7→ φ(i1,...,in), en donde φ(i1,...,in)((t1, . . . , tn) + G1) =
n∑

j=1
tjij.

Puesto que G ≡Ck
n, en donde Ck es el grupo ćıclico de orden k, por tener cocientes

de grupos ćıclicos se tiene que G
G1

≡ Ca1 ⊕ · · · ⊕ Caq , en donde aj divide a k para
todo j = 1, . . . , q. De manera que

H ≡ Hom
(

G

G1

)
≡

q⊕
j=1

Hom

(
Caj

,
Z
kZ

)
=

q⊕
j=1

Caj
≡ G

G1
. (4.4.3)

Por (4.4.3) se tiene que
∣∣∣∣ G

G1

∣∣∣∣ es |H| y por lo tanto |G1| =
∣∣∣∣GH

∣∣∣∣.
Puesto que |G1| = [K⪯((X))k : K⪯((X))[ξ]], debemos calcular

∣∣∣G
H

∣∣∣.
Se tiene que G

H
≡ Zn

H
, en donde

H =
〈

(k, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , k), (j(1)
1 , . . . , j

(1)
n ), . . . , (j(g)

1 , . . . , j
(g)
n )

〉
.
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Sea φ ∈ Hom
(
Zn, Q

Z

)
, con H isomorfo a un subgrupo de ker(φ) y φ sobre Zn

H
.

Se puede justificar que Zn

H
≡ Hom

(
Zn

H
, Q
Z

)
.

Sea αj = φ(ej + H), en donde ej es el j−ésimo elemento de la base canónica de
Zn. Se tiene que H ⊂ ker(φ) o equivalentemente

(α1, . . . , αn) · M = (0, . . . , 0). (4.4.4)

Por [45], existen transformaciones lineales L1, . . . , Ln tales que

(L1(α1, . . . , αn), . . . , Ln(α1, . . . , αn))



η1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 η2 · · · 0 0 0 · · · 0
... ... . . . ... 0 0 · · · 0
· · · · · · 0 0 · · · 0
... ... . . . ... 0 0 · · · 0
0 0 · · · ηn 0 0 · · · 0


= (0 . . . , 0).

(4.4.5)
En donde η1 = (1)mcd(M) = 1, η1 · · · ηn = (n)mcd(M) y (i)mcd(M) es el máximo
común divisor de los menores de orden i de la matriz M . Puesto que lo anterior se
debe cumplir en Q

Z , entonces podemos notar que existen exactamente (n)mcd(M)

morfismos distintos en Hom
(
Zn

H
, Q
Z

)
, por lo tanto |G1| = kn

|H1|
= kn

kn

(n)mcd(M)

=

(n)mcd(M).
De donde obtenemos que [K⪯((X))[ξ] : K⪯((X))] = kn

(n)mcd(M) .

Observación 4.4.2. Recordemos que K⪯((X))k es un extensión finita de Galo-
is de K⪯((X)). Sean f ∈ K⪯[[X]][y] irreducible, con ξ ∈ K⪯((X))k ráız de f ,
λ(1), . . . , λ(g) los ⪯-exponentes asociados de ξ, como en (4.2.1) y M1, . . . , Ms,
con Mi = Xλ(i) para todo i = 1, . . . , g. Se tiene que Mi es algebraico sobre
K⪯((X)), para todo i = 1, . . . , g, pues es ráız de yk − Mk

i , entonces las exten-
siones K⪯((X))k/K⪯((X))[M1, . . . , Mg] y K⪯((X))k/K⪯((X))[ξ] son de Galois,
ver por ejemplo [29, Teorema 1.2, página 262]. De manera que, los campos fi-
jos de Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[ξ]) y Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[M1, . . . , Mg]),
son K⪯((X))[ξ] y K⪯((X))[M1, . . . , Mg], respectivamente, ver por ejemplo [29,
Teorema 1.2, página 262].
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El siguiente teorema generaliza el Teorema de Tornero [45, Teorema, pág. 2], en
el caso de series de Puiseux.

Teorema 4.4.3. Sea ξ ∈ S⪯ algebraico sobre K⪯((X)). Sean λ(1), . . . , λ(g) los
⪯-exponentes asociados a ξ. Entonces K⪯((X))[ξ] = K⪯((X))[M1, . . . , Mg], con
Mi = Xλ(i) para todo i = 1, . . . , g.

Demostración. Existe k ∈ Z>0 tal que ξ ∈ K⪯((X))k. Co-
mo en la Observación 4.4.2, si demostramos que Gal(K⪯((X))k :
K⪯((X))[M1, . . . , Mg]) = Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[ξ]), obtendŕıamos
K⪯((X))[ξ] = K⪯((X))[M1, . . . , Mg].
Se tiene que Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[M1, . . . , Mg]) ⊂ Gal(K⪯((X))k :
K⪯((X))).
A continuación vamos a demostrar que Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[M1, . . . , Mg]) ⊆
Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[ξ]).
Sean τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[M1, . . . , Mg]) y λ ∈ Supp(ξ), por definición
se tiene que

λ ∈ Zn +
g∑

j=1
Zλ(j). (4.4.6)

De manera que τ(ξ) = ξ. Por lo tanto, τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[ξ]).
En consecuencia, Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[M1, . . . , Mg]) ⊂ Gal(K⪯((X))k :
K⪯((X))[ξ]).
Rećıprocamente, sea τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[ξ]), entonces τ(ξ) = ξ. Se
tiene que Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[ξ]) ⊂ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))).
A continuación vamos a demostrar que Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[ξ]) ⊆
Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[M1, . . . , Mg]).
Dado que λ(i) ∈ Supp(ξ) y Mi = Xλ(i) , entonces τ(Mi) = Mi, por Observación
3.3.10, para todo i = 1, . . . , g, por lo tanto, τ ∈ Gal(K⪯((X))[M1, . . . , Mg] :
K⪯((X))). En consecuencia Gal(K⪯((X)) : K⪯((X))[ξ]) ⊂ Gal(K⪯((X)) :
K⪯((X))[M1, . . . , Mg]).

Observación 4.4.4. Los exponentes λ(1), . . . , λ(g) que satisfacen las condiciones
del Teorema 4.4.3, Tornero en [45] los llama exponentes distinguidos.
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CAPÍTULO 5

⪯-ramas

Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible casi ordinario, entonces f también
es irreducible en K⪯[[X]][y] para cualquier orden ⪯. Sin embargo, si f es un
polinomio arbitrario irreducible, no siempre es irreducible en el anillo K⪯[[X]][y],
lo que motiva la introducción del concepto de ⪯-rama, un concepto que extiende
la definición de σ-rama que Aroca define en [6], para el caso complejo y para
conos σ que contienen a conos asociados a los vértices del poĺıgono de Newton del
discriminante, dichos conos se definirán en el caṕıtulo 6, permitiendo agrupar las
ráıces de f . Si f ∈ K[[X]][y] es irreducible en el anillo K⪯[[X]][y], lo denominamos
⪯-libre, extendiendo aśı el concepto propuesto por Assi-Abbas como σ-libre, ver
Sección 3.3.1. En particular, un polinomio casi ordinario irreducible es ⪯-libre
para cualquier orden ⪯ y un polinomio σ-libre es ⪯-libre para cualquier orden
σ-positivo.
Agrupamos las ráıces de un polinomio irreducible de K[[X]][y] en ⪯-ramas de
forma que todas las ráıces de una ⪯-rama tengan el mismo conjunto de exponentes
caracteŕısticos.
Todos los resultados y definiciones que presentamos en este caṕıtulo son de nuestra
autoŕıa.
A lo largo de este caṕıtulo ⪯ denotará un orden total positivo continuo y f ∈
K[[X]][y] un polinomio mónico irreducible de Weierstrass, de grado d.

5.1. Polinomios ⪯-libres y ⪯-ramas

Definición 5.1.1. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio de Weierstrass. Diremos que
f es un polinomio ⪯-libre si es irreducible como elemento de K⪯((X))[y].
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Ejemplo. Sea f(z) = z2−(x+y2) ∈ C[[x, y]][z], como en el Ejemplo 11. Tomando
el orden ω1 = (

√
2, 1), las ráıces de f son

ξ1 = −x
1
2 + 1

2x− 1
2 y2 + 1

8x− 3
2 y4 + 1

16x− 5
2 y6 + 5

128x− 7
2 y8 + 7

256x− 9
2 y10 + · · ·

y

ξ2 = x
1
2 − 1

2x− 1
2 y2 − 1

8x− 3
2 y4 − 1

16x− 5
2 y6 − 5

128x− 7
2 y8 − 7

256x− 9
2 y10 + · · ·

Tomando el orden ω2 = (4,
√

2) se tiene que las ráıces de f son:

ξ
′ = 7i

256x5y−9 + 5i

128x4y−7 + i

16x3y−5 + i

8x2y−3 + i

2xy−1 − iy

y
ξ

′′ − 7i

256x5y−9 − 5i

128x4y−7 − i

16x3y−5 − i

8x2y−3 − i

2xy−1 + iy.

De manera que f es ≤ω1-libre, pues en caso de ser reducible, f tendŕıa que facto-
rizarse como producto de dos polinomios de grado 1, a saber, y − ξ1 y y − ξ2, sin
embargo, y − ξ1, y − ξ2 ̸∈ K≤ω1

((x1, x2))[y]. Por otro lado f no es ≤ω2-libre, pues
f se factoriza como (y − ξ

′)(y − ξ
′′), donde y − ξ

′
, y − ξ

′′ ∈ K≤ω2
((x1, x2))[y].

Definición 5.1.2. Sean f ∈ K[[X]][y] y sean f1, . . . , fl ∈ K⪯[[X]][y] irreducibles
(como elementos del anillo K⪯[[X]][y]) tales que f = f1

a1 · · · fl
al , con a1, . . . , al ∈

Z>0. Cada conjunto de las ráıces de un polinomio fi lo llamaremos ⪯ −rama de
f .

Ejemplo. Consideremos f(z) = z2 − (x + y2) ∈ C[[x, y]][z], como en el Ejemplo
11, el polinomio f tiene una ≤ω1-rama ya que es ≤ω1 −libre y dos ≤ω2-ramas,
pues f es producto de dos polinomios irreducibles en K≤ω2

((x1, x2))[y].

Observación 5.1.3. El polinomio f ∈ K[[X]][y] es ⪯ −libre si y sólo si tiene
una única ⪯ −rama.

Como consecuencia de A.0.1, si f ∈ K[[X]][y] es irreducible, entonces los ai de la
Definición 5.1.2 son todos iguales a 1 y las ⪯ −ramas son disjuntas.

Observación 5.1.4. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass.
Sea σ un cono positivo y k ∈ N tales que las ráıces de f , ξ1, . . . , ξd pertenecen
al anillo K[[σ]]k. Para todo orden total positivo continuo ⪯ en Rn el cual es
σ-positivo, las ⪯-ramas de f son las mismas.
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Lema 5.1.5. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio mónico e irreducible (como ele-
mento del anillo K[[X]][y]) y f1, . . . , fl ∈ K⪯[[X]][y] irreducibles (como elemen-
tos del anillo K⪯[[X]][y]) tales que f = f1 · · · fl. Sea k ∈ N tal que las ráıces
de f , ξ1, . . . , ξd, pertenecen a K⪯((X))k. Entonces ξi, ξj pertenecen a la misma
⪯ −rama si y sólo si existe τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))) tal que τ(ξi) = ξj.

Demostración. Si ξi, ξj pertenecen a la misma ⪯ −rama, el resultado se obtiene
de la Proposición 4.3.4.
Rećıprocamente, supongamos que existe τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))) tal que
τ(ξi) = ξj. Sean mi, mj ∈ K⪯((X))[y] los polinomios mı́nimos de ξi y ξj, res-
pectivamente. Dado que Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))) permuta a las ráıces de mi,
entonces τ(ξi) = ξj es ráız de mi(x). Puesto que mj es el polinomio mı́nimo de
ξj, necesariamente mj|mi, y como mi es irreducible se tiene que mi = mj. En
consecuencia, ξi y ξj pertenecen a la misma ⪯ −rama.

Proposición 5.1.6. Sea f ∈ K[[X]][y] y ⪯ un orden total positivo sobre Rn.
Sean ξ una ráız de f , k ∈ Z>0 tales que ξ ∈ K⪯((X))k y η una ráız primitiva
k−ésima de la unidad. La ⪯ −rama de f que contiene a ξ, denotado por B, es
el conjunto

B = {τη,µ(ξ); µ = (µ1, . . . , µn) ∈ {0, . . . , k − 1}n} (5.1.1)

donde τη,µ es como en (3.3.11).

Demostración. Sea f = fa1
1 · · · fal

l la factorización de f en K⪯((X))[y] en ele-
mentos irreducibles. Como ξ es ráız de f , entonces es ráız de algún fi, para algún
i. Por el Lema 4.3.1 y la Proposición 4.3.4, se obtiene que B = {τη,µ(ξ); µ =
(µ1, . . . , µn) ∈ {0, . . . , k − 1}n}.

Ejemplo. Sean f(y) = y5 + x1x2y
2 + x4

2 ∈ K[[x1, x2]][y], como en el Ejemplo 12,
ω = (

√
2, 2) y consideremos el orden ≤ω. Podemos hallar las ráıces de f en el

campo K≤ω((X))6, las cuales son:

ξ1 = −x
1
3
1 x

1
3
2 − 1

3x
− 4

3
1 x

8
3
2 + 1

3x−3
1 x5

2 − 44
81x

− 14
3

1 x
22
3

2 + · · ·

ξ2 = 1
2(1 − i

√
3)x

1
3
1 x

1
3
2 + 2i

3i + 3
√

3
x

− 4
3

1 x
8
3
2 + 1

3x−3
1 x5

2 + −44i + 44
√

3
81i + 81

√
3

x
− 14

3
1 x

22
3

2 + · · ·

ξ3 = 1
2(1 + i

√
3)x

1
3
1 x

1
3
2 + 2i

−3i + 3
√

3
x

− 4
3

1 x
8
3
2 + 1

3x−3
1 x5

2 + 44i + 44
√

3
−81i + 81

√
3

x
− 14

3
1 x

22
3

2 + · · ·
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ξ4 = −ix
− 1

2
1 x

3
2
2 − 1

2x−3
1 x5

2 + 9i

8 x
− 11

2
1 x

− 17
2

2 + 7
2x−8

1 x−8
2 + · · ·

ξ5 = ix
− 1

2
1 x

3
2
2 − 1

2x−3
1 x5

2 − 9i

8 x
− 11

2
1 x

− 17
2

2 + 7
2x−8

1 x−8
2 + · · ·

Consideremos η = −1 una ráız 2-ésima primitiva de la unidad, para cualquier
µ = (µ1, µ2) ∈ {0, 1}2 \ {(0, 0)}, se tiene que τη,µ(ξ4) = ξ5.
Ahora, consideremos η = −1−i

√
3

2 una ráız 3-ésima primitiva de la unidad y µ ∈
{0, 1, 2}2. Si µ = (µ1, µ2) = (0, 1), (1, 0), entonces τη,µ(ξ3) = ξ2. Ahora, si µ =
(1, 1) entonces τη,µ(ξ3) = ξ1.
Usando la Proposición 5.1.6, obtenemos que las ≤ω-ramas de f son B1 =
{ξ1, ξ2, ξ3} y B2 = {ξ4, ξ5}.
El polinomio f se factoriza en K≤ω [[X]][y] como f = gh, en donde h(y) = (y −
ξ1)(y − ξ2)(y − ξ3) y h(y) = (y − ξ4)(y − ξ5).
Ahora, consideremos a ω1 = (

√
5, 1) y al orden ≤ω1 . Las ráıces de f son

ξ1 = − 1
625x4y− 24

5 + 1
125x3y− 17

5 − 1
5xy

3
5 − y

4
5 + · · ·

ξ2 = (−0,309−0,951i)y 4
5 − −0,809 + 0,588i

1,55 − 4,76i
xy− 3

5 − −0,0124 − 0,0380i

1,55 − 4,76i
x3y− 17

5 +· · ·

ξ3 = (−0,309+0,951i)y 4
5 − −0,809 − 0,588i

1,55 + 4,76i
xy− 3

5 − −0,0124 + 0,0380i

1,55 + 4,76i
x3y− 17

5 +· · ·

ξ4 = (0,809 − 0,588i)y 4
5 − 0,309 − 0,951i

−4,05 − 2,94i
xy− 3

5 − 0,0324 − 0,0235i

−4,05 − 2,94i
x3y− 17

5 + · · ·

ξ5 = (0,809 + 0,588i)y 4
5 − 0,309 + 0,951i

−4,05 + 2,94i
xy− 3

5 − 0,0324 + 0,0235i

−4,05 + 2,94i
x3y− 17

5 + · · ·

Sea η una ráız 5-ésima primitiva de la unidad y µ ∈ {0, 1, 2, 3, 4}2. Para toda ráız
de f existe µ tal que τη,µ(ξ5) = ξi, para todo i = 1, 2, 3, 4.
Usando la Proposición 5.1.6, obtenemos que f tiene una única ≤ω1-rama, B =
{ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5}, por lo tanto f es ≤ω1 −libre, Observación 5.1.3.

Ejemplo. Consideremos f(y) = y5 + x2
1x

2
2y

2 + x5
2 ∈ K[[x1, x2]][y], como en el

Ejemplo 10, y ω = (1,
√

5). Las ráıces de f en el campo K≤ω((X)), las cuales son:

ξ1 = −x
2
3
1 x

2
3
2 − 1

3x
− 8

3
1 x

7
3
2 + 1

3x−6
1 x4

2 − 44
81x

− 28
3

1 x
17
3

2 + · · ·

ξ2 = 1 − i
√

3
2 x

2
3
1 x

2
3
2 + 2i

3i + 3
√

3
x

− 8
3

1 x
7
3
2 + 1

3x−6
1 x4

2 − −44i + 44
√

3
81i + 81

√
3

x
− 28

3
1 x

17
3

2 + · · ·
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ξ3 = 1 + i
√

3
2 x

2
3
1 x

2
3
2 − 2i

−3i + 3
√

3
x

− 8
3

1 x
7
3
2 + 1

3x−6
1 x4

2 − 44i + 44
√

3
−81i + 81

√
3

x
− 28

3
1 x

17
3

2 + · · ·

ξ4 = −ix−1
1 x

3
2
2 − 1

2x−6x4
2 + 9i

8 x11
1 x

13
2

2 + 7
2x−16

1 x9
2 + · · ·

ξ5 = ix−1
1 x

3
2
2 − 1

2x−6x4
2 − 9i

8 x11
1 x

13
2

2 + 7
2x−16

1 x9
2 + · · ·

Consideremos η = −1 una ráız 2-ésima primitiva de la unidad, para cualquier
µ = (µ1, µ2) ∈ {0, 1}2 \ {(0, 0)}, se tiene que τη,µ(ξ4) = ξ5.
Ahora, consideremos η = −1−i

√
3

2 una ráız 3-ésima primitiva de la unidad y µ ∈
{0, 1, 2}2. Si µ = (µ1, µ2) = (1, 1), entonces τη,µ(ξ3) = ξ2. Ahora, si µ = (2, 2)
entonces τη,µ(ξ3) = ξ1.
Usando la Proposición 5.1.6, obtenemos que las ≤ω-ramas de f son B1 =
{ξ1, ξ2, ξ3} y B2 = {ξ4, ξ5}..
Consideremos ahora a ω1 = (

√
5, 1) y al orden ≤ω1 . Se tiene que las ráıces de f

son

ξ1 = −y − 1
5x2 − 1

625x8y−3 + 1
125x6y−2 + · · ·

ξ2 = (−0,309 − 0,951i)y − −0,809 + 0,588i

1,55 − 4,76i
x2 − −0,0124 − 0,0380i

1,55 − 4,76i
x6y−2 + · · ·

ξ3 = (−0,309 + 0,951i)y − −0,809 − 0,588i

1,55 + 4,76i
x2 − −0,0124 + 0,0380i

1,55 + 4,76i
x6y−2 + · · ·

ξ4 = (0,809 − 0,588i)y − 0,309 − 0,951i

−4,05 − 2,94i
x2 − 0,0324 − 0,0235i

−4,05 − 2,94i
x6y−2 + · · ·

ξ5 = (0,809 + 0,588i)y − 0,309 + 0,951i

−4,05 + 2,94i
x2 − 0,0324 + 0,0235i

−4,05 + 2,94i
x6y−2 + · · ·

Usando la Proposición 5.1.6 se tiene que las ráıces de f , al tener soporte en Z2

son invariantes para todo τη,µ. De manera que f tiene 5 ≤ω1-ramas, a saber,
B1 = {ξ1}, B2 = {ξ2}, B3 = {ξ3}, B4 = {ξ4} y B5 = {ξ5}.

Proposición 5.1.7. Sean k ∈ N, ⪯ un orden total positivo sobre Rn. Para todo
f ∈ K[[X]][y] irreducible de Weierstrass, tal que todas las ráıces de f pertenecen
a K⪯((X))k, existe un morfismo natural

Ψ : Gal (K⪯((X))k : K⪯((X))) → Gal(K((X))f : K((X)))

con Ψ(τ) = τ |K((X))f
.
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Además, las órbitas de Imagen(Ψ) son las ⪯-ramas de f .

Demostración. Sea Z = {ξ1, . . . , ξd} ⊂ K⪯((X))k el conjunto de las ráıces de f .
Dado que f ∈ K[[X]][y] es irreducible, por el Lema de Gauss, ver A.0.2, también
lo es en K((X))[y]. De manera que K((X))f = K((X))[ξ1, . . . , ξd].
Sea τ ∈ Gal (K⪯((X))k : K⪯((X))), entonces para todo ϕ ∈ K((X)) se tiene que
τ(ϕ) = ϕ, pues K((X)) ⊂ K⪯((X)). Falta ver que τ(K((X))f ) = K((X))f . Para
todo ξi se cumple que τ(ξi) es ráız de f pues f(τ(ξi)) = τ(f(ξi)).
Si
∣∣∣{τ(ξ1), . . . , τ(ξd)}

∣∣∣ <
∣∣∣{ξ1, . . . , ξd}

∣∣∣, entonces existen ξi, ξj, con ξi ̸= ξj, tales
que τ(ξi) = τ(ξj), dado que τ es inyectiva, entonces ξi = ξj, lo cual no es posible.
De manera que τ permuta a todas las ráıces de f .
Sea ϕ ∈ K((X))f , entonces ϕ = ∑

cαξα1
1 · · · ξαd

d , con α = (α1, . . . , αd) ∈ Z≥0
d,

de manera que τ(ϕ) ∈ K((X))f . Rećıprocamente, sea ϕ = ∑
cαξα1

1 · · · ξαd
d ∈

K((X))f , usando el hecho de que τ permuta a las ráıces de f , existe ϕ′ ∈ K((X))f

tal que τ(ϕ′) = ϕ. De modo que τ(K((X))f ) = K((X))f .
Consideremos la acción

Θ : Imagen(Ψ) → SZ

dado por
Θ(τ)(ξ) = τ(ξ),

para todo ξ ∈ Z, en donde SZ es el grupo simétrico actuando sobre el conjunto
Z con d elementos. Dado que τ permuta a las ráıces de f , entonces Θ(τ) es un
elemento de SZ .
Sean ξ ∈ Z, B una ⪯ −rama de f tal que ξ ∈ B y consideremos a Orb(ξ).
Una ráız ξ′ ∈ Orb(ξ), si existe Υ ∈ Imagen(Ψ) tal que Υ (ξ) = ξ′, con Υ =
τ
∣∣∣
K((X))f

para algún τ ∈ Gal(K⪯((X)) : K⪯((X))). De donde obtenemos que
ξ′ ∈ B, por la Proposición 5.1.6 y el Lema 4.3.1.
Sea ξ′ ∈ Z, con ξ′ ̸= ξ y ξ′ ∈ B, entonces por el Proposición 4.3.4 existe τ ∈
Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))) tal que ξ′ = τ(ξ). De modo que ξ′ ∈ Orb(ξ).
Por lo tanto B = Orb(ξ), con ξ ∈ B.

Ejemplo. Sea f(z) = (z2 − x − y)2 − 4xy ∈ K[[x, y]][z], como en el Ejemplo
13. La superficie definida por f es de Puiseux. Las ráıces de f , calculadas con
cualquier orden positivo son

ξ1 = x
2
4 + y

2
4 , ξ2 = −x

2
4 − y

2
4 , ξ3 = x

2
4 − y

2
4 , ξ4 = −x

2
4 + y

2
4 .
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Consideremos a ω = (1,
√

2) y al orden ≤ω. Los ≤ω −exponentes caracteŕısticos
de f son λ1 = (1

2 , 0) y λ2 = ((0, 1
2)), en donde (1

2 , 0) ≤ω (0, 1
2).

Los elementos de Gal(K≤ω((X))4 : K≤ω((X))) son τ1, . . . , τ16, donde:

τ1 : x
1
4 7→ x

1
4 , y

1
4 7→ y

1
4

τ2 : x
1
4 7→ x

1
4 , y

1
4 7→ −y

1
4

τ3 : x
1
4 7→ x

1
4 , y

1
4 7→ iy

1
4

τ4 : x
1
4 7→ x

1
4 , y

1
4 7→ −iy

1
4

τ5 : x
1
4 7→ −x

1
4 , y

1
4 7→ y

1
4

τ6 : x
1
4 7→ −x

1
4 , y

1
4 7→ −y

1
4

τ7 : x
1
4 7→ −x

1
4 , y

1
4 7→ iy

1
4

τ8 : x
1
4 7→ −x

1
4 , y

1
4 7→ −iy

1
4

τ9 : x
1
4 7→ ix

1
4 , y

1
4 7→ y

1
4

τ10 : x
1
4 7→ ix

1
4 , y

1
4 7→ −y

1
4

τ11 : x
1
4 7→ ix

1
4 , y

1
4 7→ iy

1
4

τ12 : x
1
4 7→ ix

1
4 , y

1
4 7→ −iy

1
4

τ13 : x
1
4 7→ −ix

1
4 , y

1
4 7→ y

1
4

τ14 : x
1
4 7→ −ix

1
4 , y

1
4 7→ −y

1
4

τ15 : x
1
4 7→ −ix

1
4 , y

1
4 7→ iy

1
4

τ16 : x
1
4 7→ −ix

1
4 , y

1
4 7→ −iy

1
4

El campo de factorización de f sobre K((x, y)) es K((x, y))f = K((x, y))[x 1
2 , y

1
2 ]

y Gal(K((x, y))f : K((x, y))) = {ρ1, ρ2, ρ3, ρ4}, en donde:

ρ1 : x
1
2 7→ x

1
2 , y

1
2 7→ y

1
2 ,

ρ2 : x
1
2 7→ −x

1
2 , y

1
2 7→ −y

1
2 ,

ρ3 : x
1
2 7→ −x

1
2 , y

1
2 7→ y

1
2 ,

ρ4 : x
1
2 7→ x

1
2 , y

1
2 7→ −y

1
2 .

El conjunto Im(Ψ), como en la Proposición 5.1.7 es Im(Ψ) = {ρ1, ρ2, ρ3, ρ4} =
Gal(K((x, y))f : K((x, y))). De donde,

ρ1 = Ψ(τ1) = Ψ(τ2) = Ψ(τ5) = Ψ(τ6),
ρ2 = Ψ(τ11) = Ψ(τ12) = Ψ(τ15) = Ψ(τ16),
ρ3 = Ψ(τ9) = Ψ(τ10) = Ψ(τ13) = Ψ(τ14),
ρ4 = Ψ(τ3) = Ψ(τ4) = Ψ(τ7) = Ψ(τ8).

Las hipersuperficies de Puiseux irreducibles son ⪯ −libres para cualquier orden
positivo, por lo cual Im(Ψ) tiene una única órbita.

Lema 5.1.8. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio. Sea k ∈ N tal que ξ, ξ′ ∈ K⪯((X))k

son ráıces de f pertenecientes a la misma ⪯ −rama, entonces Supp(ξ) =
Supp(ξ′).

Demostración. Por el Lema 5.1.5, existe τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))) tal
que τ(ξ) = ξ′. Por lo tanto, por la Observación 3.3.10, se tiene que Supp(ξ) =
Supp(ξ′).
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Lema 5.1.9. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible ⪯ −libre, ξ ∈
K⪯((X))k ráız de f , τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))) y α ∈ Supp(ξ), entonces
α ∈ Supp(ξ − τ(ξ)) si y sólo si τ(Xα) ̸= Xα.

Demostración. Si ξ = ∑
aαX

α
k , de la ecuación (3.3.11) se tiene que τ(ξ) =

τ(∑ aαX
α
k ) = ∑

aατ(X α
k ) = ∑

aαµαX
α
k de lo que se sigue el enunciado del

lema.

Lema 5.1.10. Sean ⪯ un orden total positivo en Rn, f ∈ K[[X]][y] un polinomio
de Weierstrass y k ∈ Z>0 tal que todas las ráıces de f pertenecen a K⪯((X))k.
Sean ξ ∈ K⪯((X))k ráız de f , M un ⪯ − monomio caracteŕıstico de f y τ ∈
Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))) tales que ξ−τ(ξ) = Mu, con u unidad de A⪯, entonces
para toda ξ′ ráız de f que pertenezca a la misma ⪯ −rama que ξ, ξ′−τ(ξ′) = Mu′,
con u′ unidad de A⪯.

Demostración. Sean ξ ráız de f , M un ⪯ −monomio caracteŕıstico y τ ∈
Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))) que satisfacen ξ − τ(ξ) = Mu, con u unidad en A⪯.
Si M ′ es un ⪯ −monomio caracteŕıstico de f tal que τ(M ′) ̸= M ′, entonces
M ⪯ M ′, pues de lo contrario ξ − τ(ξ) ̸= Mu.
Sea ξ′ una ráız de f en la misma rama que ξ, dado que M es un término de
ξ, entonces M también es un término de ξ′, Lema 5.1.8. Dado que τ(M) ̸= M ,
entonces M es un término de ξ′ − τ(ξ′), además como M es el menor monomio
caracteŕıstico de f con tal propiedad se tiene que ξ′ − τ(ξ′) = Mu′, con u′ ∈ A⪯

unidad.

Definición 5.1.11. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio de Weierstrass irredu-
cible y ⪯ un orden total positivo en Rn. Sean ξ ∈ S⪯ una ráız de f y λ

un ⪯ −exponente caracteŕıstico de f . Definimos el conjunto de automorfi-
mos asociados a λ como Hλ,ξ := {τ ∈ Gal(K((X))f : K((X)))|ξ − τ(ξ) =
Xλu, con u unidad de A⪯}.

Observación 5.1.12. Se tiene que Hλi,ξ ∩ Hλj ,ξ = ∅, cuando i ̸= j.

Observación 5.1.13. Si ξ, ξ′ pertenecen a la misma ⪯ −rama, entonces por el
Lema 5.1.10 se tiene que Hλ,ξ = Hλ,ξ′, para todo ⪯ −exponente caracteŕıstico λ.
En particular, si f ∈ K[[X]][y] es ⪯ −libre, Hλ,ξ no depende de la elección de ξ,
en dicho caso usaremos la notación Hλ.
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Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Del Ejemplo 13, tomando a ξ1 se tiene que Hλ1 = {ρ2, ρ3} y Hλ2 =
{ρ4}. Podemos notar que para cualquier ráız ξi de f , se obtienen los mismos
conjuntos Hλ1 y Hλ2 . Además, Hλ1 ∩ Hλ2 = ∅.

Definición 5.1.14. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass
y ⪯ un orden total positivo sobre Rn. Sea λ un ⪯-exponente caracteŕıstico de f .
El orden de λ en f es el cardinal del conjunto {ξ − ξ′ | ξ − ξ′ = Xλu, u ∈
A⪯

∗, ξ, ξ′ ráıces de f} y lo denotamos como Nλ.

Lema 5.1.15. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio ⪯ −libre y λ un ⪯-exponente
caracteŕıstico de f , entonces Nλ = |Gal(K((X))f : K((X)))| · |Hλ|.

Demostración. Sean ξ ∈ A⪯ ráız de f y τ1, . . . , τs ∈ Gal(K((X))f : K((X)))
tales que ξ − τj(ξ) = Xλuj, con uj unidad de A⪯. Se tiene que |Hλ| = s.
Para todo elemento τ ∈ Gal(K((X))f : K((X))) se tiene que τ(ξ), τ(τj(ξ)) son
ráıces de f y τ(ξ)−τ(τj(ξ)) = Xλuj,τ , con uj,τ ∈ A⪯, unidad. De donde obtenemos
que |Gal(K((X))f : K((X)))| · s = Nλ.

Ejemplo. Del Ejemplo 13 se tiene que Nλ1 = |{ξ1 −ξ2, ξ1 −ξ4, ξ2 −ξ3, ξ3 −ξ4, ξ2 −
ξ1, ξ4 − ξ1, ξ3 − ξ2, ξ4 − ξ3}| = 8 y Nλ2 = |{ξ1 − ξ3, ξ2 − ξ4, ξ3 − ξ1, ξ4 − ξ2}| = 4.

5.2. ⪯ −monomios y exponentes caracteŕısticos
asociados a una ⪯ −rama

Definición 5.2.1. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio de Weierstrass irreducible,
⪯ un orden total positivo y B una ⪯ − rama de f . Definimos los ⪯ −monomios
caracteŕısticos de f asociados a la rama B como aquellos M tales que
ξ − ξ′ = Mu, con u unidad de A⪯ y ξ, ξ′ ∈ B. Los ⪯ −exponentes carac-
teŕısticos asociados a la ⪯ −rama B, son aquellos que se corresponden con
los ⪯ −monomios caracteŕısticos asociados a la ⪯ −rama B.

Proposición 5.2.2. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass,
⪯ un orden total positivo y B una ⪯ − rama de f . Fijado ξ ∈ B, si M es un
⪯ −monomio caracteŕıstico de f asociado a B, entonces existe ξ′ ∈ B tal que
ξ − ξ′ = Mu, con u unidad de A⪯.
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Demostración. Sea M un ⪯ −monomio caracteŕıstico asociado a B, existen
ξ1, ξ2 ∈ B tales que ξ1 − ξ2 = Mu, con u unidad de A⪯. Por otro lado, por
el Corolario 5.1.5 existen τ1, τ2 ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))), tales que τ1(ξ) = ξ1

y τ2(ξ) = ξ2. De manera que, Mu = ξ1 − ξ2 = τ1(ξ) − τ2(ξ) = τ1(ξ − ξ′), con
ξ′ = τ−1

1 τ2(ξ) ∈ B, Proposición 5.1.7. De donde obtenemos que, τ−1
1 (Mu) = ξ−ξ′.

Como en la Observación 4.3.3, Supp(Mu)=Supp(τ−1
1 (Mu)), por lo que

τ−1
1 (Mu) = Mu′, con u′ unidad en A⪯. Por lo tanto, ξ−ξ′ = Mu′, con ξ′ ∈ B.

Ejemplo. Consideremos el polinomio f(y) = y5 + x2
1x

2
2y

2 + x5
2 ∈ K[[x1, x2]][y]

del Ejemplo 10, el cual tiene dos ≤ω −ramas, B1 y B2. Los ≤ω −monomios
caracteŕısticos de f son x

2
3
1 x

2
3
2 y x−1

1 x
3
2
2 .

Podemos observar del Ejemplo 10 que f tiene un único ≤ω −monomio carac-
teŕıstico asociado a la B1, a saber, x

2
3
1 x

2
3
2 . El ≤ω −monomio caracteŕıstico asociado

a la B2 es x−1
1 x

3
2
2 .

Definición 5.2.3. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass, ⪯
un orden total positivo y B, B′ dos ⪯ −ramas de f . Definimos los ⪯ −monomios
caracteŕısticos de contacto de las ⪯ −ramas B y B′, como todos los ⪯
−monomios caracteŕısticos M tales que Mu = ξ − ξ′, en donde u ∈ A⪯ es
unidad, ξ ∈ B y ξ′ ∈ B′.

Ejemplo. Consideremos al polinomio f(y) = y5 + x2
1x

2
2y

2 + x5
2 ∈ K[[x1, x2]][y]

como en el Ejemplo 10. El ≤ω −monomio caracteŕıstico de contacto de las ramas
B1 y B2 es x

2
3
1 x

2
3
2 .

Proposición 5.2.4. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass,
⪯ un orden total positivo y B1, B2 dos ⪯ −ramas de f . Fijado ξ ∈ B1, si M es
un ⪯ −monomio caracteŕıstico de contacto de B1 y B2, existe ξ′ ∈ B2 tal que
ξ − ξ′ = Mu, con u unidad de A⪯.

Demostración. Sea M un ⪯ −monomio caracteŕıstico de contacto de B y B′,
entonces existen ξ1 ∈ B1 y ξ2 ∈ B2 tales que ξ1 − ξ2 = Mu, con u unidad en A⪯.
Por otro lado, por la Proposición 4.3.4 existe τ ∈ G tal que τ(ξ) = ξ1. De manera
que, Mu = ξ1 − ξ2 = τ(ξ) − ξ2 = τ−1(ξ − ξ′), en donde ξ′ = τ−1(ξ2) ∈ B2, por
lo que ξ − ξ′ = τ−1(Mu) = Mu′, pues Supp(Mu) = Supp(τ−1(Mu)), como en la
Observación 4.3.3.
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El siguiente resultado extiende el que Lipman demuestra en el caso de polinomios
casi ordinarios, donde se caracterizan los exponentes caracteŕısticos (Teorema
2.4.9).

Teorema 5.2.5. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass,
B una ⪯ −rama de f y ξ ∈ B. El conjunto de los ⪯-exponentes asociados a
ξ, definidos como en (4.2.1), coincide con el conjunto de los ⪯ −exponentes
caracteŕısticos asociados a B.

Demostración. Sean λ(1), λ(2), . . . , λ(g) los ⪯ −exponentes asociados a ξ.
Sea f = f b1

1 · · · f bl
l la factorización de f en elementos irreducibles de K⪯((X)).

Supongamos que ξ es ráız de fj, para algún j.
Sean N1, N2, . . . , Ng dados por Ni = Xλ(i) . Si para todo τ ∈ Gal(K⪯((X))k :
K⪯((X))), τ(N1) = N1, entonces N1 ∈ K⪯((X)), ver por ejemplo en [29], lo
cual no es posible pues λ(1) = mı́n

⪯
{Supp(ξ) \ Zn} y para todo ϕ ∈ K⪯((X)),

Supp(ϕ) ⊂ Zn.
Sea τ1 ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))), tal que τ1(N1) ̸= N1.
Sea ξ≺λ(1) como en la Observación 3.3.4. Se tiene que ξ≺λ(1) ∈ K⪯((X)) y

ξ = ξ≺λ(1) + ξ − ξ≺λ(1)
.

De manera que
τ1(ξ) = ξ≺λ(1) + τ1(ξ − ξ≺λ(1)).

Por lo que,

ξ−τ1(ξ) =
(
ξ≺λ(1) + ξ − ξ≺λ(1))−(ξ≺λ(1) + τ1(ξ − ξ≺λ(1))

)
= ξ−ξ≺λ(1)−τ1(ξ−ξ≺λ(1)).

(5.2.1)
Dado que λ(1) ∈ Supp(ξ − τ1(ξ)), entonces ν⪯(ξ − τ1(ξ)) ⪯ λ(1). Por otro lado,
por las Observaciones 3.3.4 y 4.3.3 se tiene que ν⪯(ξ − ξ≺λ(1)) ⪰ λ(1) y ν⪯(τ1(ξ −
ξ≺λ(1))) ⪰ λ(1). De manera que, de (5.2.1) y de la Definición 1.6.1, obtenemos
ν⪯(ξ − τ1(ξ)) ⪰ λ(1). Por lo tanto, ν⪯(ξ − τ1(ξ)) = λ(1). En consecuencia,

ξ − τ1(ξ) = N1u, (5.2.2)

u unidad en A⪯, Lema 3.3.5. Dado que τ1(ξ) también es ráız de fj entonces N1

es un ⪯ −monomio caracteŕıstico asociado a la B, Proposición 5.2.2.
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Ahora, si para todo τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[N1, . . . , Nm]) es tal que
τ(Nm+1) = Nm+1, entonces Nm+1 ∈ K⪯((X))[N1, . . . , Nm]), lo cual no es posible

pues λ(m+1) ̸∈ Zn +
m∑

j=1
λ(j)Z.

Sea τm+1 ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))[N1, . . . , Nm]) tal que τm+1(Nm+1) ̸= Nm+1.
Procediendo de la misma forma que en el caso anterior obtenemos que ν⪯(ξ −
τm+a(ξ)) = λ(m+1). Por lo tanto

ξ − τm+1(ξ) = Nm+1u, (5.2.3)

u unidad en A⪯, Lema 3.3.5, por lo que Nm+1 es un ⪯ −monomio caracteŕıstico
asociado a B, Proposición 5.2.2.
Rećıprocamente, sean α(1), . . . , α(s) los ⪯ −exponentes caracteŕısticos asociados
a B ordenados como α(1) ⪯ · · · ⪯ α(s). Dado que ξ ∈ B entonces por las Propo-
siciones 5.2.2 y 5.1.6,

ξ − τi(ξ) = Xα(i)
ui, (5.2.4)

con τi ∈ Gal(K⪯((X)) : K⪯((X))) y ui ∈ A⪯ unidad.
Anteriormente justificamos que el conjunto {λ(i)}g

i=1 ⊆ {α(i)}s
i=1, entonces α(1) ⪯

λ(1).
Ahora, para todo τ ∈ Gal(K⪯((X))k : K⪯((X))), τ(Xa) = Xa con a ∈ Zn, por
otro lado por (4.2.1) se tiene que Supp(ξ − τ(ξ)) está acotado inferiormente por
λ(1), por lo tanto ν⪯(ξ − τ(ξ)) ̸∈ Zn. En consecuencia ν⪯(ξ − τ(ξ)) ⪰ λ(1).
Por lo anterior y por (5.2.4) obtenemos que α(1) ⪰ λ(1).
Sea τ2 como en (5.2.4). Se tiene que τ2(Xα(1)) = Xα(1) , de otra forma ξ − τ2(ξ) ̸=
Xα(2)

u, con u ∈ A⪯ unidad. También, por (4.2.1) se tiene que Supp(ξ) \ (Zn +
λ(1)) y Supp(τ2(ξ)) \ (Zn + λ(1)) están acotados inferiormente por λ(2). Entonces
ν⪯(ξ − τ2(ξ)) ̸∈ Zn + Zλ(1). Por lo tanto, α(2) = ν⪯(ξ − τ2(ξ)) ⪰ λ(2).
Dado que {λ(i)}g

i=2 ⊂ {α(i)}s
i=2, entonces α(2) ⪯ λ(2).

Inductivamente podemos conclúır que {α(i)}s
i=1 ⊆ {λ(i)}g

i=1.

Corolario 5.2.6. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio de Weierstrass ⪯-libre y ξ

una ráız de f . Se tiene que el conjunto de los ⪯-exponentes caracteŕısticos de f

es el conjunto de los ⪯ −exponentes asociados a ξ.

Demostración. El resultado es consecuencia directa del Teorema 5.2.5 y de que
al ser f ⪯ −libre solo tiene una ⪯ −rama, Observación 5.1.3.
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Ejemplo. Consideremos a f(y) = y6 −3x1y
4 +2x2y

3 +3x2
1y

2 +6x1x2y −x3
1, como

en el Ejemplo 16, a ω = (1,
√

2) y a ≤ω un orden total en Rn que extiende al
orden total ≤ω en Qn.
Las ráıces de f las podemos hallar en el campo K≤ω((X))6, las cuales son:

ξ1 = −x
2
6
2 + x

3
6
1 ,

ξ2 = −−1 + i
√

3
2 x

2
6
2 + x

3
6
1 ,

ξ3 = −−1 − i
√

3
2 x

2
6
2 + x

3
6
1 ,

ξ4 = −x
2
6
2 − x

3
6
1 ,

ξ5 = −−1 + i
√

3
2 x

2
6
2 − x

3
6
1 ,

ξ6 = −−1 − i
√

3
2 x

2
6
2 − x

3
6
1 .

Se tiene que f es ≤ω −libre, por lo que tiene una única ≤ω −rama, a saber,
B = {ξ1, . . . , ξ6}.
Los ≤ω −exponentes caracteŕısticos de f son (0, 2

6) y (3
6 , 0).

Por otro lado, los ≤ω −exponentes asociados a ξ1 son λ1 = mı́n⪯{Supp(ξ)\Z2} =
(0, 2

6). Además, (3
6 , 0) ̸∈ Z2 + (0, 2

6)Z. Por lo que, λ2 = mı́n⪯{Supp(ξ) \ (Z2 +
(1

2 , 0)Z2)} = (3
6 , 0).

En efecto, como el Teorema 5.2.5 asegura, los ≤ω −exponentes caracteŕısticos de
f son los ≤ω −exponentes asociados a ξ1.

Proposición 5.2.7. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio de Weierstrass, B una
⪯-rama de f , ξ ∈ B y M1, . . . , Mg los ⪯-monomios caracteŕısticos asociados a
B, entonces K⪯((X))[ξ] = K⪯((X))[M1, . . . , Mg].

Demostración. El resultado es consecuencia del Teorema 4.4.3 y del Teorema
5.2.5.

Corolario 5.2.8. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio ⪯ −libre, cuyas ráıces son
ξ1, . . . , ξd ∈ K⪯((X))k, entonces K⪯((X))[ξi] = K⪯((X))[ξ1, . . . , ξd], para todo
i = 1, . . . , d.

Demostración. Sean ξ1, . . . , ξd ∈ A⪯ las ráıces de f . Como f es ⪯ −libre, se tiene
que ξi = τi(ξ), para algún τi ∈ Gal(K⪯((X)) : K⪯((X))), por la Proposición
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5.1.6, para todo i = 1, . . . , d. Dado que Supp(ξ) = Supp(τj(ξ)), los ⪯-exponentes
asociados a ξ, son los mismos que los de τj(ξ). Por lo que, el resultado se obtiene
del Teorema 5.2.5 y de la Proposición 5.2.7.

Proposición 5.2.9. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio ⪯ −libre y ξ ∈ S⪯ una ráız
de f . Sean λ(1), · · · , λ(g) ∈ 1

k
Zn los ⪯ −exponentes caracteŕısticos de f . Entonces

[K⪯((X))[ξ] : K⪯((X))] = kn

d
, en donde d es el máximo común divisor de los

menores de orden n de la matriz M , como en (4.4.1). En particular, kn

d
= deg(f).

Demostración. El resultado es consecuencia del Lema 4.4.1 y del Corolario 5.2.6.
Ahora bien, dado que f es ⪯ −libre, entonces [K((X))[ξ] : K((X))] =
[K⪯((X))[ξ] : K⪯((X))]. Puesto que [K((X))[ξ] : K((X))] = deg(f), entonces
kn

d
= deg(f).

Si f ∈ K[[X]][y] no es ⪯ −libre la Proposición 5.2.9 no se cumple. Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sean f(z) = z4 + x3yz3 − 12x2y2z2 + x3yz − 5x3y5 ∈ K[[x, y]][z], como
en el Ejemplo 17, y consideremos el orden ω = (1,

√
11).

Las ráıces de f son

ξ1 = x−3y−1 + 103680yx−13 − 3456yx−9 + 144yx−5 − 12yx−1 − x3y + · · ·

ξ2 = −xy
1
3 − 1

3x3y − 4xy
5
3 − 1

9x5y
5
3 − 4

3x3y
7
3 + · · ·

ξ3 = 1
2(1−i

√
3)xy

1
3 −1

3x3y+(2+2i
√

3)xy
5
3 − 1

18(1+i
√

3)x5y
5
3 −1

3(2−2i
√

3)x3y
7
3 +· · ·

ξ4 = 1
2(1+i

√
3)xy

1
3 −1

3x3y+(2−2i
√

3)xy
5
3 − 1

18(1−i
√

3)x5y
5
3 −1

3(2+2i
√

3)x3y
7
3 +· · ·

El polinomio f no es ≤ω −libre, pues ξ1 ∈ K≤ω((x, y)).
Por otro lado, ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 ∈ K≤ω((x, y))3, por lo que los ≤ω −exponentes ca-
racteŕısticos de f pertenecen a 1

3Z
2, los cuales se obtienen restando las ráıces,

ξ1 − ξi = X(−1,−3)ui, con i = 2, 3, 4 y ξj − ξm = X(1, 1
3 )ujm con j, k = 2, 3, 4, de

manera que λ(1) = (−3, −1) y λ(2) = (1, 1
3). Construyamos a M como en (4.4.1):

M =
3 0 −9 3

0 3 −3 1

 (5.2.5)

Se tiene que los menores de orden 2 de la matriz M son: 9, 27, 0 y 3. Por lo que,
mcd(9, 27, 0, 3) = 3.
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De modo que [K≤ω((x, y))[ξi] : K≤ω((x, y))] = 32

3 = 3, con i = 2, 3, 4 y
[K≤ω((x, y))[ξ1] : K≤ω((x, y))] = 1. Sin embargo, [K≤ω((x, y))[ξi] : K≤ω((x, y))] ̸=
deg(f), para todo i = 1, 2, 3, 4.

Ejemplo. Sea f(z) = z4 + 3xyz3 + x2y6z2 + xy7z + x6y5 − x2y3 ∈ K[[x, y]][z],
como en el Ejemplo 18. Sea ω = (

√
2, 1) y consideremos al orden ≤ω.

Calculemos las ráıces de f en S≤ω :

ξ1 = −x
1
2 y

3
4 − 3

4xy − 27
32x

3
2 y

5
4 − 27

32x2y
3
2 + · · ·

ξ2 = −ix
1
2 y

3
4 − 3

4xy + 27
32ix

3
2 y

5
4 + 27

32x2y
3
2 + · · ·

ξ3 = ix
1
2 y

3
4 − 3

4xy − 27
32ix

3
2 y

5
4 + 27

32x2y
3
2 + · · ·

ξ4 = x
1
2 y

3
4 − 3

4xy + 27
32ix

3
2 y

5
4 − 27

32x2y
3
2 + · · ·

Se tiene que ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 ∈ K≤ω((x, y))4. Además f es ≤ω −libre. Si calculamos la
resta de las ráıces de f se tiene que ξi − ξl = X( 1

2 , 3
4 )ujl con j ̸= l y j, l = 1, 2, 3, 4.

Por lo que f tiene un único ≤ω −exponente caracteŕıstico, a saber,
(

1
2 , 3

4

)
∈ 1

4Z
2.

Calculemos a M como en (4.4.1):

M =
4 0 2

0 4 3

 (5.2.6)

Se tiene que los menores de orden 2 de la matriz M son: 16, -8, 12. Por lo que,
mcd(16, −8, 12) = 4. Por lo tanto, [K≤ω((x, y))[ξi] : K≤ω((x, y))] = 42

4 = 4, para
todo i = 1, 2, 3, 4.
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CAPÍTULO 6

⪯ −exponentes caracteŕısticos asociados a los
vértices del discriminante

En este caṕıtulo exploramos la relación entre las distintas formas de ordenar los
⪯-exponentes caracteŕısticos y el discriminante de la proyección.
Dado un orden total ⪯ en Rn, Tornero propone un método para seleccionar expo-
nentes a los que denomina exponentes distinguidos. Por otro lado, en la construc-
ción de los exponentes caracteŕısticos presentada por Assi-Abbas, no se establece
expĺıcitamente que los exponentes caracteŕısticos obtenidos sean distintos, en fun-
ción del orden utilizado para construirlos. Sin embargo, su construcción depende
del orden considerado.
Comenzamos este caṕıtulo introduciendo en la Definición 6.1.1 el concepto de
σ-poĺıgono de Newton, una extensión natural del conocido poĺıgono de Newton al
contexto de series formales con exponentes en conos. Este concepto generalizado
no sólo preserva las propiedades fundamentales del poĺıgono clásico, sino que tam-
bién incorpora nuevas herramientas para analizar series formales que dependen
de una estructura σ-positiva.
Para cada φ ∈ K[[X]] y para cada vértice v del σ-poĺıgono de Newton de φ,
definimos el concepto de cono asociado al vértice v en la Definición 6.1.5.
En la Proposición 6.2.1 damos una fórmula expĺıcita que relaciona el conjunto de
exponentes caracteŕısticos calculados con un orden, con las coordenadas de un
vértice del poĺıgono de Newton del discriminante.
Finalmente, en el Lema 6.2.3 y en el Teorema 6.2.5, establecemos condiciones pre-
cisas bajo las cuales, dados dos órdenes ⪯1 y ⪯2, los ⪯1-exponentes caracteŕısticos
y los ⪯2-exponentes caracteŕısticos coinciden. Más aún, damos condiciones nece-
sarias para que los exponentes calculados con diferentes órdenes, coincidan y estén
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ordenados de la misma manera.
A lo largo de este caṕıtulo se asumirá que todos los conos son positivos y ⪯
denotará un orden total positivo y continuo en Rn.

6.1. σ−Poĺıgono de Newton

Definición 6.1.1. Sea σ un cono positivo en Rn y η = ∑
cαXα ∈ K[[σ]]. Defini-

mos el σ−poĺıgono de Newton de η, denotado por NX,σ(η), como la envolvente
convexa en Rn del conjunto Supp(η) + σ. Los vértices de dicho conjunto los lla-
maremos vértices del poĺıgono de Newton.
Cuando σ = R≥0

n sólo diremos poĺıgono de Newton y lo denotaremos por NX(η).

Observación 6.1.2. El σ−poĺıgono de Newton de un elemento φ ∈ K[[σ]]
tiene un número finito de vértices.

Un polinomio f ∈ K[[X]][y] es casi ordinario si y sólo si el poĺıgono de
Newton del discriminante de f tiene un único vértice.

Ejemplo. Sea φ = x2y6 + x5y2 + x6y + x7y4 + x8y7 ∈ K[[x, y]]. Consideremos
al cono σ dado por σ = ⟨(−1, 2), (2, −1)⟩. El σ−Poĺıgono de Newton de φ se
muestra en la Figura 6.1.

Figura 6.1: σ−Poĺıgono de Newton de φ
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Observación 6.1.3. Sea ⪯ un orden total positivo continuo sobre Rn y φ ∈
K[[X]]. Por la Proposición 1.5.7, conclúımos que ν⪯(φ) es un vértice del Poĺıgono
de Newton de φ.

Lema 6.1.4. Sea σ un cono positivo. Una serie en K[[σ]] es de la forma Xαu,
con u ∈ K[[σ]]∗ si y sólo si α es el único vértice del σ−poĺıgono de Newton de f .

Demostración. Supongamos que φ = Xαu, con u ∈ K[[σ]]∗ unidad. Por la Obser-
vación 3.3.1, Supp(φ) = Supp(Xαu) = α + Supp(u), entonces cualquier elemento
en Supp(φ) es de la forma α + γ, con γ ∈ σ, de manera que Sup(φ) ⊂ α + σ.
Dado que α ∈ Supp(φ) se tiene que la envolvente convexa de Supp(φ) + σ es
el conjunto α + σ. Por lo tanto, el σ−Poĺıgono de Newton de f tiene un único
vértice α.
Rećıprocamente, supongamos que α es el único vértice del σ−poĺıgono de Newton
de f . Entonces Supp(φ) ⊂ α+σ. De manera que φ = ∑

aγ+αXα+γ = Xα∑ bγXγ,
donde bγ = aα+γ. Como, b(0,...,0) = aα ̸= 0, tenemos que ∑ bγXγ es una unidad,
Proposición 3.3.2.

Ejemplo. Consideremos al cono σ = ⟨(−1, 5), (2, −1)⟩. Sea ϕ = xy7 + x2y2 +
x2y4 + x3y2 + x4y + x5y6 + x6 + x6y2 + x6y5. El σ−poĺıgono de Newton de ϕ se
muestra en la Figura 6.2. Dado que el σ−poĺıgono de Newton de ϕ tiene un único
vértice, ϕ es unidad en el anillo K[[σ]]x1···xn .

Ejemplo. Sea φ = x + y ∈ K[[x, y]]. El poĺıgono de Newton de φ, se muestra en
la Figura 6.3. De manera que φ no es de la forma xαu, con u ∈ K[[x, y]] unidad.
Ahora, consideremos a los conos σ1 = ⟨(−2, 1), (3, −1)⟩ y σ2 = ⟨(−1, 3), (1, −2)⟩.
Podemos ver en las Figuras 6.4 y 6.5 que los σ1, σ2−poĺıgonos de Newton, tienen
un sólo vértice. De manera que φ es de la forma Xα1u1 ∈ K[[σ1]] y Xα2u2 ∈
K[[σ2]], con u1 ∈ K[[σ1]]∗ y u2 ∈ K[[σ2]]∗.

Sean σ un cono positivo en Rn y φ ∈ K[[σ]]. Para cada vértice v del σ−poĺıgono
de Newton de φ, existe una representación de φ de la forma Xvu, con u unidad
en K[[σv]], en donde

σv := ⟨α − v⟩ |α∈NX,σ(φ). (6.1.1)

Definición 6.1.5. Sean σ un cono positivo en Rn y φ ∈ K[[σ]]. Sea v un vértice
del σ-poĺıgono de Newton de φ. Diremos que σv es el cono asociado al vértice
v, como en (6.1.1).
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Figura 6.2: σ−Poĺıgono de Newton de ϕ

Figura 6.3: Poĺıgono de Newton de φ

Figura 6.4: σ1−poĺıgono de Newton de φ
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Figura 6.5: σ2−poĺıgono de Newton de φ

Observación 6.1.6. Para cada vértice v del σ−poĺıgono de Newton de φ ∈
K[[σ]], φ es unidad del anillo localizado K[[σv]]x1···xn. En general, si σ es un cono
que contiene a σv, para algún vértice v, φ es unidad de K[[σ]]x1···xn.
Para todo φ ∈ K[[σ]], si v es un vértice del σ−poĺıgono de Newton de φ entonces

φ = Xv(X−vφ), (6.1.2)

en donde X−vφ es unidad en K[[σv]].

Ejemplo. Sea φ = xy5 + x3y4 + x2y3 + x4y3 + x3y2 + x5y ∈ C[[x, y]]. Se tiene
que los vértices del poĺıgono de Newton de f son (1, 5), (2, 3), (3, 2), (5, 1). Sea
v = (2, 3), entonces el cono asociado al vértice v, σv, es como se muestra en la
Figura 6.6.
Escribiendo a φ como en (6.1.2) se tiene que

φ = x2y3(1 + x−1y2 + xy + x2 + xy−1 + x3y−2),

en donde 1 + x−1y2 + xy + x2 + xy−1 + x3y−2 ∈ C[[σv]] es unidad.

El siguiente corolario es consecuencia directa de la Observación 6.1.6.

Corolario 6.1.7. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio y σ un cono en Rn. Si σ con-
tiene a un cono asociado a un vértice del poĺıgono de Newton de ∆(f), entonces
existe α ∈ Zn tal que Xα∆y(f) es una unidad de K[[σ]].

Observación 6.1.8. Sea σ un cono positivo en Rn y φ ∈ K[[σ]]. Sean v1, . . . , vl
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Figura 6.6: Poĺıgono de Newton de φ y cono asociado al vértice v.

los vértices del σ−poĺıgono de Newton de φ. Entonces
l⋂

i=1
σvi

= σ.

Ejemplo. Consideremos el σ-poĺıgono de Newton de φ de la Figura 6.1, en donde
σ = ⟨(−1, 2), (2, −1)⟩. Podemos observar que NX,σ tiene dos vértices, v1 := (2, 6)
y v2 := (6, 1). En la Figura 6.7 constrúımos los conos asociados a los vértices v1

y v2. Podemos observar que σv1 ∩ σv2 = σ.

Lema 6.1.9. Sean σ un cono positivo de Rn, ⪯ un orden σ-positivo y φ ∈ K[[σ]].
Sean v un vértice del σ−poĺıgono de Newton de φ y σv el cono asociado a ese
vértice. Se tiene que v coincide con ν⪯(φ) si y sólo si ⪯ es σv−positivo.

Demostración. Supongamos que v = ν⪯(φ). Por definición de ν⪯, v =
mı́n

⪯
{α | α ∈ Supp(φ)}. Dado que ⪯ es σ-positivo, v = mı́n

⪯
{α | α ∈ Supp(φ)+σ}.

Por definición de envolvente convexa, los elementos de NX,σ(φ) son combinaciones
positivas de elementos de Supp(φ) + σ, entonces por propiedades de valoración
v = mı́n

⪯
{α | α ∈ NX,σ(φ)}. Por lo tanto para todo α − v ∈ NX,σ(φ), se cumple

0 ⪯ α − v. De modo que ⪯ es σv−positivo.
Rećıprocamente, si ⪯ es σv-positivo, entonces 0 ⪯ α − v, para todo α ∈ NX,σ, en
particular para todo α ∈ Supp(φ). Dado que v ∈ Supp(φ), entonces v = ν⪯(φ).
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Figura 6.7: Conos asociados σv1 y σv2 .

6.2. Discriminante y los ⪯ −exponentes carac-
teŕısticos

En esta sección estaremos trabajando con polinomios f ∈ K[[X]][y] mónicos
irreducibles de Weierstrass de grado d. Recordemos que si B es una ⪯-rama de f

y ξ ∈ B, entonces los ⪯-exponentes caracteŕısticos asociados a B coinciden con
los ⪯-exponentes asociados a ξ. En particular, si f es ⪯-libre, los ⪯-exponentes
caracteŕısticos de f coinciden con los ⪯ −exponentes asociados a sus ráıces, por
lo que en algunos resultados vamos a estar usando indistintamente a cada uno de
estos conjuntos.

Para el siguiente resultado, recordemos que dado λ, un ⪯-exponente caracteŕıstico
de f , Nλ es el orden de λ en f , es decir, el cardinal del conjunto {ξ − ξ′ | ξ − ξ′ =
Xλu, u ∈ A⪯

∗, ξ, ξ′ ráıces de f}, Definición 5.1.14.

Proposición 6.2.1. Sean ⪯ un orden total positivo sobre Rn y f ∈ K[[X]][y] un
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polinomio de Weierstrass irreducible. Se tiene que

∑
λ∈⪯−char(f)

λNλ = ν⪯(∆(f)).

Demostración. Por (2.2.4) se tiene que ∆(f) = (−1)
d(d−1)

2 a2d−2
d

∏
j<i

(ξi − ξj)2.

De donde obtenemos que

ν⪯(∆(f)) = ν⪯

(−1)
d(d−1)

2 a2d−2
d

∏
j<i

(ξi − ξj)2

 ,

=
∑
j<i

2ν⪯(ξi − ξj) (por propiedad 1 de la Definición 1.6.1)

= 2
∑

λ∈⪯−char(f)
λ
(

Nλ

2

)

=
∑

λ∈⪯−char(f)
λNλ.

Corolario 6.2.2. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio de Weierstrass irreducible,

⪯ −libre. Entonces |Gal(K((X))f : K((X)))|
 ∑

λ∈⪯−char(f)
λ|Hλ|

 = ν⪯(∆(f)).

Demostración. El resultado es consecuencia de la Proposición 6.2.1 y de la Lema
5.1.15.

Ejemplo. Consideremos f(y) = y5 + x2
1x

2
2y

2 + x5
2 ∈ K[[x1, x2]][y], como en el

Ejemplo 10. El discriminante de f es ∆(f) = 108x1
10x2

15 + 3125x2
20.

Consideremos ω = (1,
√

5). Se tiene que f no es ≤ω-libre.
Los ≤ω-exponentes caracteŕısticos de f son (2

3 , 2
3) y (−1, 3

2).
Se tiene que ν≤ω(∆(f)) = (10, 15), N( 2

3 , 2
3 ) = 18 y N(−1, 3

2 ) = 2, por lo que

(10, 15) = ν≤ω(∆(f))

= 18
(2

3 ,
2
3

)
+ 2

(
−1,

3
2

)
= N( 2

3 , 2
3 )

(2
3 ,

2
3

)
+ N(−1, 3

2 )

(
−1,

3
2

)
.

Cumpliéndose lo que en efecto la Proposición 6.2.1 establece.
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Ejemplo. Consideremos f(z) = z2 − (x + y)2 ∈ K[[x, y]][z], como en el Ejemplo
19, a ω = (

√
2, 1) y al orden ≤ω. Las ráıces de f son ξ1 = x+y y ξ2 = −x−y, por

lo que f no es ≤ω −libre. Por otro lado, el único ≤ω −exponente caracteŕıstico
de f es (1, 0).

Se tiene que Nλ = |{ξ1 − ξ2, ξ2 − ξ1}| = 2 y ∆(f) = x2 + 2xy + y2, de manera que
ν≤ω(∆(f)) = (2, 0).

En efecto, como la Proposición 6.2.1 lo establece

(2, 0) = ν≤ω(∆(f)) = Nλλ = 2(1, 0) = (2, 0).

Sin embargo, dado que f no es ≤ω −libre y ξ1, ξ2 ∈ K((x, y)), entonces
Gal

(
K((x, y))f : K(((x, y))

)
tiene un único elemento, la identidad. Por lo que,

Hλ,ξ1 = {φ ∈ Gal
(
K((x, y))f : K(((x, y))

)
| φ(ξ1) − ξ1 = Xλu, unidad} = ∅. Aśı,

(2, 0) = ν≤ω(∆(f)) ̸= |Gal
(
K((x, y))f : K(((x, y))

)
||Hλ,ξ1|λ = 1 ·0 ·(1, 0) = (0, 0).

En cuyo caso, el Corolario 6.2.2 no se cumple pues f no es ≤ω-libre.

Ejemplo. El discriminante del polinomio f(z) = (z2−x−y)2−4xy ∈ K[[x, y]][z],
del Ejemplo 13, es ∆(f) = 4096x4y2−8192x3y3+4096x2y4. El poĺıgono de Newton
de ∆(f) se muestra en la Figura 6.8, el cual solo tiene dos vértices.

Consideremos ω = (1,
√

2) y al orden ≤ω. Se tiene que ν≤ω(∆(f)) = (4, 2).

Los ≤ω −exponentes caracteŕısticos son λ1 = (1
2 , 0) y λ2 = (0, 1

2) y Nλ1 = 8 y
Nλ2 = 4.

En efecto, como la Proposición 6.2.1 lo establece,

(4, 2) = ν≤ω(∆(f))

= Nλ1λ1 + Nλ2λ2

= 8
(1

2 , 0
)

+ 4
(

0,
1
2

)
= (4, 2).

También |Hλ1| = 2 y |Hλ2| = 1 y |Gal(K((X))f : K((X)))| = 4, teniéndose que,
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Figura 6.8: Poĺıgono de Newton de ∆(f)
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como el Corolario 6.2.2 lo establece

(4, 2) = ν≤ω(∆(f))

= |Gal(K((X))f : K((X)))| (|Hλ1|λ1 + |Hλ2|λ2)

= 4
(

2
(1

2 , 0
)

+
(

0,
1
2

))
= (4, 2).

Ahora consideremos ω1 = (
√

2, 1) y al orden ≤ω1 . Se tiene que ν≤ω1
(∆(f)) =

(2, 4).
Los ≤ω1-exponentes caracteŕısticos de f son λ1 = (0, 1

2) y λ2 = (1
2 , 0), con λ1 ≤ω1

λ2.
Se tiene que Nλ1 =

∣∣∣{ξ1−ξ2, ξ1−ξ3, ξ3−ξ4, ξ2−ξ4, ξ2−ξ1, ξ3−ξ1, ξ4−ξ3, ξ4−ξ2}
∣∣∣ = 8

y Nλ2 =
∣∣∣{ξ1 − ξ4, ξ2 − ξ3, ξ4 − ξ1, ξ3 − ξ2}

∣∣∣ = 4.
En efecto, como la Proposición 6.2.1 lo establece

(2, 4) = ν≤ω1
(∆(f))) = Nλ1λ1 + Nλ2λ2 = 8

(
0,

1
2
)

+ 4
(1

2 , 0
)

= (2, 4).

Lema 6.2.3. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass. Sea
σ en Rn un cono tal que todas las ráıces de f pertenecen a K[[σ]]k, para algún
k ∈ Z>0. Si σ contiene a un cono asociado a un vértice del poĺıgono de Newton de
∆(f) y ⪯1 y ⪯2 son órdenes σ-positivos entonces ⪯1 −char(f) =⪯2 −char(f).

Demostración. Por el Corolario 6.1.7 existe α ∈ Zn tal que Xα∆y(f) es una
unidad de K[[σ]]. Por otro lado, por (2.2.4) se tiene que ∆y(f) = (−1)

d(d−1)
2

∏
i<j

(ξi−

ξj)2, en donde ξ1, . . . , ξd son las ráıces de f .
De manera que

(−1)
d(d−1)

2
∏
i<j

(ξi − ξj)2 = X−αu. (6.2.1)

Dado que las ráıces de f pertenecen a K[[σ]]k, el cual es un dominio de factori-
zación única, Observación 3.3.11, y por (6.2.1) se tiene que

ξi − ξj = Xδij uij, (6.2.2)

con uij unidad de K[[σ]]k y δij ∈ 1
k
Zn.

Por hipótesis ⪯1, ⪯2 son σ−positivos. Por la definición (3.3.6), se tiene

ξ1, . . . , ξd ∈ K[[σ]]k ⊂ K⪯1 [[X]]k ⊂ A⪯1 y ξ1, . . . , ξd ∈ K[[σ]]k ⊂ K⪯2 [[X]]k ⊂ A⪯2 .
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Siendo uij unidad en K[[σ]]k, para todo i, j, también lo son en los anillos A⪯1 y
A⪯2 .
De manera que el conjunto de δij, constrúıdos como en (6.2.2), es el conjunto de
⪯1 −char(f) =⪯2 −char(f).

Corolario 6.2.4. Sea f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass. Sea
σ en Rn un cono tal que todas las ráıces de f pertenecen al anillo K[[σ]]k, para
algún k ∈ N y sean ⪯1 y ⪯2 órdenes σ-positivos. Si ν⪯1(∆f) = ν⪯2(∆f), entonces
los ⪯1-exponentes caracteŕısticos de f y los ⪯2-exponentes caracteŕısticos de f son
los mismos.

Demostración. Sea v := ν⪯1(∆f) = ν⪯2(∆f), el cual es un vértice del poĺıgono
de Newton de ∆y(f), por la Observación 6.1.3. Por el Lema 6.1.9, los órdenes ⪯1

y ⪯2 son σv-positivos.
Sea σ̂ el cono más pequeño que contiene a σ y a σv. Dado que ⪯1 y ⪯2 son σ, σv-
positivos, entonces ⪯1, ⪯2 también son σ̂-positivos. También, todas las ráıces de
f pertenecen al anillo K[[σ̂]]k y σ̂ contiene a σv, el cual es un cono asociado
a un vértice del poĺıgono de Newton de ∆(f), por lo tanto, del Teorema 6.2.3
conclúımos el resultado.

El siguiente resultado extiende al que Lipman y Gau demuestran en [34], sobre
los exponentes caracteŕısticos de polinomios casi ordinarios.

Teorema 6.2.5. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass,
σ ⊂ Rn un cono positivo tal que las ráıces de f pertenecen a K[[σ]]k, para algún
k ∈ Z>0. Si σ contiene a un cono asociado a un vértice del poĺıgono de Newton del
discriminante de f entonces para todo orden σ−positivo ⪯ y B una ⪯ −rama de
f , los ⪯-exponentes caracteŕısticos de f asociados a B, son los mismos, ordenados
de la misma forma.

Demostración. Por la Observación 5.1.4 se tiene que las ⪯-ramas de f son las
mismas para todo ⪯ orden que es σ-positivo.
Sea fi el polinomio irreducible en K⪯((X))[y] para el cual los elementos de B

son ráıces. Razonando como en la demostración del Lema 6.2.3, para el poli-
nomio fi, obtenemos que para todo orden ⪯-positivo para σ, los ⪯-exponentes
caracteŕısticos asociados a la ⪯-rama B, son lo mismos.
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Sean M1 y M2 ⪯-monomios caracteŕısticos asociados a la rama B, con Mi = Xδi .
Sea ξ ∈ B, por la Proposición 5.2.2, existen ξ1, ξ2 ∈ B tales que ξ1 − ξ = M1u1 y
ξ2 − ξ = M2u2, con u1, u2 ∈ A⪯ unidades. Dado que σ es ⪯-positivo y las ráıces
de f pertenecen al anillo K[[σ]]k ⊂ A⪯, entonces u1, u2 ∈ K[[σ]]k.
Tenemos M1u1 − M2u2 = (ξ1 − ξ) + (ξ2 − ξ) = ξ1 − ξ2 = M ′u′, para algún M ′

⪯ −monomio caracteŕıstico de f y u′ ∈ K[[σ]]k. De donde obtenemos que

M1u1 − M2u2 = M ′u′ (6.2.3)

Se tiene que ν⪯(M1u1 − M2u2) = mı́n{ν⪯(M1u1), ν⪯(M2u2)}. Supongamos que
ν⪯(M1u1−M2u2) = ν⪯(M1u1) = ν⪯(M1) = δ1. Por (6.2.3) se tiene que ν⪯(M1u1−
M2u2) = ν⪯(M ′) = δ′, para algún δ′ ⪯-exponente caracteŕıstico de f con M ′ =
Xδ′ , por lo que δ1 = δ′.
Ahora, de (6.2.3) obtenemos que Xδ

1(u1 − Xδ2−δ1) = Xδ1u′, por lo tanto

u1 − Xδ2−δ1 = u′ ∈ K[[σ]]k. (6.2.4)

Dado que u1, u′ ∈ K[[σ]]k, entonces Xδ2−δ1 ∈ K[[σ]]k, de donde obtenemos que
δ2 − δ1 ∈ σ.
Sea ⪯1 otro orden positivo para σ. Dado que δi − δj ∈ σ, entonces 0 ⪯1 δ1 − δ2.
De donde obtenemos que δ1 ⪯1 δ2.

Corolario 6.2.6. Sean f ∈ K[[X]][y] un polinomio irreducible de Weierstrass,
σ ⊂ Rn un cono positivo tal que las ráıces de f pertenecen a K[[σ]]k, para algún
k ∈ Z>0 y f es ⪯- libre para todo orden ⪯ que es σ-positivo. Entonces σ contiene
a un cono asociado a un vértice del poĺıgono de Newton del discriminante de f si
y sólo si para todo orden ⪯ que es σ−positivo, los ⪯-exponentes caracteŕısticos
de f , son los mismos, ordenados de la misma forma.

Demostración. Por el Teorema 6.2.5, para todo orden σ−positivo ⪯ tal que f

es ⪯ −libre se tiene que los ⪯-exponentes caracteŕısticos de f , son los mismos,
ordenados de la misma forma.
Rećıprocamente, por el Lema 4.1.2 obtenemos que ∆(f) = Xδu, con u ∈ K[[σ]]∗

y δ ∈ Zn. Se tiene que ν⪯(∆y(f)) = −δ. Por lo que v := −δ es un vértice de
NX(∆y(f)). Sea σv el cono asociado al vértice v.
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Se tiene que NX(∆y(f)) ⊂ NX,σ(∆y(f)). Por el Lema 6.1.4, NX,σ(∆y(f)) tiene
un único vértice, a saber, −δ. De donde obtenemos que NX,σ(∆y(f)) = −δ + σ.
Sea σv el cono asociado al σ-poĺıgono de Newton de NX,σ(∆y(f)), entonces σv ⊂
σv. Dado que σv = σ, entonces conclúımos que σ contiene a un cono asociado a
v.
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CAPÍTULO 7

Ejemplos

En este caṕıtulo presentamos todos los ejemplos que se exponen en este traba-
jo. Buchacher ha implementado un algoritmo en @Mathematica que calcula los
primeros términos de la ráız en S≤ω de polinomios f ∈ K[[X]][y], ver en [15].
Hemos utilizado su algoritmo para calcular algunos de los ejemplos de este tra-
bajo.

Ejemplo 1. Sea f(y) = y3 + 2x2y − 3x ∈ C[[x]][y]. Por la ecuación (2.2.4) se
tiene que ∆y(f) = (−1)

3(2)
2 det(R), en donde R es la matriz:



1 0 2x2 −3x 0
0 1 0 2x2 −3x

3 0 2x2 0 0
0 3 0 2x2 0
0 0 3 0 2x2


(7.0.1)

Por lo que ∆y(f) = −x2(243+32x4), con 243+32x4 ∈ C[[x]] unidad, Proposición
1.4.1, de manera que f es un polinomio casi ordinario.

Ejemplo 2. Sea f(y) = y2 + x1y + x2 ∈ C[[x1, x2]][y]. Sea R como en (2.2.1):


1 x1 x2

2 x1 0
0 2 x1

 (7.0.2)

Entonces ∆y(f) = x2
1 − 4x2 ̸= xδ1

1 xδ2
2 u, con u unidad de C[[x1, x2]], Proposición

1.4.1, y δ1, δ2 ∈ N. Por lo que, f no es un polinomio casi ordinario.
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Ejemplo 3. Sea f(z) = (z − x)2 + xy ∈ C[[x, y]][z] y ∆z(f) = −4xy. De manera
que f es casi ordinario.
Las ráıces de f son ξ1 = x + ix

1
2 y

1
2 y ξ2 = x − ix

1
2 y

1
2 , entonces ξ1 − ξ2 = 2ix

1
2 y

1
2 ,

por lo que
(

1
2 , 1

2

)
es el exponente caracteŕıstico de f .

Ejemplo 4. Consideremos f(z) = z2 + y − x2 ∈ C[[x, y]][z]. El discriminante de
f es ∆z(f) = 4(x2 − y), por lo que f no es casi ordinario.

Ejemplo 5. Sea f(y) = y2 + x1y + x1 ∈ C[[x1]][y]. Las ráıces de f son:

y = −x1

2 ± x
1
2
1
√

x1 − 4
2 = −x1

2 ±
x

1
2
1 (1 + x1

2 − x2
1

8 + x3
1

16 + · · · )
2 ∈ C[[x

1
2
1 ]].

El discriminante de f es ∆(f) = x1(x1 − 4), de manera que f es casi ordinario.
Haciendo la diferencia entre las ráıces obtenemos que 1

2 es el exponente carac-
teŕıstico de f .

Ejemplo 6. Sea f(y) = y2 −2(x2 +1)y+(x2 +1)−x1 ∈ C[[x1, x2]][y]. Se tiene que
∆y(f) = −4x1, por lo que f es casi ordinario, y sus ráıces son ξ = ±x

1
2
1 +x2 +1 ∈

C[[x
1
2
1 , x

1
2
2 ]]. El exponente caracteŕıstico de f es

(
1
2 , 0

)
y M = X( 1

2 ,0) es su monomio
caracteŕıstico.

Ejemplo 7. El siguiente ejemplo fue tomado de [16]. Sea f(y) = y4 − 8x2y
3 +

(24x2
2 − 2x3

2 − 2x1x
4
2)y2 + (−32x3

2 + 8x4
2 + 8x1x

5
2)y + 16x4

2 − 8x5
2 + x6

2 + 2x1x
7
2 −

8x1x
6
2 + x2

1x
8
2 − 4x1x

7
2 ∈ C[[x1, x2]][y], con ∆y(f) = 4096x2

1x
20
2 (1 + x2

1x
2
2 − 2x1x2),

por lo que f es casi ordinario.
Las ráıces de f son ξ = 2x2 ±x

3
2
2 ±x

1
2
1 x2

2, las cuales pertenecen al anillo C[[x
1
2
1 , x

1
2
2 ]],

en cuyo caso k = 2 ̸= deg(f) = 4; sin embargo, C[[x
1
2
1 , x

1
2
2 ]] ⊂ C[[x

1
4
1 , x

1
4
2 ]]. Hacien-

do las diferencias de las ráıces de f obtenemos que los exponentes caracteŕısticos
son

(
1
2 , 2

)
y
(
0, 3

2

)
.

Ejemplo 8. Consideremos f(y) = [(y−x2)2 −x1x
4
2 −x3

2]2 −4x1x
7
2 ∈ C[[x1, x2]][y].

Se tiene que ∆y(f) = 4096x2
1x

20
2 (1 − 2x1x2 + x2

1x
2
2), por lo que f es casi ordinario.

Las ráıces de f son x2 ± x
3
2
2 ± x

1
2
1 x2

2 ∈ C[[x1
1
2 , x2

1
2 ]].

Sean ξ := x2 + x
3
2
2 + x

1
2
1 x2

2, λ = (0, 1), λ1 = (0, 3
2) y λ2 = (1

2 , 2). Entonces

1. λ1 < λ2,

2. cλ = 1 y λ ∈ Z2 +∑
λi≤λ Zλi,
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3. λ1 ̸∈ Z2, λ2 ̸∈ Z2 + (0, 3
2)Z.

De manera que ξ es una ráız casi ordinaria y los exponentes caracteŕısticos aso-
ciados a ξ son λ1 = (0, 3

2) y λ2 = (1
2 , 2).

Ahora bien, consideremos ξ1 = ξ, ξ2 = x2 − x
3
2
2 − x

1
2
1 x2

2, ξ3 = x2 + x
3
2
2 − x

1
2
1 x2

2 y
ξ4 = x2 − x

3
2
2 + x

1
2
1 x2

2, por lo que

ξ1 − ξ2 = 2x
3
2
2 + 2x

1
2
1 x2

2 = x
3
2
2 (2 + x

1
2
1 x

1
2
2 ),

ξ − ξ3 = ξ2 − ξ3 = 2x
1
2
1 x2

2,

ξ − ξ4 = ξ2 − ξ4 = 2x
3
2
2 .

(7.0.3)

Teniéndose que λ1 = (0, 3
2) y λ2 = (1

2 , 2) son los exponentes caracteŕısticos. Como
el Teorema 2.4.9 garantiza, los exponentes caracteŕısticos de f coinciden con los
exponentes asociados a ξ.

Ejemplo 9. Consideremos f(z) = z4 −2xy2z2 −2x3y5z2 +x2y4 +2x4y7 +x6y10 −
4x4y7 ∈ K[[x, y]][z]. El discriminante de f es ∆(f) = 4096x10b18(x4b6−2x2y3+1),
por lo que f es casi ordinario. Las ráıces de f son ±x

1
2 y ± x

3
2 y

5
2 .

Los exponentes caracteŕısticos de f son λ1 =
(

1
2 , 1

)
y λ2 =

(
3
2 , 5

2

)
y sus monomios

caracteŕısticos son M1 = Xλ1 y M2 = Xλ2 .

Ejemplo 10. Consideremos f(y) = y5 +x2
1x

2
2y

2 +x5
2 ∈ K[[x1, x2]][y]. El discrimi-

nante de f es ∆(f) = 108x1
10x2

15 + 3125x2
20, por lo que f no es casi ordinario.

Consideremos ω = (1,
√

5), en el campo K≤ω((x1, x2))6 podemos hallar a las ráıces
de f las cuales son:

ξ1 = −x
2
3
1 x

2
3
2 − 1

3x
− 8

3
1 x

7
3
2 + 1

3x−6
1 x4

2 − 44
81x

− 28
3

1 x
17
3

2 + · · ·

ξ2 = 1 − i
√

3
2 x

2
3
1 x

2
3
2 + 2i

3i + 3
√

3
x

− 8
3

1 x
7
3
2 + 1

3x−6
1 x4

2 − −44i + 44
√

3
81i + 81

√
3

x
− 28

3
1 x

17
3

2 + · · ·

ξ3 = 1 + i
√

3
2 x

2
3
1 x

2
3
2 − 2i

−3i + 3
√

3
x

− 8
3

1 x
7
3
2 + 1

3x−6
1 x4

2 − 44i + 44
√

3
−81i + 81

√
3

x
− 28

3
1 x

17
3

2 + · · ·

ξ4 = −ix−1
1 x

3
2
2 − 1

2x−6x4
2 + 9i

8 x11
1 x

13
2

2 + 7
2x−16

1 x9
2 + · · ·

ξ5 = ix−1
1 x

3
2
2 − 1

2x−6x4
2 − 9i

8 x11
1 x

13
2

2 + 7
2x−16

1 x9
2 + · · ·

Calculando las diferencias entre las ráıces obtenemos

91



ξ1 − ξ2 = x
2
3
1 x

2
3
2 u1, ξ1 − ξ3 = x

2
3
1 x

2
3
2 u2,

ξ2 − ξ3 = x
2
3
1 x

2
3
2 u3, ξ1 − ξ4 = x

2
3
1 x

2
3
2 u4,

ξ1 − ξ5 = x
2
3
1 x

2
3
2 u5, ξ2 − ξ4 = x

2
3
1 x

2
3
2 u6,

ξ2 − ξ5 = x
2
3
1 x

2
3
2 u7, ξ3 − ξ4 = x

2
3
1 x

2
3
2 u8,

ξ3 − ξ5 = x
2
3
1 x

2
3
2 u9, ξ4 − ξ5 = x−1

1 x
3
2
2 u10.

De manera que (2
3 , 2

3) y (−1, 3
2) son los ≤ω-exponentes caracteŕısticos de f .

Consideremos η = −1 una ráız 2-ésima primitiva de la unidad, para cualquier
µ = (µ1, µ2) ∈ {0, 1}2 \ {(0, 0)}, se tiene que τη,µ(ξ4) = ξ5.
Ahora, consideremos η = −1−i

√
3

2 una ráız 3-ésima primitiva de la unidad y µ ∈
{0, 1, 2}2. Si µ = (µ1, µ2) = (1, 1), entonces τη,µ(ξ3) = ξ2. Ahora, si µ = (2, 2)
entonces τη,µ(ξ3) = ξ1.
Usando la Proposición 5.1.6, obtenemos que las ≤ω-ramas de f son B1 =
{ξ1, ξ2, ξ3} y B2 = {ξ4, ξ5}, teniéndose que f no es ≤ω-libre.
El ≤ω-exponente caracteŕıstico asociado a B1 es (2

3 , 2
3) y el ≤ω-exponente ca-

racteŕıstico asociado a B2 es (−1, 3
2). Además, el ≤ω-exponente caracteŕıstico de

contacto de las ramas B1 y B2 es (2
3 , 2

3).
Se tiene que ν≤ω(∆(f)) = (10, 15), N( 2

3 , 2
3 ) = 18 y N(−1, 3

2 ) = 2, por lo que

(10, 15) = ν≤ω(∆(f))

= 18
(2

3 ,
2
3
)

+ 2
(

− 1,
3
2
)

= N( 2
3 , 2

3 )

(2
3 ,

2
3
)

+ N(−1, 3
2 )

(
− 1,

3
2
)
.

Cumpliéndose lo que en efecto la Proposición 6.2.1 establece.
Consideremos ahora a ω1 = (

√
5, 1) y al orden ≤ω1 . Se tiene que las ráıces de f

son

ξ1 = −y − 1
5x2 − 1

625x8y−3 + 1
125x6y−2 + · · ·

ξ2 = (−0,309 − 0,951i)y − −0,809 + 0,588i

1,55 − 4,76i
x2 − −0,0124 − 0,0380i

1,55 − 4,76i
x6y−2 + · · ·

ξ3 = (−0,309 + 0,951i)y − −0,809 − 0,588i

1,55 + 4,76i
x2 − −0,0124 + 0,0380i

1,55 + 4,76i
x6y−2 + · · ·

ξ4 = (0,809 − 0,588i)y − 0,309 − 0,951i

−4,05 − 2,94i
x2 − 0,0324 − 0,0235i

−4,05 − 2,94i
x6y−2 + · · ·
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ξ5 = (0,809 + 0,588i)y − 0,309 + 0,951i

−4,05 + 2,94i
x2 − 0,0324 + 0,0235i

−4,05 + 2,94i
x6y−2 + · · ·

Haciendo las diferencias de las ráıces obtenemos que f tiene un ≤ω1-exponente
caracteŕıstico, a saber, (0, 1).
Usando la Proposición 5.1.6 se tiene que las ráıces de f , al tener soporte en Z2

son invariantes para todo τη,µ. De manera que f tiene 5 ≤ω1-ramas, a saber,
B1 = {ξ1}, B2 = {ξ2}, B3 = {ξ3}, B4 = {ξ4} y B5 = {ξ5}.
El polinomio f no tiene ≤ω1-exponentes caracteŕısticos asociados a sus ≤ω1-ramas.
Pero śı tiene ≤ω1-exponentes caracteŕısticos de contacto entre las ≤ω1-ramas, el
cual es (0, 1).

Ejemplo 11. Sea f(z) = z2 − (x + y2) ∈ C[[x, y]][z]. El discriminante de f es
∆(f) = 4(x+y2), por lo que no es casi ordinario. Tomando el orden ω1 = (

√
2, 1),

las ráıces de f son

ξ1 = −x
1
2 + 1

2x− 1
2 y2 + 1

8x− 3
2 y4 + 1

16x− 5
2 y6 + 5

128x− 7
2 y8 + 7

256x− 9
2 y10 + · · ·

y

ξ2 = x
1
2 − 1

2x− 1
2 y2 − 1

8x− 3
2 y4 − 1

16x− 5
2 y6 − 5

128x− 7
2 y8 − 7

256x− 9
2 y10 + · · ·

Tomando el orden ω2 = (4,
√

2) se tiene que las ráıces de f son:

ξ1 = 7i

256x5y−9 + 5i

128x4y−7 + i

16x3y−5 + i

8x2y−3 + i

2xy−1 − iy + · · ·

y

ξ2 = − 7i

256x5y−9 − 5i

128x4y−7 − i

16x3y−5 − i

8x2y−3 − i

2xy−1 + iy + · · ·

Usando la Proposición 5.1.6, si η = −1, ráız 2-ésima primitiva de la unidad, para
cualquier µ ∈ {0, 1}2 \ {(0, 0)}, τη,µ(ξ1) = ξ2. Por lo que f tiene una ≤ω1-rama.
Ahora, tomando el orden ≤ω2 , el soporte de Supp(ξ1), Supp(ξ2) ⊂ Z2, por lo que
es invariante para cualquier τη,µ. De manera que f tiene dos ≤ω2-ramas.
El ≤ω1-exponente caracteŕıstico de f es (1

2 , 0), el cual también es el asociado a la
≤ω1-rama de f .
El ≤ω2-exponente caracteŕıstico de f es (5, −9), el cual también es el ≤ω2-
exponente caracteŕıstico de contacto entre las ≤ω2-ramas de f .
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Ejemplo 12. Sea f(y) = y5 + x1x2y
2 + x4

2 ∈ K[[x1, x2]][y]. El discriminante de f

es ∆(f) = x2
9(108x1

5 + 3125x2
7), por lo que f no es casi ordinario.

Consideremos ω = (
√

2, 2) y al orden ≤ω. Podemos hallar las ráıces de f en el
campo K≤ω((X))6, las cuales son:

ξ1 = −x
1
3
1 x

1
3
2 − 1

3x
− 4

3
1 x

8
3
2 + 1

3x−3
1 x5

2 − 44
81x

− 14
3

1 x
22
3

2 + · · ·

ξ2 = 1
2(1 − i

√
3)x

1
3
1 x

1
3
2 + 2i

3i + 3
√

3
x

− 4
3

1 x
8
3
2 + 1

3x−3
1 x5

2 + −44i + 44
√

3
81i + 81

√
3

x
− 14

3
1 x

22
3

2 + · · ·

ξ3 = 1
2(1 + i

√
3)x

1
3
1 x

1
3
2 + 2i

−3i + 3
√

3
x

− 4
3

1 x
8
3
2 + 1

3x−3
1 x5

2 + 44i + 44
√

3
−81i + 81

√
3

x
− 14

3
1 x

22
3

2 + · · ·

ξ4 = −ix
− 1

2
1 x

3
2
2 − 1

2x−3
1 x5

2 + 9i

8 x
− 11

2
1 x

− 17
2

2 + 7
2x−8

1 x−8
2 + · · ·

ξ5 = ix
− 1

2
1 x

3
2
2 − 1

2x−3
1 x5

2 − 9i

8 x
− 11

2
1 x

− 17
2

2 + 7
2x−8

1 x−8
2 + · · ·

Haciendo las diferencia de las ráıces de f se tiene que los ≤ω-exponentes carac-
teŕısticos de f son (1

3 , 1
3) y (−1

2 , 3
2), con (1

3 , 1
3) ≤ω (−1

2 , 3
2).

Consideremos η = −1 una ráız 2-ésima primitiva de la unidad, para cualquier
µ = (µ1, µ2) ∈ {0, 1}2 \ {(0, 0)}, se tiene que τη,µ(ξ4) = ξ5.
Ahora, consideremos η = −1−i

√
3

2 una ráız 3-ésima primitiva de la unidad y µ ∈
{0, 1, 2}2. Si µ = (µ1, µ2) = (0, 1), (1, 0), entonces τη,µ(ξ3) = ξ2. Ahora, si µ =
(1, 1) entonces τη,µ(ξ3) = ξ1.
Usando la Proposición 5.1.6, obtenemos que las ≤ω-ramas de f son B1 =
{ξ1, ξ2, ξ3} y B2 = {ξ4, ξ5}.
El polinomio f se factoriza en K≤ω [[X]][y] como f = gh, en donde h(y) = (y −
ξ1)(y − ξ2)(y − ξ3) y h(y) = (y − ξ4)(y − ξ5).
El ≤ω-exponente caracteŕıstico asociado a B1 es (1

3 , 1
3); el ≤ω-exponente carac-

teŕıstico asociado a B2 es (−1
2 , 3

2); y el ≤ω-exponente caracteŕıstico de contacto
de B1 y B2 es (1

3 , 1
3).

Ahora, consideremos a ω1 = (
√

5, 1) y al orden ≤ω1 . Las ráıces de f son

ξ1 = −y
4
5 − 1

625x4y− 24
5 + 1

125x3y− 17
5 − 1

5xy
3
5 + · · ·

ξ2 = (−0,309−0,951i)y 4
5 − −0,809 + 0,588i

1,55 − 4,76i
xy− 3

5 − −0,0124 − 0,0380i

1,55 − 4,76i
x3y− 17

5 +· · ·

ξ3 = (−0,309+0,951i)y 4
5 − −0,809 − 0,588i

1,55 + 4,76i
xy− 3

5 − −0,0124 + 0,0380i

1,55 + 4,76i
x3y− 17

5 +· · ·
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ξ4 = (0,809 − 0,588i)y 4
5 − 0,309 − 0,951i

−4,05 − 2,94i
xy− 3

5 − 0,0324 − 0,0235i

−4,05 − 2,94i
x3y− 17

5 + · · ·

ξ5 = (0,809 + 0,588i)y 4
5 − 0,309 + 0,951i

−4,05 + 2,94i
xy− 3

5 − 0,0324 + 0,0235i

−4,05 + 2,94i
x3y− 17

5 + · · ·

Haciendo las diferencias entre las ráıces de f , su ≤ω1-exponente caracteŕıstico es
(0, 4

5).
Sea η una ráız 5-ésima primitiva de la unidad y µ ∈ {0, 1, 2, 3, 4}2. Para toda ráız
de f existe µ tal que τη,µ(ξ5) = ξi, para todo i = 1, 2, 3, 4.
Usando la Proposición 5.1.6, obtenemos que f tiene una única ≤ω1-rama, B =
{ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5}, por lo tanto f es ≤ω1-libre, Observación 5.1.3.
El ≤ω1-exponente caracteŕıstico asociado a la rama B es (0, 4

5).

Ejemplo 13. Sea f(z) = (z2 − x − y)2 − 4xy ∈ K[[x, y]][z]. Se tiene que ∆(f) =
4096x4y2 − 8192x3y3 + 4096x2y4, por lo que f no es un polinomio casi ordinario.
Pero la superficie definida por f śı es de Puiseux. Las ráıces de f , calculadas con
cualquier orden positivo son

ξ1 = x
2
4 + y

2
4 , ξ2 = −x

2
4 − y

2
4 , ξ3 = x

2
4 − y

2
4 , ξ4 = −x

2
4 + y

2
4 .

Consideremos a ω = (1,
√

2) y al orden ≤ω. Los ≤ω −exponentes caracteŕısticos
de f son λ1 = (1

2 , 0) y λ2 = ((0, 1
2)), en donde (1

2 , 0) ≤ω (0, 1
2).

Los elementos de Gal(K≤ω((X))4 : K≤ω((X))) son τ1, . . . , τ16, donde:

τ1 : x
1
4 7→ x

1
4 , y

1
4 7→ y

1
4

τ2 : x
1
4 7→ x

1
4 , y

1
4 7→ −y

1
4

τ3 : x
1
4 7→ x

1
4 , y

1
4 7→ iy

1
4

τ4 : x
1
4 7→ x

1
4 , y

1
4 7→ −iy

1
4

τ5 : x
1
4 7→ −x

1
4 , y

1
4 7→ y

1
4

τ6 : x
1
4 7→ −x

1
4 , y

1
4 7→ −y

1
4

τ7 : x
1
4 7→ −x

1
4 , y

1
4 7→ iy

1
4

τ8 : x
1
4 7→ −x

1
4 , y

1
4 7→ −iy

1
4

τ9 : x
1
4 7→ ix

1
4 , y

1
4 7→ y

1
4

τ10 : x
1
4 7→ ix

1
4 , y

1
4 7→ −y

1
4

τ11 : x
1
4 7→ ix

1
4 , y

1
4 7→ iy

1
4

τ12 : x
1
4 7→ ix

1
4 , y

1
4 7→ −iy

1
4

τ13 : x
1
4 7→ −ix

1
4 , y

1
4 7→ y

1
4

τ14 : x
1
4 7→ −ix

1
4 , y

1
4 7→ −y

1
4

τ15 : x
1
4 7→ −ix

1
4 , y

1
4 7→ iy

1
4

τ16 : x
1
4 7→ −ix

1
4 , y

1
4 7→ −iy

1
4

El campo de factorización de f sobre K((x, y)) es K((x, y))f = K((x, y))[x 1
2 , y

1
2 ]

y Gal(K((x, y))f : K((x, y))) = {ρ1, ρ2, ρ3, ρ4}, en donde:

ρ1 : x
1
2 7→ x

1
2 , y

1
2 7→ y

1
2 ,

ρ2 : x
1
2 7→ −x

1
2 , y

1
2 7→ −y

1
2 ,

ρ3 : x
1
2 7→ −x

1
2 , y

1
2 7→ y

1
2 ,

ρ4 : x
1
2 7→ x

1
2 , y

1
2 7→ −y

1
2 .

95



El conjunto Im(Ψ), como en la Proposición 5.1.7 es Im(Ψ) = {ρ1, ρ2, ρ3, ρ4} =
Gal(K((x, y))f : K((x, y))). De donde,

ρ1 = Ψ(τ1) = Ψ(τ2) = Ψ(τ5) = Ψ(τ6),
ρ2 = Ψ(τ11) = Ψ(τ12) = Ψ(τ15) = Ψ(τ16),
ρ3 = Ψ(τ9) = Ψ(τ10) = Ψ(τ13) = Ψ(τ14),
ρ4 = Ψ(τ3) = Ψ(τ4) = Ψ(τ7) = Ψ(τ8).

Las singularidades de Puiseux irreducibles son ⪯ −libres para cualquier orden
positivo, por lo cual Im(Ψ) tiene una única órbita.
Tomando a ξ1 se tiene que Hλ1 = {ρ2, ρ3} y Hλ2 = {ρ4}. Podemos notar que
para cualquier ráız ξi de f , se obtienen los mismos conjuntos Hλ1 y Hλ2 . Además,
Hλ1 ∩ Hλ2 = ∅.
Se tiene que Nλ1 = |{ξ1−ξ2, ξ1−ξ4, ξ2−ξ3, ξ3−ξ4, ξ2−ξ1, ξ4−ξ1, ξ3−ξ2, ξ4−ξ3}| = 8,
Nλ2 = |{ξ1 − ξ3, ξ2 − ξ4, ξ3 − ξ1, ξ4 − ξ2}| = 4 y ν≤ω(∆(f)) = (4, 2).
Entonces,

(4, 2) = ν≤ω(∆(f))

= Nλ1λ1 + Nλ2λ2

= 8
(1

2 , 0
)

+ 4
(

0,
1
2

)
= (4, 2).

Se tiene que |Hλ1| = 2 y |Hλ2| = 1 y |Gal(K((X))f : K((X)))| = 4, por lo que

(4, 2) = ν≤ω(∆(f))

= |Gal(K((X))f : K((X)))| (|Hλ1|λ1 + |Hλ2|λ2)

= 4
(

2
(1

2 , 0
)

+
(

0,
1
2

))
= (4, 2).

(7.0.4)

Ahora, consideremos ω1 = (
√

2, 1) y al orden ≤ω1 . Los ≤ω1 −exponentes carac-
teŕısticos de f son λ1 = (0, 1

2) y λ2 = (1
2 , 0), con λ1 ≤ω1 λ2.

Se tiene que Nλ1 =
∣∣∣{ξ1−ξ2, ξ1−ξ3, ξ3−ξ4, ξ2−ξ4, ξ2−ξ1, ξ3−ξ1, ξ4−ξ3, ξ4−ξ2}

∣∣∣ = 8
y Nλ2 =

∣∣∣{ξ1 − ξ4, ξ2 − ξ3, ξ4 − ξ1, ξ3 − ξ2}
∣∣∣ = 4 y ν≤ω1

(∆(f)) = (2, 4).
De donde obtenemos

(2, 4) = ν≤ω1
(∆(f))) = Nλ1λ1 + Nλ2λ2 = 8

(
0,

1
2
)

+ 4
(1

2 , 0
)

= (2, 4). (7.0.5)

Cumpliéndose en (7.0.4) y (7.0.5) lo que establece la Proposición 6.2.1.
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Ejemplo 14. Sea f(y) = y2 + x1y − x3
1 − x2 ∈ C[[x1, x2]][y]. El discriminante de

f es ∆(f) = 4x1
3 + x1

2 + 4x2, por lo que f no es casi ordinario. Consideremos
ω = (1, π). En el campo K≤ω((X)) podemos encontrar a las ráıces de f , las cuales
son

ξ1 = x2
1 + x−1

1 x2 − x3
1 − 2x2 − x−3

1 x2
2 + 6x1x2 + 6x−2

1 x−2
2 + · · · ,

ξ2 = −x1−x2
1+x3

1−2x4
1+5x5

1+2x2−x2x
−1
1 −6x1x2+20x2

1x2+x2
2x

−3
1 −6x2

2x
−2
1 −2x3

2x
−5
1 +· · ·

Calculando la diferencia entre las ráıces obtenemos:

ξ1 − ξ2 = x1 − 2x2
1 − x3

1 + 4x2 + 2x−1
1 x2 + . . . = x1u, (7.0.6)

con u unidad en A≤ω .
El polinomio tiene dos ≤ω-ramas, a saber, B1 = {ξ1} y B2 = {ξ2}. Tam-
bién, f tiene un ≤ω-exponente caracteŕıstico (1, 0). Dado que cada ≤ω-rama
tiene un único elemento, entonces no hay ≤ω-exponentes caracteŕısticos asocia-
dos a las ≤-ramas. Por otro lado, tampoco hay ≤ω-exponentes asociados a las
ráıces, pues Supp(ξ1), Supp(ξ2) ⊂ Z2. Teniéndose que el conjunto de los ≤ω-
exponentes carácteŕısticos asociados a una rama de f coincide con el conjunto
de ≤ω-exponentes caracteŕısticos asociados a las ráıces, tal como lo establece el
Teorema 5.2.5.

Ejemplo 15. Sean f(y) = y2 −(x2
1 +x2

2) ∈ K[[x1, x2]][y] y σ =< (0, 1), (1, −1) >.
Con ayuda del binomio de Newton podemos calcular las ráıces de f en K[[σ]], las
cuales son, ξ1 = ∑∞

i=0

(
µ
i

)
x2i

1 x1−2i
2 , ξ2 = −∑∞

i=0

(
µ
i

)
x2i

1 x1−2i
2 ∈ K[[σ]], donde µ = 1

2 .
Consideremos ω = (

√
2, 1) y al orden ≤ω en Rn.

Tenemos que ξ1 − ξ2 = ∑∞
i=0 2

(
µ
i

)
x2i

1 x1−2i
2 = X(0,1)u, tal que u ∈ A≤ω , es una

unidad. Por lo tanto (0, 1) es el ≤ω-exponente caracteŕıstico de f .
El polinomio f tiene dos ≤ω-ramas, a saber, B1 = {ξ1} y B2 = {ξ2}, las cua-
les no tienen ≤ω-exponentes asociados, pues cada rama tiene una única ráız.
De igual manera, cada ráız ξ1, ξ2, no tiene ≤ω −exponentes asociados, pues
Supp(ξ1), Supp(ξ2) ⊂ Z2. Concluyendo que los ≤ω-exponentes caracteŕısticos aso-
ciados a las ramas coincide con el conjunto de los ≤ω-asociados a las ráıces, tal
como lo establece el Teorema 5.2.5.

Ejemplo 16. Sean f(y) = y6 − 3x1y
4 + 2x2y

3 + 3x2
1y

2 + 6x1x2y − x3
1, ω = (1,

√
2)

y ≤ω un orden total en Rn.
Las ráıces de f las podemos hallar en el campo K≤ω((X))6, las cuales son:
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ξ1 = −x
2
6
2 + x

3
6
1 ,

ξ2 = −−1 + i
√

3
2 x

2
6
2 + x

3
6
1 ,

ξ3 = −−1 − i
√

3
2 x

2
6
2 + x

3
6
1 ,

ξ4 = −x
2
6
2 − x

3
6
1 ,

ξ5 = −−1 + i
√

3
2 x

2
6
2 − x

3
6
1 ,

ξ6 = −−1 − i
√

3
2 x

2
6
2 − x

3
6
1 .

Se tiene que f es ≤ω −libre, por lo que tiene una única B ≤ω −rama, a saber,
B = {ξ1, . . . , ξ6}.

Los ≤ω −exponentes caracteŕısticos de f son
(
0, 2

6

)
y
(

3
6 , 0

)
.

Por otro lado, los ≤ω −exponentes asociados a ξ1 son λ1 = mı́n
⪯

{Supp(ξ) \

Z2} =
(

0,
2
6

)
. Además,

(
3
6 , 0

)
̸∈ Z2 +

(
0, 2

6

)
Z. Por lo que, λ2 =

mı́n
⪯

{
Supp(ξ) \

(
Z2 +

(1
2 , 0

)
Z2)

)}
=
(3

6 , 0
)

.

En efecto, como el Teorema 5.2.5 garantiza, los ≤ω −exponentes caracteŕısticos
de f son los ≤ω −exponentes asociados a ξ1.

El discriminante de f es ∆(f) = 1166400x1
15 − 11897280x1

14x2 +
44509824x1

13x2
2 − 73063296x1

12x2
3 − 12130560x1

12x2
2 + 49128768x1

11x2
4 +

100357056x1
11x2

3 − 11337408x1
10x2

5 − 273357504x1
10x2

4 + 240604992x1
9x2

5 −
27013824x1

9x2
4 + 11337408x1

8x2
6 − 99937152x1

8x2
5 + 238085568x1

7x2
6 −

3779136a6b7 + 361164096x1
6x2

6 − 8118144x1
5x2

7 + 419904x1
4x2

8 + 746496x1
3x2

8.
Por lo tanto, ν≤ω(∆(f)) = (3, 8).

Por otro lado, Nλ1 = 2 ·
∣∣∣ξ1 − ξ2, ξ1 − ξ3, ξ1 − ξ5, ξ1 − ξ6, ξ2 − ξ3, ξ2 − ξ4, ξ2 − ξ6, ξ3 −

ξ4, ξ3 − ξ5, ξ4 − ξ5, ξ4 − ξ6, ξ5 − ξ6

∣∣∣ = 24 y Nλ2 = 2 ·
∣∣∣ξ1 − ξ4, ξ3 − ξ6, ξ2 − ξ3

∣∣∣ = 6.
De manera que
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(3, 8) = ν≤ω(∆(f))

= Nλ1λ1 + Nλ2λ2

= 24
(

0,
2
6

)
+ 6

(3
6 , 0

)
= (3, 8)

Cumpliéndose la igualdad tal como lo establece la Proposición 6.2.1.

Ejemplo 17. Sea f(z) = z4 + x3yz3 − 12x2y2z2 + x3yz − 5x3y5 ∈ K[[x, y]][z] y
consideremos el orden ω = (1,

√
11).

Las ráıces de f son

ξ1 = x−3y−1 + 103680yx−13 − 3456yx−9 + 144yx−5 − 12yx−1 − x3y + · · ·

ξ2 = −xy
1
3 − 1

3x3y − 4xy
5
3 − 1

9x5y
5
3 − 4

3x3y
7
3 + · · ·

ξ3 = 1
2(1−i

√
3)xy

1
3 −1

3x3y+(2+2i
√

3)xy
5
3 − 1

18(1+i
√

3)x5y
5
3 −1

3(2−2i
√

3)x3y
7
3 +· · ·

ξ4 = 1
2(1+i

√
3)xy

1
3 −1

3x3y+(2−2i
√

3)xy
5
3 − 1

18(1−i
√

3)x5y
5
3 −1

3(2+2i
√

3)x3y
7
3 +· · ·

Se tiene que f no es ≤ω −libre, pues ξ1 ∈ K≤ω((x, y)).
Por otro lado, ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 ∈ K≤ω((x, y))3, por lo que los ≤ω −exponentes ca-
racteŕısticos de f pertenecen a 1

3Z
2, los cuales se obtienen restando las ráıces,

ξ1 − ξi = X(−1,−3)ui, con i = 2, 3, 4 y ξj − ξm = X(1, 1
3 )ujm con j, k = 2, 3, 4, de

manera que λ(1) = (−3, −1) y λ(2) = (1, 1
3). Construyamos a M como en (4.4.1):

M =
3 0 −9 3

0 3 −3 1

 (7.0.7)

Se tiene que los menores de orden 2 de la matriz M son: 9, 27, 0 y 3. Por lo que,
mcd(9, 27, 0, 3) = 3.

De modo que [K≤ω((x, y))[ξi] : K≤ω((x, y))] = 32

3 = 3, con i = 2, 3, 4 y
[K≤ω((x, y))[ξ1] : K≤ω((x, y))] = 1. Sin embargo, [K≤ω((x, y))[ξi] : K≤ω((x, y))] ̸=
deg(f), para todo i = 1, 2, 3, 4.

Ejemplo 18. Sea f(z) = z4 + 3xyz3 + x2y6z2 + xy7z + x6y5 − x2y3 ∈ K[[x, y]][z].
Sea ω = (

√
2, 1) y consideremos al orden ≤ω.
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Calculemos las ráıces de f en S≤ω :

ξ1 = −x
1
2 y

3
4 − 3

4xy − 27
32x

3
2 y

5
4 − 27

32x2y
3
2 + · · ·

ξ2 = −ix
1
2 y

3
4 − 3

4xy + 27
32ix

3
2 y

5
4 + 27

32x2y
3
2 + · · ·

ξ3 = ix
1
2 y

3
4 − 3

4xy − 27
32ix

3
2 y

5
4 + 27

32x2y
3
2 + · · ·

ξ4 = x
1
2 y

3
4 − 3

4xy + 27
32ix

3
2 y

5
4 − 27

32x2y
3
2 + · · ·

Se tiene que ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 ∈ K≤ω((x, y))4. Además f es ≤ω −libre. Si calculamos la
resta de las ráıces de f se tiene que ξi − ξl = X( 1

2 , 3
4 )ujl con j ̸= l y j, l = 1, 2, 3, 4.

Por lo que f tiene un único ≤ω −exponente caracteŕıstico, a saber,
(

1
2 , 3

4

)
∈ 1

4Z
2.

Calculemos a M como en (4.4.1):

M =
4 0 2

0 4 3

 (7.0.8)

Se tiene que los menores de orden 2 de la matriz M es: 16, -8, 12. Por lo que,
mcd(16, −8, 12) = 4. Por lo tanto, [K≤ω((x, y))[ξi] : K≤ω((x, y))] = 42

4 = 4, para
todo i = 1, 2, 3, 4. En efecto, como la Proposición 5.2.9 lo establece.

Ejemplo 19. Consideremos f(z) = z2 − (x + y)2 ∈ K[[x, y]][z], a ω = (
√

2, 1) y
al orden ≤ω. Las ráıces de f son ξ1 = x + y y ξ2 = −x − y, por lo que f no es
≤ω −libre. Por otro lado, el único ≤ω −exponente caracteŕıstico de f es (1, 0).
Se tiene que Nλ = |{ξ1 − ξ2, ξ2 − ξ1}| = 2 y ∆(f) = x2 + 2xy + y2, de manera que
ν≤ω(∆(f)) = (2, 0).
En efecto, como la Proposición 6.2.1 lo establece

(2, 0) = ν≤ω(∆(f)) = Nλλ = 2(1, 0) = (2, 0).

Sin embargo, dado que f no es ≤ω −libre y ξ1, ξ2 ∈ K((x, y)), entonces
Gal

(
K((x, y))f : K(((x, y))

)
tiene un único elemento, la identidad. Por lo que,

Hλ,ξ1 = {φ ∈ Gal
(
K((x, y))f : K(((x, y))

)
| φ(ξ1) − ξ1 = Xλu, unidad} = ∅. Aśı,

(2, 0) = ν≤ω(∆(f)) ̸= |Gal
(
K((x, y))f : K(((x, y))

)
||Hλ,ξ1|λ = 1 ·0 ·(1, 0) = (0, 0).

En cuyo caso, el Corolario 6.2.2 no se cumple pues f no es ≤ω-libre.
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exponente dominante, 42
extensión de campos, 9

finita , 9
algebraica, 9
de Galois, 10
de Kummer, 10
normal, 9
separable, 9

forma inicial, 13
función anaĺıtica, 14
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APÉNDICE A

Algunos resultados que se utilizan y que se
encuentran en la literatura

Corolario A.0.1. [17, Corolario 34, página 460] Todo polinomio irreducible so-
bre un campo de caracteŕıstica 0 es separable. Un polinomio sobre un campo de
caracteŕıstica cero es separable si y sólo si es producto de polinomios irreducibles
distintos.

Lema A.0.2. [Lema de Gauss] Sea R un dominio de factorizaciónn única y sea
K su campo de fracciones. Si f ∈ R[y] es un polinomio irreducible, entonces f

es irreducible en K[y].

Proposición A.0.3. [29, Proposición 1.4, pag 225] Sea F/K una extensión de
campos. Sea α ∈ F algebraico sobre K. Entonces K(α) = K[α]. La extensión
K(α)/K es finita y [K(α) : K] es igual al grado del polinomio irreducible de α

en el anillo K[x].

Teorema A.0.4. [29, Teorema 1.10, pág. 265] Sea F/K una extensión de Galois
con grupo de Galois G. Sea E un subcampo tal que K ⊂ E ⊂ F y H = Gal(F/E).
Entonces E/K es una extensión normal si y sólo si H es un subgrupo normal de
G. Si E/K es una extensión normal, entonces el mapeo τ 7→ τ |E es un homo-
morfismo suprayectivo de G al grupo de E/K, cuyo kernel es H.

Proposición A.0.5. [17, Proposición 2, pág. 472] Sean F/K una extensión de
campos y α ∈ F algebraico sobre K. Para cualquier τ ∈ Aut(F/K), τ(α) es ráız
del polinomio mı́nimo de α sobre K, Aut(F/K) permuta a las ráıces de polinomios
irreducibles sobre K. Equivalentemente, cualquier polinomio con coeficientes en
K que tiene por ráız a α, τ(α) también es ráız.
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Proposición A.0.6. [17, Proposición 5, pág. 475] Sea F el campo de factoriza-
ción de un polinomio f ∈ K[x]. Entonces |Aut(F/K)| ≤ [F : K], con igualdad si
f es separable sobre K.

Teorema A.0.7. [17, Teorema 13, pág. 486] La extensión F/K es de Galois si
y sólo si es el campo de factorización de un polinomio irreducible separable sobre
K. En cuyo caso, para todo polinomio irreducible en el anillo K[y] que tenga una
ráız en F es separable y todas sus ráıces pertenecen en F .
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APÉNDICE B

Preguntas

En este apéndice se presentan las interrogantes que han quedado sin una respues-
ta a lo largo del desarrollo y la discusión de la tesis. Estas preguntas abren la
posibilidad de futuras investigaciones.

Si una hipersuperficie es casi ordinaria irreducible, entonces tiene una úni-
ca ⪯-rama para todo orden ⪯ total positivo continuo sobre Rn. ¿Cuál es
la interpretación geométrica de las distintas ⪯-ramas para el caso no casi
ordinario?

Para cada orden ⪯ existe un morfismo de grupos como en la Proposición
5.1.7. ¿Cuándo el subgrupo generado por las imágenes de ese morfismo
para todos los órdenes es el grupo de Galois del campo de factorización del
polinomio?

Para hipersuperficies casi ordinarias el conjunto de exponentes caracteŕısti-
cos definen un semigrupo asociado a la hipersuperficie. Para una hiper-
superficie arbitraria, dado un orden se puede definir un semigrupo, como
lo explicamos en [7]. Para el caso casi ordinario el semigrupo se describe
en términos de los exponentes caracteŕısticos, ¿existe una manera de re-
presentar a los semigrupos que definimos en [7] usandos los ⪯-exponentes
caracteŕısticos?

En el caso casi ordinario los exponentes caracteŕısticos determinan el tipo
topológico de la singularidad. ¿En qué casos se podŕıa determinar el tipo
topológico, conocidos los ⪯-exponentes caracteŕısticos, para singularidades
generales?
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