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Introduccion

En topologia, se estudian objetos como los espacios topoldgicos, los espa-
cios lineales y los espacios de funciones, entre otros. La teoria de grupos de
transformaciones se enfoca en el estudio de las simetrias de estos objetos, o mas
ampliamente, de subgrupos del grupo completo de simetrias.

El concepto de simetria fue desarrollado en detalle por el matematico norue-
go Sophus Lie (1842-1899) durante el periodo de 1874 a 1884, cuando publicé
tres volimenes describiendo su teoria. En estos trabajos se sentaron las bases de
lo que, a principios del siglo XX, se conoceria como grupos continuos y poste-
riormente como grupos topoldgicos de transformaciones.

Tras el surgimiento de diversas geometrias, especialmente las geometrias no
euclidianas en el siglo XIX, los matematicos se esforzaron por unificar los siste-
mas geométricos bajo un principio general. Aqui es donde el descubrimiento de
la teoria de grupos resulté fundamental, ya que extendié su influencia mas alla
del élgebra y enriquecio otras ramas de las matemadticas, como la geometria.

Antes de la teoria de grupos, los matematicos entendian la geometria en
términos de objetos geométricos como puntos, lineas y tridngulos. Es hasta 1892
que el matemaético aleman Felix Klein, en su Plan Erlangen, propuso la siguiente
definicion de geometria:

geometria es la ciencia que estudia las propiedades de los objetos en una
variedad que no son alteradas por las transformaciones de un cierto grupo de
transformaciones de la variedad. En otras palabras, geometria es la ciencia que
estudia los invariantes de un grupo de transformaciones de una variedad.

Aunque lo anterior estd formulado en términos de variedades, el Plan Erlan-
gen escencialmente establece que un sistema geométrico consiste en un espacio
geométrico X y un grupo G de transformaciones que preserva ciertas propie-
dades en las figuras de X. Diferentes grupos y diferentes acciones determinan
diferentes geometrias. Por ejemplo, la geometria afin es el estudio de las propie-
dades geométricas que permanecen inmutables bajo las transformaciones afines
de R". En este caso, G es el grupo de transformaciones afines de R”. Andloga-
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mente, la geometria euclideana es el estudio de las propiedades geométricas de
R que permanecen invariantes bajo sus isometrias. En este caso, G es el grupo
de isometrias de R”. De manera similar, si X es un G-espacio topolédgico, en la
teoria de grupos de transformaciones estudiaremos las propiedades topoldgicas
que permanecen invariantes bajo la accion de G en X. Asi, surge la topologia
geométrica.

Este trabajo esta centrado en la topologia geométrica y se enfoca principal-
mente en estudiar extensores y retractos absolutos equivariantes.

La tesis consta de 3 capitulos.

1. En el primer capitulo se desarrollan conceptos y resultados basicos que
seran utilizados en los siguientes dos capitulos.

2. El segundo capitulo estd dedicado al estudio de extensores y retractos ab-
solutos equivariantes, y toma como punto de partida la siguiente pregunta:

Supongamos que X es un ANE metrizable. ;Bajo qué condi-
ciones adicionales X también seria un ANE para cada una de
las siguientes clases de espacios: espacios paracompactos, es-
pacios normales, espacios perfectamente normales y espacios
completamente regulares?

Recordemos que un espacio topoldgico X es un ANE para una clase de es-
pacios topoldgicos % si, para todo espacio Y en %, cualquier subespacio
cerrado A C Y, toda funcién continua f : A — X se puede extender a una
funcién continua F' : U — X donde U es una vecindad abierta de A.

Esta cuestion ha sido abordada por E. Michael, R. Arens, O. Hanner y S.
T. Hu. En mi anteproyecto de doctorado, uno de los objetivos fue extender
esta pregunta a la clase de G-espacios. En este capitulo, presentamos los
resultados obtenidos bajo la direccién de S. Antonyan.

3. En [14] y [26], E. Michael y J. Dugundji probaron el siguiente teorema:

Teorema 0.0.1. Para todo subconjunto cerrado A de un espacio métriza-
ble Z y todo espacio lineal localmente convexo V, existe un operador lineal
L:C(A,V)— C(Z,V) tal que para cada f € C(A,V),

3.1 L(f) es una extension de f,

3.2 L(f) C Conv(Im(f)),

3.3 L es un encaje topoldgico lineal (considerando en C(Z,V) y C(A,V)
la topologia compacto abierta).



El operador del teorema anterior constituye un operador de extension si-
multdnea en la clase de espacios topoldgicos. En este capitulo, presenta-
mos una generalizacion de este resultado a la clase de G-espacios. Cabe
mencionar que este operador fue un trabajo en conjunto con S. Antonyan
y constituye parte de mi trabajo de investigacion. Los resultados obtenidos
fueron publicados en la revista Topology and its Applications (ver [6]).
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Capitulo 1

Grupos de transformaciones

En este capitulo desarrollaremos los conceptos y resultados basicos utilizados
en los capitulos 2 y 3 de esta tesis.

1.1. Grupos topolégicos

Sea (G, *) un grupo. Para facilitar la escritura, se eliminard el simbolo de la
operacion x*, sustituyéndolo por la yuxtaposicién de los elementos del grupo. Es
decir, si a y b son elementos de G, escribiremos ab en lugar de a xb. Al elemento
neutro de G lo denotaremos por e.

Definicion 1.1.1. Un grupo topoligico G es un grupo dotado de una topologia
que hace continua a la funcion producto:

GxG— G, (a,b)w— ab,

v a la funcion inversion:
GG, a— al.

Es conocido que, en la clase de grupos topoldgicos, los axiomas de separa-
cion 71 y de Tychonoff son equivalentes (ver [27, Teorema 4.14]). Asi, si G es
un grupo topoldgico 77, G es un grupo topologico de Tychonoff y, en particular,
de Hausdorff. En este trabajo se considerardn tnicamente grupos topolégicos de
Hausdorff.

Ejemplo 1.1.2. Sea G un grupo. Al dotar a G de la topologia discreta, tenemos
que G es un grupo topologico.

Este ejemplo muestra que cualquier grupo pertenece a la clase de grupos
topologicos. Por lo que la teoria de grupos topoldgicos extiende a la teoria de

grupos.
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12 CAPITULO 1. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

En esta tesis algunos teoremas solo requieren la hipdtesis de que el grupo sea
Hausdorft, por lo que el ejemplo anterior muestra que esos teoremas son validos
considerando cualquier grupo con la topologia discreta.

Ejemplo 1.1.3. Sea (R,+) dotado de la topologia usual. Se sabe que la suma
RxR—=R, (xy)—x+y,

v la funcion inversion:
R—R, x+— —x.

son funciones continuas. Ast, R es un grupo topologico.

Los ejemplos y muestran que a (R,+) se le pueden asignar al
menos dos topologias que lo convierten en un grupo topolégico. Sin embargo,

R con la topologia discreta es un grupo topoldgico disconexo, mientras R con la
topologia usual es un grupo topoldgico conexo. Lo anterior sugiere que estos dos
grupos no son isomorfos dentro de la clase de grupos topoldgicos. Para precisar
este concepto, enunciemos la definicion de isomorfismo en la clase de grupos
topoldgicos.

Definicion 1.1.4. Sean G y G’ dos grupos topolégicos y f : G — G’ una funcion
biyectiva. Diremos que f es un isomorfismo topolégico si tanto fy f~' son ho-
momorfismos continuos. Dos grupos topologicos son topologicamente isomor-
Jos si existe un isomorfismo topologico entre ellos.

Como se menciond previamente en este escrito, la hipotesis de que el grupo
sea Hausdorff sera suficiente para la mayoria de los resultados. Sin embargo, en
los resultados principales se requiere que el grupo sea compacto.

El siguiente ejemplo sera util para mostrar la necesidad de la compacidad en
algunos resultados.

Ejemplo 1.1.5. Sea G = (0,%0). Consideremos en G el producto y la topologia
usual. Resultados conocidos establecen que las funciones producto e inversion
son continuas.

Sea In la funcién logaritmo. Si se consideran en (0,0) y en (R,+) las topo-
logias usuales, se tiene que In : (0,00) — R es una funcién biyectiva, continua y
con inversa continua. Ademads, para cualesquiera reales positivos x y z, se satisfa-
ce que In(xz) = In(x) +In(z). Por lo tanto, In es un isomorfismo topolégico entre

los grupos topoldgicos de los ejemplos [I.1.5]y[1.1.3]

En esta tesis se utilizard una subclase muy conocida de grupos topoldgicos:
los grupos de Lie. Un grupo de Lie es un grupo que posee una estructura de
n-variedad tal que las funciones producto e inversion son suaves. Los siguientes
dos grupos topoldgicos son ejemplos de grupos de Lie.
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Ejemplo 1.1.6. Sean M,(R) el conjunto de matrices de n x n con entradas
reales, y
GL(n,R) ={A € M,,(R) | det(A) # 0}

el conjunto de matrices invertibles.

A cada matriz (a;j) en GL(n,R), se puede representar representar como el
vector

(alla"' sAlpy 7ann)

en R™. Esto permite identificar a GL(n,R) como un subconjunto de R™. Dote-
mos a GL(n,R) de la topologia inducida por R™,

Sean A 'y B dos elementos de GL(n,R). Cada entrada de AB se obtiene a
partir de sumas y productos de las entradas de A y B. Asi, si consideramos en

GL(n,R) la topologia inducida por R™, la funcion producto
GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R), (A,B) — AB
resulta continua. Un argumento similar muestra que la funcion inversion
GL(n,R) — GL(n,R), A—A!

también es continua.

A este grupo se le llama el grupo general lineal.
Definicion 1.1.7. Sea G un grupo topolégico. Un subconjunto H de G se llama
subgrupo topologico de G si cumple que:

1. H es subgrupo de G,

2. H es un subespacio topolégico de G, es decir, posee la topologia inducida

de G.
El siguiente resultado puede consultarse en [27, Proposicion 1.23].

Proposicion 1.1.8. Sean G un grupo topolégico y H un subgrupo topolégico de
G. La topologia inducida de G convierte a H en un grupo topologico.

Ejemplo 1.1.9. Consideremos O(n) = {A € GL(n,R)| A-A" = I}. Dotemos a
O(n,R) de la topologia inducida como subespacio de GL(n,R). La proposicion
anterior garantiza que O(n) es un grupo topolégico. A O(n,R) se le denominard
el grupo ortogonal.

Otro concepto importante en este trabajo es el de espacio vectorial topoldgi-
co. Por un espacio vectorial topologico (o simplemente, espacio lineal) enten-
deremos un espacio vectorial real provisto de una topologia Hausdorff que hace
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continua la suma de vectores y la multiplicacion por escalar. A los espacios vec-
toriales topoldgicos que posean una base local de conjuntos convexos para el
vector 0 se les denominaré espacios localmente convexos.

Observemos que un espacio lineal es un grupo topolégico.

Ejemplo 1.1.10. Sea V un espacio vectorial topoldgico. (V,+) es un grupo to-
polégico. Esto se sigue de que la funcion + :V XV —V es continua, y que al
restringir la funcion multiplicacion por escalar al conjunto {—1} x V, obtene-
mos la funcion que asigna a cada elemento de V su inverso.

En [20] y [27] se encuentran los resultados sobre grupos topoldgicos utiliza-
dos a lo largo de esta tesis.

1.2. G-espacios

Este trabajo esta centrado en la teoria de G-espacios.

Definicion 1.2.1. Sean G un grupo y X un conjunto. Diremos que G actiia sobre
X si existe una funcion o : G x X — X tal que:

oe,x) =xpara cada x € X,
o(h,o(g,x)) = a(hg,x) para todo g,h € Gyx € X.
En este caso, diremos que o es una accion y X un G-conjunto. Si G es un grupo

topologico, X un espacio topologico y la acciono es continua, diremos que X es
un G-espacio. Llamaremos grupo de transformaciones a la terna (G, X, ).

Sea X un G-espacio con accion continua ¢. En la prictica, escribiremos gx
para denotar a a(g,x) y diremos que X es un G-espacio con acciéon . En otras
palabras, las condiciones de la definicion|1.2.1} se reescriben:

ex =x ghx = g(hx),
paracadaxe Xy g,h€G.

Por otro lado, notemos que si fijamos cualquier elemento g € G, tenemos la
funcién

o i X — X, X gx.

A la funcién o, le llamaremos la traslacion por g. La continuidad de ¢ asegura
la continuidad de las funciones o, y de Oy-1. Mas aun, o, es un homeomorfimo
debido a que o,-1 es su inversa. Asi, si tomamos U cualquier abierto (cerrado)
en X, tenemos que gU = {gu|u € U} es abierto (cerrado) en X.

Los siguientes son ejemplos de G-espacios.
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Ejemplo 1.2.2. Sean G un grupo topologico y X un espacio topologico. Defina-
mos

o0:GxX—X, o(g,x) =x.

A esta accion le llamaremos la accion trivial.

Es importante notar que el ejemplo anterior muestra que cualquier espacio
topoldgico pertenece a la clase de G-espacios.

Ejemplo 1.2.3. Sea G un grupo topologico, es fdcil verificar que

1. g-x=gx
2. gxx=xg !
3. g.x=gxg!

son acciones de G en G.

Supongamos que G es un grupo topoldgico. Los ejemplos y mues-
tran que a G le podemos dar al menos 4 acciones, por lo que tentativamente te-

nemos un ejemplo de un objeto en la clase de espacios topoldgicos que al menos
tiene 4 representaciones en la clase de G-espacios.

Mas adelante definiremos qué significa que dos G-espacios sean equivalen-
tes.

Ejemplo 1.2.4. Sean G un grupo topolégico y H un subgrupo cerrado de G. La
aplicacion

GxG/H — G/H
(g,kH) — gkH
es una accion de G en el cociente G/H.

Ejemplo 1.2.5. Sean G = (0,0) el grupo definido en my X =R? con la
topologia usual. Definamos la funcion

GxX—=X
(r,(x,5)) = (rx, ry).
La asociatividad de los reales asegura que lo anterior es una accion y la conti-

nuidad se sigue de que el producto de reales es una funcion continua.

Sea X un G-espacio con accion & : G X X — X. Consideremos los siguientes
conjuntos:
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1. Dados H C Gy A C X, al conjunto
HA)={hacX |heH,acA}

le llamaremos H-saturacion de A. Si A = {x}, escribiremos H({x}) =
H (x), si ademads, se satisface que H = G, al conjunto H(x) le llamaremos
la 6rbita de x.

2. Al conjunto
Ga={s€GlgA=A}

le llamaremos el estabilizador de A. En el caso de que A = {x}, denotare-
mos G, al estabilizador de x.

3. Si H es un subgrupo de G, diremos que A es H-invariante si H(A) = A.
Si H = G y A es H-invariante, diremos que A es invariante.

4. Un elemento x de X se llama punto G-fijo si G = G,.

Observacion 1.2.6. Supongamos que A es un subconjunto H-invariante del G-
espacio X donde H es subgrupo cerrado de G. Es claro que al restringir la
accion de G en X al conjunto H X A, tenemos una accion continua de H en
A. Asi, A es un H-espacio. En particular, si A es subconjunto invariante de X,
obtenemos que A es un G-espacio.

Observacion 1.2.7. Sea X un G-espacio. Mostremos que para cada x € X y
g € G, se cumple que
ngg*1 = Ggy.

Sea h € Gy. Asi,
ghg ' (gx) = gh(g™'gx) = g(hx) = gx.
Asi, ghg™! € Ggx.

Por otro lado, si h € Gy, tenemos que h(gx) = gx. Consecuentemente,

(g~ hg)x = x.

Asi, g7 'hg € G y por lo tanto, h=g(g~'hg)g™! € gG.g~!. Teniéndose la igual-
dad gGg~ ! = Ggx.

En el capitulo 2 definiremos el erizo equivariante, este erizo se construye a
partir de los tipos orbitales. Sea G un grupo topolégico y H un subgrupo cerrado
de G. Denotaremos por [H] a la familia de todos los subgrupos de G que son
conjugados a H, esto es, [H] = {gHg '|g € G}. A la familia [H] le llamaremos
tipo orbital. Definamos un orden parcial en el conjunto de tipos orbitales. Sean
[H1] y [H,] dos tipos orbitales. Diremos que [H;] < [H,], si H] C gH>g~ ! para
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algin g € G. Notemos que < es un orden parcial, ademads, la observacion anterior
asegura que [Gy| = {Gy|g € G}.

Al igual que en topologia se define la nocion de funcién continua y esto per-
mite analizar propiedades tanto de los espacios topoldgicos como de las mismas
funciones, en la Teoria de los G-espacios disponemos de un concepto anédlogo,
esto es, trabajaremos con funciones que respeten las acciones de los G-espacios.
A continuacion, procedemos a introducir este concepto de manera formal.

Sean X y Z dos G-espacios. Diremos que una funcién continua f : X — Z es
G-equivariante, si f(gx) = gf(x) paratodo g € Gy x € X. Ademas, si la accién
en Z es trivial (gz = z para todo g € G, z € Z) diremos que f es G-invariante.
En otras palabras, f : X — Z es G-invariante, si f(gx) = f(x) para cualesquiera
xeXyged.

En todo este trabajo se consideraran clases de G-espacios con G un grupo
topolégico fijo, por lo que, sin riesgo a confusion, a las funciones G-equivariantes
(G-invariantes) les llamaremos simplemente equivariantes (invariantes).

Diremos que dos G-espacios son equivalentes si existe un homeomorfismo
equivariante entre ellos.

Ejemplo 1.2.8. Sean {X; };ca una familia de G-espacios, y para cada A € A,
sea oy, la accion de G en X),. Definamos la accion diagonal de G en el producto
X =[Iprea Xy como la aplicacion

a:GxX =X,

dada por
(g, (x2)aen) = (@ (8,%2))2en-

La continuidad de ., se sigue de que o es el producto diagonal de las fun-
ciones continuas o o (id X py ) : G x X — X),.

Ahora verifiqguemos que Q define una accion de G en X. Sean g.h € G y
(x2)2en € X, tenemos

a(h,a(g, (xa)aea)) = 0(h, (0 (g,x2))acn) = (0 (h, 0 (g,X2))) A

Puesto que cada ), es una accion, se cumple que oy (h,a) (g,x3)) = @), (hg,x;),
por lo que

ou(h, (g, (xa)aen)) = (0 (hg,x2))nen = 0(hg, (X2)ren)-
Asimismo, para la identidad e € G, se tiene
(e, (x2)aen) = (0 (e;x1))2en = (¥2)2ea-

Esto prueba que « satisface las condiciones de una accion de grupo, por lo que
X =[Ipea Xy es un G-espacio con la accion diagonal.



18 CAPITULO 1. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

Observacion 1.2.9. Sean X y Z dos G-espacios y f : X — Z una funcion equiva-
riante. Afirmamos que Gy C G (), para cada x € X. En efecto, sea g € Gx. Dado
que f es equivariante, tenemos que gf(x) = f(gx). Luego, g € G, implica que
gx =x. Ast, gf(x) = f(x).

Si x es un punto G-fijo, tenemos que Gy = G. Asi, la contencion Gy C Gy(y)
asegura que f(x) es un punto G-fijo de Z.

Proposicion 1.2.10. Sea X un G-espacio. La accion a : G x X — X es una fun-
cion abierta.

Demostracion. Sean X un G-espacio con accion o : G X X — X, U un abierto
de Gy V un abierto de X. Comenzamos probando la siguiente igualdad:

UV={u|lucUyveV}= UgV.
gelU

Seax € UV. Existen u € U y v € V tales que uv = x. Luego, uv € uV. Asi,
uv € Ugep 8V

Seax € Uy gV Existe g € U tal que x € gV Asi, hay v € V tal que x = gv.
En consecuencia, x e UV.

Dado que gV es un abierto de X para cada g € G, UgepygV es abierto en X.
Consecuentemente, la igualdad anterior asegura que UV es abierto en X. [l

Una observacion respecto a la proposicién anterior es que, en su demostra-
cidn, solo se requirio la hipotesis de que el subconjunto V de X fuera abierto, por
lo que, el conjunto UV es abierto en X para cualquier subconjunto U de Gy V
cualquier abierto de X.

La siguiente proposicion serd una herramienta clave para demostrar que cuan-
do el grupo actuante es compacto, no solo la accidn es abierta sino también ce-
rrada.

Proposicion 1.2.11. Sean X un G-espacio, K un subconjunto compacto de G y
A un subconjunto cerrado de X. El conjunto KA es cerrado en X.

Demostracion. Sean K un subconjunto compacto de G, A un subconjunto ce-
rrado de X y x € X \ KA. Para cada k € K, se cumple que kA es cerrado en X y
x ¢ kA. Por lo tanto, existe una vecindad U de x en X tal que U (kA = 0. Lue-
go, o1 es una funcion biyectiva, consecuentemente, k! (UNkA) = k_lUk NA.
Asi, 0 =k~ U NA.

Por otro lado, la continuidad de o asegura que existen vecindades Vi y Wy
de k y x respectivamente tales que Vk_ka C kU Asi, Vk_ka NA = 0. Luego,
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dado que K es compacto y K C [J;ex Vi, tenemos que existen kp, - - - ,k, en K tales
que K C U Vi,. Definamos W = (i_; W;,. Es evidente que W es una vecindad
de x.

Afirmamos que W N KA = 0. En efecto, si suponemos que w € W N KA, te-
nemos que existen k € K y a € A tales que w = ka. Esto implica que k~'w =
a. Por otro lado, existe 1 <i < n tal que k € V},. Asi, obtenemos que a =
klw e ijkai C k_lUkl., pero esto es una contradiccion, ya que tenemos que

Vo'W, NA=0.

Por lo tanto, W es una vecindad abierta de x que se queda contenida en el
complemento de KA. Teniéndose que KA es un conjunto abierto. 0

Mostremos la esencialidad de la compacidad de K en la proposicidon ante-
rior. En este caso, consideremos G como el conjunto de los reales dotado de la
topologia usual. Definamos en R la accién:

GxR =R, (g,x) = g+x.

Es claro que Z y A = {n% +z| m € Nyz € Z} son subconjuntos cerrados de
R. Comencemos mostrando que Z + A estd contenido en el complemento de
los enteros. En efecto, si suponemos que z es un entero que pertenece a Z + A,
tenemos que existen ,p € Zym € Ntalesque z=r+ (p+ %) Esto implica que
n% es un entero, y esto es una evidente contradiccion.

Por otro lado, Z + A contiene para cada z € Z, la sucesion {n% + 2} men, la
cual converge a z. Asi, si K = Z, tenemos que K + A es conjunto que no contiene
a sus puntos de acumulacién y por lo tanto, K + A no puede ser un subconjunto
cerrado de R.

Corolario 1.2.12. Para G un grupo topologico, H un subgrupo compacto de
G, X un G-espacio y A un subconjunto H-invariante de X, A es un conjunto
H-invariante. En particular, si A es invariante, A es invariante.

Demostracion. Sea A un subconjunto H-invariante del G-espacio X con H un
subgrupo compacto de G. Procedamos a demostrar que H(A) = H(A).

En virtud de la proposicién|1.2.11, H(A) es cerrado y claramente contiene a

H(A), consecuentemente, H(A) C H(A).

Para mostrar la otra inclusion, tomemos x € H(A) y una vecindad abierta
U de x en X. Dado que x € H(A), existen h € H y a € A tales que x = ha.
Luego, ha = x € U implica que a € h~'U. Ahora, como a € A, tenemos que
existe u € U tal que h'u € ANh™'U. Asi, u ¢ BANU C UNH(A) y por lo

tanto, U NH(A) # 0.

Finalmente, como A es H-invariante, H(A) = Ay asi, H(A) = H(A) = A. Por
lo tanto, A es H-invariante. U]



20 CAPITULO 1. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

1.3. Espacio de orbitas

Dado un G-espacio X, definamos en €l la relacion,
x~y st gx=y paraalgin geG.
Veamos que ~ es una relacién de equivalencia.

Para comenzar, tomemos un elemento arbitrario x de X. Es claro que ex = x.
Luego, x ~ x.

Ahora considermos dos elementos x y z en X tales que x esta relacionado con
z. Esto significa que existe g € G tal que gx = z. En consecuencia, x = g 'z, y

por lo tanto, z ~ x.

Finalmente, sean x,y,z € X tales que x ~yy y ~ z. Existen g; y g> en G tales
que g1x =y y g2y = z. Consecuentemente, gogx = z y por lo tanto, x ~ z. Asi,
hemos demostrado que ~ es una relacién de equivalencia.

Es evidente que la clase de equivalencia de cada punto x € X bajo la relacién
dada corresponde a su 6rbita G(x). Denotaremos el conjunto de todas las clases
de equivalencia como X /G.

Consideremos la funcién proyeccién p : X — X /G y dotemos a X /G de la
topologia cociente inducida por p. Llamaremos a X /G el espacio de érbitas y a
p: X — X /G la proyeccién orbital.

La proyecidn orbital serd de gran utilidad a lo largo de este trabajo. Un ejem-
plo de esto es la siguiente observacion, que proporciona una forma de encontrar
subconjuntos invariantes.

Observacion 1.3.1. Sean X un G-espacio, p : X — X /G la proyeccion drbital y
W un subconjunto arbitrario de X /G. Es fdcil ver que para cadax € X y g € G,
se cumple que G(x) = G(gx). Asi, si x € p~ (W), se tiene que G(gx) = G(x) =
p(x) € W. Luego, como p(gx) = G(gx), obtenemos que gx € p~1(W).

Por lo tanto, al tomar la imagen inversa bajo la proyeccion orbital de cual-
quier subconjunto del espacio de orbitas, obtenemos un conjunto invariante.

Sea X un G-espacio. Dado que hemos dotado al espacio de 6rbitas X /G
de una topologia, resulta natural preguntarse qué axiomas de separacion hereda
X /G de X. Para ilustrar este aspecto, aclararemos la notacion que utilizaremos.

Sea (X,d) un espacio métrico. Para cada x € X y r > 0, denotaremos B,(x) a
la bola de radio r y centro x, es decir, B,(x) ={y € X | d(x,y) < r}. En el caso
de que estemos considerando dos métricas en X, digamos d; y d», denotaremos
BY (x) y B(x)*(x) a las bolas de radio r con centro en x en la métrica d; y d»
respectivamente.
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Ejemplo 1.3.2. Sean G = (0,%), X = R? y consideremos la accion del ejemplo
esto es, para cada r € G y (x,y) € R?

r(x,y) = (rx,ry).

Dados r € Gy (x,y) distinto del vector cero, tenemos que la drbita de (x,y) es el
conjunto {(rx,ry)| r € (0,)}.

Vany

Por otro lado, si (x,y) = (0,0), tenemos que G((0,0)) = {(0,0)}.

Veamos que X /G es un espacio topoldgico que no satisface el axioma de
separacion Tj.

Sean U un abierto de X /G que tenga al punto G(0,0) = {(0,0)} y p: X —
X /G la proyeccién orbital. Mostremos que p~'(U) = R

Sea (x,y) € R un vector distinto de (0,0). Dado que p~'(U) es un abierto
de R? y tiene al vector (0,0), existe € > 0 tal que B¢((0,0)) C p~'(U). Luego,
el vector 2H(+y)(x,y) = 7 tiene norma 5, por lo que z € Be((0,0)). Asi, por
la observacion h p 1 (U) es un conjunto invariante. Ahora, dado que z €

p~ Y (U), tenemos que (x,y) = %z € p~Y(U). Mostrando que p~'(U) = R?.

Por otro lado, la suprayectividad de p implica que p(p_1 (U)) =U. Conse-
cuentemente, U = X /G. En otras palabras, mostramos que la tinica vecindad de

(0,0) es X /G.

Lo anterior muestra que si consideramos X un G-espacio con G un grupo
topoldgico arbitrario, no podemos asegurar que el espacio de Orbitas satisfaga
algtin axioma de separacion. Pero no todo esta perdido, el siguiente lema muestra
que si podremos asegurar que el espacio de Orbitas sea metrizable bajo condicio-
nes adicionales en el espacio de Orbitas y en la existencia de un tipo de métrica
que genera la topologia de X. Definamos este tipo de métrica.

Sea (X, d) un G-espacio metrizable. Diremos que d es una métrica invariante
si d(gx,gy) =d(x,y), paratodo x,y € X y g € G. Ahora, diremos que X admite
una métrica invariante si existe métrica invariante que genera la topologia de X.

Lema 1.3.3. Sean G un grupo topolégico y X un G-espacio métrico que admite
una métrica invariante. Si X /G es un espacio Ti, X /G es un espacio metrizable.
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Demostracion. Sea X un G-espacio métrico que admite una métrica invariante
y supongamos que su espacio de orbitas X /G es Tj. Consideremos p: X — X /G
la proyeccidn candnica y d una métrica invariante en X . Sean R y S dos elementos
de X /G. Afirmamos que para cualesquieray € p~!(S) y x € p~!(R), se tiene que

{d(z,w)|z€ p ' (R),we p~'(8)} = {d(x,8y)|g € G}.

En efecto, sean z € p~!(R) y w € p~!(S). Claramente, G(x) = p~'(R) y
G(y) = p~1(S), asi, existen g1, g» € G tales que g1 x = 7y goy = w. La invarianza
de d asegura que d(z,w) = d(g1%82y) = d(x,g; | g2y) € {d(x,2y)[g € G}. Asf,
tenemos la contencion de izquierda a derecha.

Por otro lado, para g € G, tenemos que g = g~ 'g” y gx € G(x) = p~'(R),
g%y € G(y) = p~(S). Luego, la invarianza de d asegura que d(gx, g%y) = d(x, gy).
Terminando nuestra afirmacion.

Para R, S € X /G, definamos:

d'(R,S) = inf{d(x.y) |x € p~'(R), y € p~'(S)}.

Por la igualdad anterior, tenemos que para cualesquiera y € p~'(S) y x €
p(R), ,
d'(R,S) = inf{d(x,gy)|g € G} = d(x,G(y)).

Procedamos a probar que d’ es una métrica en X /G.
Sean R, S € X /G. Tenemos 0 < inf{d(x,y)|x€ p ' (R),y € p~'(S)} =d (R, S).
La simetria de d’ se sigue de la simetria de d.

Sean R y S dos 6rbitas distintas. Afirmamos que d'(R,S) > 0. En efecto, si
ye p~1(S) yxe p~I(R), tenemos que d'(R,S) = d(x,G(y)). Asi, dado que X /G
es un espacio T, S es cerrado en X/G y consecuentemente, G(y) = p~1(S) es
cerrado en X. Ahora, como R # S, tenemos que x ¢ G(y), asi, existe € > 0 tal
que Be(x) € X\ G(y). Por lo que, d'(R,S) =d(x,G(y)) > 0.

Mostremos que d’ cumple la desigualdad del tridangulo. Sean R,S,T € X /G
y consideremos x € p~!(R),y € p~1(S) y r € p~!(T). Tenemos que

d'(R,S) = inf{d(x,gy)|g € G}
< inf{d(x,gir)+d(g1r,8y) | 81,8 € G}
< inf{d(x,g17)|g1 € G} +nf{d(gi7,¢y)|g1,¢ € G}
=d'(R,T)+d'(T,S).

Para finalizar, probemos que la topologia inducida por d’ es compatible con la
topologia de X /G. Para esto, es suficiente probar que la funcién p : X — X /G es
abierta considerando en X /G la topologia inducida por d’.
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Sean x € X y r > 0. Afirmamos que p(BX (x)) = Bf/G(p(x)). Donde Bf/G(p(x))
denota la bola de radio r y centro p(x) € X/G en la métrica d’, similarmente
BX(x) denota la bola de radio r con centro en x en la métrica d. Dado que
d'(p(y),p(x)) <d(x,y), tenemos la contencion de izquierda a derecha. Ahora,
sea R € X /G tal que d'(R, p(x)) < r. Por lo anterior, d(x, p~'(R)) = d'(p(x),R).
Asi, existe y € p~!(R) tal que d(x,y) < r. Dado que p(y) =Ry y € BX(x), obte-
nemos Bf/G(p(x)) C p(BX(x)). En consecuencia, p : (X,d) — (X/G,d") es una
funcién continua y abierta. Asi, d’ induce la topologia cociente. [

1.4. Acciones de grupos compactos

En esta seccion, estudiaremos propiedades que surgen cuando el grupo ac-
tuante es compacto.

Lema 1.4.1. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio. Si & es la accion de
GenXyp:X — X/G la proyeccion orbital. Se cumple:

1. o:GxX — X es una funcion perfecta, esto es, es una funcion continua,
cerrada con fibras compactas.

2. p:X — X/G es una funcion perfecta.

Demostracion. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio con accion .

1. Definamos

0:GxGxX—->GxX
(8,h,x) — (hg™", gx).

Mostremos que 0 es una accién continua.

0 es una funcién continua ya que es continua entrada a entrada, por lo que
solo resta probar que es una accion.

Sean g,h € Gy (k,x) € G x X. Tenemos que,

0(g,0(h,k,x)) = 6(g,kh™! hx)
= (kh~'g~", ghx)
= 0(gh,k,x)
0(e,k,x) = (k,x).

Ahora mostremos que para cualquier subconjunto A de G X X, se tiene que
a (o) =0(GxA).
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En efecto, sea (g, x) € o~ (a(A)). Existe (h,y) € A tal que gx = hy, de
donde, x = g~ 'hy y consecuentemente, (g~ !4, (h,y)) € G x A. Asf,

(g 'h,(h,y)) = (h(g~'h)~", g~ hy)
= (g7x)'

Por lo tanto, (g,x) € 6(G x A).

Sea (g,x) € 0(G x A). Existe

(k,(h,y)) € G x A tal que (hk~!,ky) = (g,x). Asi, g = hk~ ! y x = ky.
Por lo tanto, gx = hk~'ky = hy € at(A). Luego, (g,x) € a~ ' (a(A)).

Supongamos que A es un subconjunto cerrado de G X X y mostremos que
o(A) es cerrado en X.

Dado que G es compacto, A cerrado y 6 accion, por la proposicion[1.2.11]
tenemos que 0(G x A) es cerrado en G x X. Una cuenta sencilla muestra
que a ' (X\a(A) =GxX\ o (a(A)),ycomo 8(GxA) =o' (a(A)),
obtenemos que &' (X \ @(A)) es abierto en G x X. La suprayectividad de
o, implica que ot(G x X \ @(A)) =X \ a(A). Asi, a(A) es un subconjunto
cerrado de X.

Finalmente, mostremos que las fibras son compactas. Sea x € X. Defina-
mos

fi:G—GxX
g— (8¢ 'x).

Es evidente que f, es una funcién continua. Mostremos que
f:(G) = a~!(x). En efecto, sea (g,g~ 'x) € fi(G). Tenemos que, gg~'x =
X.
Por lo tanto, (g,g7'x) € a~!(x). Por otro lado, sea (g,y) € a~!(x). E
tonces, gy = x. Asf, y = g~ 'x. En consecuencia, f,(g) = (g,¢ 'x) = (g,y).
Obteniéndose la igualdad.

Por lo tanto, como G es compacto y fy es una funcién continua, tenemos
que o~ ! (x) es un subconjunto compacto de G x X.

. Demostremos que p : X — X /G es una funcién perfecta.

Sea A un subconjunto cerrado de X. Claramente, G X A es cerrado en G X
X. Luego, en virtud del inciso anterior, /(G x A) es cerrado en X. Asi,
dado que G(A) = a(G x A), tenemos que G(A) es cerrado en X. Como
G(A) = p~!(p(A)), tenemos que p(A) es cerrado en X /G.

O

En el lema(I.3.3] se demostré que si X es un G-espacio métrico equipado con

una métrica invariante bajo la accién del grupo G, y el espacio de 6rbitas X /G es



1.5. ACCIONES LINEALES 25

un espacio 71, el espacio X /G es metrizable. Mds adelante, utilizando la integral
de Haar, se demostrara que cualquier G-espacio admite una métrica invariante si
G es un grupo compacto. Seria deseable poder asegurar que cualquier G-espacio
metrizable tiene espacio de orbitas 77; desafortunadamente, en el ejemplo [1.3.2
vimos que no podemos garantizar esto. Sin embargo, si G €s un grupo compacto,
tenemos este resultado, como se muestra a continuacion.

Corolario 1.4.2. Sea X un G-espacio con G compacto. Si X es Ty, también lo es
X/G.

Demostracién. Sea X un G-espacio 77. Dado que G es compacto, el lema[l.4.1]
afirma que p : X — X/G es una funcién cerrada con fibras compactas. Por lo
tanto, para cualquier punto Q € X /G, la preimagen p~—'(Q) es compacta. Asi,
p~(Q) es un conjunto cerrado de X y consecuentemente tenemos que Q es
cerrado en X /G. O

Corolario 1.4.3. Para G un grupo compacto, X un G-espacio, A un subconjunto
cerrado invariante de X y V una vecindad abierta de A, existe una vecindad
invariante U de A tal que AC U CV.

Demostracion. Sean A un subconjunto cerrado invariante de un G-espacio X,
y V un abierto de X tal que A C V. Consideremos p : X — X /G la proyeccion or-
bital. En virtud del lema[I.4.1] p es una funcion cerrada. Por lo tanto, el conjunto
p(X'\ V) es un conjunto cerrado de X /G. Asi,

U=X/G\p(X\V)

es un abierto de X /G. En virtud de la observacién|1.3.1, p~!(U) es un conjunto
abierto invariante.

Afirmamos que p~ ! (U) es la vecindad deseada. Primero probemos que p(A) C
U. Dado que p(A) = p(X \ X \ A), tenemos la contencién

p(A) C p(X)\ p(X\A).
Asi, la suprayectividad de p implica que p(A) C p(X)\ p(X \A) C X/G\ p(X \
A). Por lo tanto, p(A) C U.

Finalmente, demostremos que p~ ! (U) C V. En efecto, si u € U, paracada y €
X\ 'V, tenemos que p(y) # u. Por lo tanto, p~! (u) N (X \ V) = 0. Asi, p~ 1 (U) C
V.Luego,A C p~(p(A)) C p~ 1 (U) yasi,AC p~L(U). O

1.5. Acciones lineales

Como dijimos en la introduccidn, este trabajo se enfoca en el estudio de las
simetrias de los espacios topoldgicos. Un concepto importante dentro de la clase
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de espacios topoldgicos es el de espacio vectorial topolégico. En esta seccion,
estudiaremos las simetrias de estos, esto es, daremos el concepto de G-espacio
lineal y demostraremos algunas propiedades.

Definicion 1.5.1. Sean G un grupo topolégico y V un espacio lineal. Diremos
que 'V es un G-espacio lineal si G actiia linealmente en él, es decir, la accion de
G enV satisface

g(Ax+y) = Agx+gy,
para cualesquiera x,y €V, g€ Gy A € R.
Los espacios de funciones serdn una herramienta importante en este trabajo.
Dado que trabajaremos con la topologia compacto abierta en los espacios de fun-
ciones, recordamos su definicién. Sean X, Z dos espacios topoldgicos y C(X,Z)

el conjunto de funciones continuas de X en Z. Para cada par de subconjuntos
K C X yU C Z, definamos:

Iky={feCX,Z)| f(K)CU }.
Denotaremos 7¢ a la topologia generada por la sub-base
{T'kv| K es compacto de X y U es abierto de Z }.

Tc recibe el nombre de topologia compacto abierta.

Sea V un espacio vectorial y X un espacio métrico. Definamos en el espacio
de funciones continuas C(X,V) las siguientes operaciones:

(f+8)(x) =f(x)+g(x), (Af)x)=Af(),

para toda f,g € C(X,V),x € X y A € R. Con estas operaciones, C(X,V) forma
un espacio vectorial.

En este trabajo, asignaremos acciones a los espacios de funciones con el
propdsito de construir G-espacios lineales. Para ello, lo primero que debemos
hacer es demostrar que los espacios de funciones son, en efecto, espacios vecto-
riales topoldgicos.

Proposicion 1.5.2. Para X un espacio regular y V un espacio lineal. El espacio
C(X,V) es un espacio lineal con la topologia compacto abierta.

Demostracion. Sean X un espacio regular y V un espacio lineal. Mostremos
que

+:C(X,V) xC(X,V) = C(X,V), (f,8) = f+g

< RxC(X,V)—C(X,V), (A, f) = Af



1.5. ACCIONES LINEALES 27

son funciones continuas. Primero veamos que la suma es una funcién continua.
Sean f,g € C(X,V)y 'k y un sub-basico de C(X,V) tales que f+g € 'k iy. Para
cada x € K, tenemos f(x)+ g(x) € U. Luego, dado que V es un espacio lineal, su
funcién suma es una funcién continua. Asi, existen W/ y Q' vecindades de f(x)
y g(x) tales que

W +Q.CU. (1.5.1)

La regularidad de V asegura que existen vecindades abiertas W, y Q, de f(x) y
g(x) tales que W, C W/'y Oy C Q... Luego, como f'y g son funciones continuas,
existe una vecindad abierta A, de x que satisface f(Ay) C Wy y g(Ax) C Ox.
Como K es compacto y K C [J,cxAy, existen xp,---,x, € K tales que K C
Ay, U---UA,,. Definamos K; = K(A,,. Claramente, K; es un conjunto compacto

y

f(Ki) C f(KNA,) C f(Ay) CWy, C Wx/i'

Asi, f € I'g, wr para cada 1 <i < n. Andlogamente, g € I'g. o para cada
x; by
1 <i<n.Porlotanto, M =, FKEW)% es una vecindad de f y N =", FK,-,Q;i
es una vecindad de g.

Afirmamos que M +N C I'k y. En efecto, sean ¢ € M, y € Ny x € K. Dado
que x € K, existe 1 <i < n tal que x € K;. Entonces @(x) € W/, y y(x) € Q..
Luego, por (1.5.1), tenemos @(x)+ y/(x) € U. Consecuentemente, ¢ +y € I'x 1.

Ahora veamos que la multiplicacién por escalares es una funcién continua.
Sean A € R, f € C(X,V) y 'k y un sub-bdsico de C(X,V) tales que A f € T'x iy
Para cada x € K, tenemos que A f(x) € U. Luego, dado que V un espacio lineal,
existen Wy y O, vecindades de A y f(x) respectivamente tales que W, Q, C U.
La continuidad de f garantiza la existencia de una vecindad abierta A, de x que
satisface f(Ay) C Q. Como K C [J,cxAx y K es compacto, tenemos que existen
X1, ,x, € K tales que K C Ay, J---JAy,. Entonces,

n n n
f&) c rJan = ra) c UJox.

i=1 i=1 i=1
Definamos M =T’k o, YN = Mi= Wy,. Claramente A € Ny f € Ty 0.
Afirmamos que NM C I'k y. En efecto, sean g € Ny g € M. Si x € K, tene-
mos g(x) € Qy; para algin 1 < j < n. Asi, ug(x) € W,;Qx; C U. Por lo tanto,
ug € I'k y y consecuentemente, la multiplicacion por escalares es una funcién
continua.

Por lo tanto, C(X, V) con la topologia compacto abierta es un espacio lineal.
O

Para finalizar esta seccion daremos la definiciéon de espacio normado en la
clase de G-espacios.
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Definicion 1.5.3. Sean G un grupo topolégico y V un G-espacio lineal. Si V es
un espacio normado y la accion satisface

[lgx[| = (1|

paracadax €V y g € G, diremos que V es un G-espacio normado. En este caso,
se dice que la accion es ortogonal.

1.6. Encajes en G-espacios lineales

El teorema de Kuratowski-Wojdislawski dice que cualquier espacio (X,d)
metrizable puede ser encajado isometricamente en un espacio normado (ver [[16}
Theorem 4.3.14]). Mds adn, se puede asegurar que la imagen de X bajo esta
isometria es cerrada en su envoltura convexa. En esta seccidn presentamos el
teorema de Kuratowski-Wojdislawski en la Teoria de Grupos de Transformacio-
nes y un teorema sobre encajes en G-espacios lineales que utilizaremos en el
siguiente capitulo.

Comenzamos definiendo las acciones con las que dotaremos los espacios de
funciones a lo largo de este trabajo. Dado que recurriremos a las funciones aso-
ciadas para mostrar la continuidad de estas acciones, hacemos un breve recorda-
torio.

Sean Y un espacio topoldgico arbitrario y G un grupo localmente compacto.
Consideremos C(G,Y) el espacio de funciones continuas de G en Y dotado de la
topologia compacto abierta. En [16, Theorem 3.4.3], se prueba que la funcién de
evaluacion

€:C(G,Y)xG—Y
(f,8) — f(g)

es una funcién continua, y una funcién ¢ : X — C(G,Y) es continua si, y solo
si, * : X x G — Y es continua, donde ¢*(x,g) = [¢(x)](g) y X es un espacio
topoldgico arbitrario. Claramente, ¢* = €(¢ x 15). En este caso, decimos que ¢
y ¢* son funciones asociadas.

Teorema 1.6.1. Sean G un grupo localmente compacto y X un espacio topologi-
co. La funcion

o:GxC(G,X)—C(G,X)
(& f)—gf

donde (g- f)(x) = f(xg), es una accion continua de G en el espacio de funciones
C(G,X).
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Demostracion. Sean f € C(G,X) y g € G. Primero debemos de mostrar es
que « estd bien definida, es decir, veamos que g- f es una funcién continua. Sean
h € Gy U un abierto de X tales que g- f(h) = f(hg) € U. Dado que f es continua,
existe un abierto V’ de G tal que hg € V' 'y f(V') C U. Definamos V = V'g~!.
Claramente, V es abierto y & € V. Ahora, si xg’1 €V, conx € V', tenemos que
g-f(xg™!) = f(x) €U.Luego, (g-f)(V) C U que es lo que queriamos demostrar.

Ahora procedamos a demostrar que & es una funcion continua. Para esto,
mostremos que la funcién

o : (GXxC(G,X)xG—X
(g, f,h) = f(hg)

es continua. En efecto, sean g,h € G, f € C(G,X) y U un abierto de X tal que
f(hg) € U. Como f es continua, existe una vecindad abierta V' de hg en G tal
que (V') C U. Luego, dado que G es localmente compacto, existe una vecindad
abierta V de hg tal que hg € V. CV C V' y V compacto. Ahora, como G es un
grupo topoldgico, existen vecindades V| y V, de h y g respectivamente tales que
ViV, C V. Definamos W =V, x FV,U x V. Es evidente que (g, f,h) € W. Ahora,
si (g,f"\W)eW, g eV yasif(hg)eU.Por lo tanto, o* es una funcién
continua. Asi, obtenemos que & es una funcién continua.

Para finalizar, veamos que o es una accion. Sean g,h,x € Gy f € C(G,X).
Entonces

h-(g-f)(x) = (g- f(xh)) = f((xh)g) = f(x(hg)) = hg- f(x)

Luego, & es una accion. U

Teorema 1.6.2. Sean G un grupo localmente compacto y X un espacio topologi-
co. La funcion

a':GxC(G,X)— C(G,X)
(& f) > gxf

donde (gx f)(x) = f(g'x), es una accion continua de G en el espacio de fun-
ciones C(G,X).

Demostracion. Es andloga a la demostracion del teorema anterior. 0

Teorema 1.6.3. Sean G un grupo localmente compacto, Y un espacio topologi-
co, X un G-espacio 'y 1 : X <= Y un encaje. La funcion 1M induce un encaje
equivariante

n:: X — C(G,Y), n:(x)(g) = n(gx).

Ademds, si M es cerrada, G compacto 'y Y Hausdorff, N es un encaje cerrado.
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Demostracion. Sean ¢ : G x X — X la accion continua de G en X y x € X.
Tenemos que 7;(x) : G — Y es la funcién continua 10 |, i, donde i : G —
G x {x} es lainclusion. Consecuentemente, 7 estd bien definida.

La continuidad de n; se sigue de que su funcion asociada Tlf

N :XxG—Y, n;((x,8)) =n(gx)

es la funcion continua nﬁ* =no¢oh,donde h: X x G— G x X es el homeomor-
fismo h(x, g) = (g,).

Veamos que 1)y es inyectiva, para esto, sean x,y € X tales que 1;(x) = 1;(y).
Asi, para e, tenemos que 1;(x)(e) = 1 (ex) = n(ey) = n3(y)(e). Ahora, dado que
1M es inyectiva, obtenemos que x = y.

Mostremos que 7); es una funcion abierta en su imagen. Sea A un abierto de
X. Como 7 es un encaje, (A) es abierto en 1(X) y asi, existe un abierto U de
Y tal que UNN(X) =N (A). Sea a € A. Entonces, n;(a)(e) =n(a) e UNN(X)
y por lo tanto, nz(a) € g,y . Afirmamos que

Ty o[ M:(X) C n(A).

En efecto, sea ¢ € ',y 7 (1:(X). Por un lado ¢ = (), para algtin x € X, y por
el otro lado 1 (x) = n3(x)(e) = @(e) € U. Ahora, dado que n(x) c UNN(X) =
N(A), existe @’ € A tal que n(x) =n(d’). La inyectividad de ) asegura que @’ = x
y por lo tanto, @ = ny(x) € M3(A).

Para finalizar, veamos que 7 respeta la accion. Sean g,h € Gy x € X. Asi,

h-my(x)(g) = M3(x)(gh) = 1 (ghx) = 1y (hx)(g)-

Para la segunda parte, supongamos que G es compacto, Y de Hausdorff, n
cerrada y que 1y : X < C(G,Y) no es una funcion cerrada.

Dado que 7 no cerrada, existe ¢ € ny(X) tal que ¢ ¢ 1;(X). Consideremos
una red (x;) en X tal que 1;(x, ) converge a @ en C(G,Y). Como ¢ ¢ n;(X),
para cada A existe g3 € G tal que @(gy) 7# N4(x;)(82)- Asi, g5 es una red en
G. La compacidad de G garantiza la existencia de una subred g1, convergen-
te a algin g en G. La continuidad de ¢ implica que ¢(g;,) converge a ¢(g).
Luego, como 1(x; ) converge a ¢ en C(G.Y), nz(xy,)(g) converge a ¢(g). Asi,
N¢(xa,)(8) = 1(8x2,) es una red en n(X). Luego, 1 cerrada implica que 1;(X)
es cerrado en Y, por lo que existe x € X tal que 1(gx,) converge a 1(x). La

continuidad de 7, garantiza que gx; , converge a x. Asi, como G es un grupo to-

pologico, tenemos que x, converge a g !

a 1y(g~'x). Por otro lado, ¥ Hausdorff implica que C(G,Y) sea Hausdorff. Asf,

x. En consecuencia, nﬁ(x,lu) converge
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el punto de convergencia es Unico, consecuentemente nﬁ(g’lx) = ¢. Lo cual es
una contradiccion y esta surgié de suponer que 7y no es una funcion cerrada.
[

Sean S un conjunto no vacioy V.= (V,||-||) un espacio métrico normado.
Consideremos el conjunto

B(S,V)={f:S— V| f esacotada }
dotado de la métrica || f]|e = sup,cg||f(5)]]-

Un resultado conocido es que (B(S,V), || ||~) es de Banach si V es de Ba-
nach (ver [13} Teorema 5.21]). Si V = (R, |-|), denotaremos B(S) al espacio de
Banach B(S,V) donde | - | es el valor absoluto usual.

En esta teoria seguiremos un enfoque similar al del teorema de Kuratowski-
Wojdislawski, donde se establece una isometria entre un espacio métrico y un
espacio de funciones, solo que aqui trabajaremos con funciones G-uniformes
acotadas.

Definicion 1.6.4. Sea Z un G-conjunto. Una funcion f :Z — R es llamada G-
uniforme, si para cada € > 0, existe una vecindad U de e en G tal que

1f(gz) — f(z)| < € paratodogcUyz€Z.

Dado un G-conjunto Z, denotaremos por A(Z) al subespacio de B(Z) que
consta de todas las funciones G-uniformes.

Proposicion 1.6.5. Sea Z un G-conjunto. Se cumple:

1. A(Z) es un subespacio lineal cerrado de B(Z).
2. Lafuncion o' : G x A(Z) = A(Z)
(8,/)(2) = f(s"'2) conz€Z

es una accion lineal isométrica de G en A(Z).

Demostracion.

1. Sean f,h € A(Z) y & > 0. Demostremos que A(Z) es subespacio de B(Z).
Dado que f,h € A(Z), existen dos vecindades U; y U; de e en G tales que

§

If(gz) — fl2)| <= paratodogc U yz€Z

[\)|Lﬂ'\‘[\_)

|h(gz) —h(z)| < paratodoge Ur yz € Z.
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Definamos U = U; N U,. Claramente, e € U. Ahora, si ge U y z € Z,
tenemos

[(f+h)(gz) — (f+h)(2)] <|f(gz) — f(2)| +|h(gz) — h(z)]
s, 8 _
2 2_5‘

A

+

Luego, f+h € A(Z).

Sean f € A(Z), L € Ry & > 0, y supongamos que |A| > 0. Sea r = T
Como r > 0, existe una vecindad U de e en G tal que

|f(gz) —f2)| <r paratodoge U yz€eZ.

&

Dado que r = e obtenemos que

Allf(gz) — f2) < €.
Allf(gz) = (@) = [(Af)(g2) — (Af)(2)] asf,

|(Af)(gz) — (Af)(z)] < & paratodo g e Uy z € Z.

Luego,

En consecuencia, A f € A(Z).
Concluimos que A(Z) es un subespacio de B(Z).

Mostremos ahora que A(Z) es un cerrado en B(Z). Sean f € A(Z) y f
una sucesion de funciones de A(Z) que converge a f. Veamos que f es
G-uniforme.

Sea & > 0. Dado que f,, converge a f, existe k € N tal que

|fn(x)—f(x)\<§ paratodon > kyx e Z.

S

Por otro lado, como f; es una funcién G-uniforme, para %, existe una ve-
cindad U de e en G tal que

|fi(g2) — fi(@)| < % paratodogeUyzeZ.

Obtenemos que paratodogec Uy z € Z,

|f(gz) — f(2)| < |f(g2) — fi(g2)| + | fx(gz) — fi(2)]
+1fi(2) = f(2)]

§ . ¢
<§+§+

[SSIRTAN

Luego, f es G-uniforme.
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2. Mostremos que la funcién G x A(Z) — A(Z), (g,f)(z) = f(g~'2z) es una
accion continua.

Veamos primero que esta bien definida.

Sean g € Gy f € A(Z). Demostremos que gf € A(Z). Sea & > 0. Como f
es una funcién G-uniforme, existe una vecindad V de e en G tal que

|f(gz) — f(z)| < & paratodo g€ VyzeZ. (1.6.1)

Definamos U = gV~ !g~!. Claramente, U es una vecindad abierta de e en
G. Afirmamos que, sit € U y z € Z, entonces |(gf)(1z) — (gf)(z)| < &. En
efecto, sit € U y z € Z, tenemos que

1£(87"12) = f(g ") = | f(x) — f(hx)],

donde x = g_ltz, h= g_lt_lg € V. Luego, por (1.6.1),

[f(x) = f(h)] < 6.

En consecuencia,

(gf)(12) — (8£)(2)| = (g 'tz) — f(g '2)| < .

Luego, gf € A(Z).
Se sigue del teorema que o una es accion.
Probemos la continuidad de o'

Sean (go, fo) € G X A(Z) y & > 0. Dado que fy es G-uniforme, para &,
existe una vecindad V de e en G tal que

| fo(g2) — fo(z)| < % paratodogeVyzeZ. (1.6.2)

Definamos U = goV~!. Mostremos que o' (U x B¢ (fy)) C Be(80fo). En
2

efecto, sean g € U'y f € Bz (fo). Para z € Z, definamos h = g lgg y y =
2

8o 1z, Obtenemos que hy = g~ 'z. Luego, g € U = goV~! implica que g =

gov~ !, paraalgin v € V. Entonces s = (vgal)(go) =veV.Asi, por |b

ols™2) — ol "1 = o)~ foly)] < 5.

para z € Z. Luego, como

l|gfo—gofol| = Slellz) folg™'2) — folgy '2)1,

5
obtenemos que ||gfo — go/fol| < 3
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Ahora, dado que la funcién g7' : Z — Z, g7!(z) — g7 '(z) es biyectiva y
f € B:(fo), tenemos
2

sup|gf(z) —gfo(z)] < %

z€Z

Entonces,

llgf —gofoll < ||gf —gfoll+|lgfo—gofoll
<&/24E&)2.

Asi, o es una funcién continua.

La ortogonalidad es inmediata de definicién de la métrica en A(Z).

O]

La proposicion anterior proporciona una herramienta para construir G-espacios
lineales de Banach. Por ejemplo, se sabe que cualquier subespacio cerrado de un
espacio de Banach es completo (ver [13, Proposicion 5.9]). Asi, en virtud de
la proposicion anterior, para cada G-conjunto Z, el G-espacio lineal A(Z) es un
G-espacio lineal de Banach ya que B(Z) es un espacio de Banach. Este hecho,
junto con el siguiente lema, serd utilizado para asegurar que el contradominio del
encaje isométrico de Kuratowski-Wojdislawski es un espacio de Banach.

Lema 1.6.6. Para X un G-espacio y el conjunto de funciones continuas G-
uniformes C'(X), el espacio C'(X) es un subespacio cerrado e invariante de
A(X) (invariante bajo la accién de la proposicion|[1.6.5).

Demostracion. Sean X un G-espacio y C'(X) el subconjunto de funciones con-
tinuas de A(X). Sabemos que la suma de funciones continuas es continua, y que
el producto de una funcién continua por un escalar es una funcién continua. Asf,
C'(X) es un subespacio de A(X).

Veamos que C’'(X) es un subconjunto invariante de A(X).

Seang € Gy f € C'(X). Como X es un G-espacio, la funcién Pg-1: X = X,
Qg1 (x) = g~ 'x es un homeomorfismo. Asf, al tomar la composicién de f con
¢,-1, tenemos una funcion continua y consecuentemente, g f € C'(X). Mostrando
asi que C'(X) es un subconjunto invariante de A(X), y por lo tanto, un G-espacio.

Ahora, sabemos que C(X) es un subespacio cerrado de B(X) y C'(X) =
A(X)NC(X). Asi, C'(X) es un subespacio cerrado de A(X). O

Sea X un G-espacio. El lema anterior garatiza que el G-espacio C'(X) es un
subespacio lineal cerrado de A(X), asi, dado que A(X) es de Banach, obtenemos
que C'(X) es un G-espacio lineal de Banach.

Presentamos el teorema de Kuratowski-Wojdislawski en la clase de G-espacios.
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Teorema 1.6.7. Sea (X,d) un G-espacio métrico con d una métrica invariante
acotada. La funcion

i:X—C(X)
i(x)(y) = d(x,y)

es una isometria equivariante. Mds aiin, i(X) es cerrado en su envoltura convexa.

Demostracion. Sea (X,d) un G-espacio con d una métrica acotada invariante.
Por el teorema de Kuratowski, i es una isometria e i(X) es cerrado en su envoltura
convexa. Basta probar que para cada x € X, fy(y) = i(x)(y) es una funcién G-
uniforme e i es equivariante.

Primero veamos que para cada x € X, f; es una funcion G-uniforme.

Sean x € X y & > 0. Dado que G actiia continuamente en X, para B (x),
existen vecindades U y V' de e y x respectivamente tales que UV C Bg (x). Para
cada g € U, tenemos que

d(gx,x) < &.
La invarianza de d implica
d(gz,y):d(z,g_ly) paratodog € Gy z,y € X.

Asi, para g € U y y € X arbitrarios,

|fe(gy) — fx(v)| = |d(x,8y) —d(y,x)]
=ld(g"'x,y) —d(y,x))|
<d(g 'xx)
=d(x,gx) < &.

Consecuentemente, f, es una funcién G-uniforme.

Sean x € X y g € G. Para mostrar que i es equivariante, es suficiente mostrar
que for = gfx. Sea z € X. Ocupando nuevamente la invarianza de d, obtenemos

Jex(2) = d(gx,2)
=d(x,g"'2)

:fX(gilz)
= gfx(z)'

Por lo tanto, i es una isometria equivariante. 0
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1.7. Integral de Haar

En esta seccion presentamos la integral de Haar en el espacio de funciones
C(G,R) donde G es un grupo compacto, mediante un teorema de existencia y
unicidad. En este texto no incluimos la demostracion, pero puede ser consultada
en [25, Theorem 5.14.]. Como es de imaginarse, supondremos en toda la seccion
que el grupo G es un grupo compacto.

Consideremos el espacio de funciones C(G,RR) dotado de la topologia
compacto-abierta y de las acciones o y o’ de los teoremas y respec-
tivamente. Para f € C(G,R) y g € G, ocuparemos la notacion:

a(é’,f):Rg:fg (X/(g,f)ZLg :gf-

Teorema 1.7.1. Existe una vinica funcion continua [ : C(G,R) — R que satisface
lo siguiente:

1. [f+h=[f+ [hparatodo f,h € C(G,R)y [c=c para toda funcion
constante.

2. ffg:fgf:ffpamtodofGC(G,R)ygeG.
3. Si feC(G,R)y f>0entonces [ f>0.
Dado un grupo compacto G, el teorema anterior garantiza que existe una

tinica funcién continua [ : C(G,R) — R, que satisface (1), (2) y (3). A [ le lla-
maremos la integral de Haar.

Comenzaremos mostrando que la integral de Haar satisface propiedades si-
milares a la integral de Riemann.

Lema 1.7.2. Sean f,h € C(G,R). Se cumple que:

1. si f(g) > h(g) para todo g € G, entonces [ f(g)dg > [h(g)dg.

2. [ [f(g)dg | <sup{|f(g)|:g€GC}.
3. si f(g) >0paratodage Gy f+#0, entonces [ f(g)dg > 0.

Demostracion.

1. Sean f, h € C(G,R) tales que f(g) > h(g) para todo g € G. Tenemos que
f(g) —h(g) > 0 para toda g € G. Asi, por (1) y (3) del teorema
obtenemos que [ f(g)dg — [h(g)dg > 0. Consecuentemente, [ f(g)dg >

[h(g)dg.
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2. Sea f € C(G,R) y consideremos 8 = sup{ | f(g)|: g € G }. Por definicion,
obtenemos

—-B<f(g) <P para todo g € G.

Luego, por el teorema y (1) de este lema, obtenemos:
B < [ redg <.

Asi, | [ f(g)dg| < B.

3. Sea f € C(G,R) una funcién no negativa distinta de la constante cero.
Dado que f # 0 y es continua, existen gg € G tal que f(go) > 0, y una
vecindad abierta U de g tal que

F(U) C (f(g0) — f(g0)/2,f(g0) + f(g0)/2)-

Asi, existe ¢ > 0 tal que f(u) > ¢ paratodou € U.

Por otro lado, dado que G es compacto y U,cqUgy ! g es una cubierta
abierta de G, existen g1,--- ,8, € G tales que G = |JI_, Ugglg,-.

Para i =1,---  n, definamos h; = g;lgo. Asi, si g € G, tenemos que g €
Uh; ! para algdn 1 < i < n. Consecuentemente, gh; € U. Luego, Ry f(g) =
f(ghi) > cyasi, Y* | Ruif > c. En consecuencia,

dg—c= | Y Ruf(g)dg —
n/f(g)g c /,; nif (8)dg /c
:/iRhif—CZO.
i=1
Por lo tanto, [ f(g)dg > & > 0.

]
El siguiente teorema se utilizard para construir funciones invariantes, al terminar
la demostracion, daremos un ejemplo.

Teorema 1.7.3.

1. Sean Z un espacio topologico y ¢ : G X Z — R una funcion continua.
Entonces,

¢ :Z—-R
z—>/<P(g,Z)dg

es una funcion continua.
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2. Sean X un G-espacioy ¢ : X — R una funcion continua. Entonces,
o :X—=R
x> [ olendg

es una funcion continua invariante. Mds atn, si A es un subconjunto inva-
riante de X que satisface (A) C |a,b], ¢'(A) C [a,b].

Demostracion.

1. Afirmamos que ¢’ estd bien definida. En efecto, sean z€ Z e i: G —
G x {z} lainclusién de G en G X {z}. Claramente, @[ (.} oi pertenece al
espacio de funciones C(G,R). Ahora, en virtud del teorema(l.7.1} ¢'(z) =

f‘P’Gx{z} oi(g,z)dg existe.
Mostremos la continuidad de ¢’.

Sean z € Z'y € > 0. Para cada g € G, existen vecindades abiertas U, y V,
de g y z respectivamente tales que

P(Ug x Vg) C(9(g,2) —€/2,0(g,2) +€/2).

Dado que G = Uy Uy y G es compacto, existen gy, -, gn € G tales que
G = UL U, Definamos W = (i_; V. Claramente W es una vecindad
abierta de z. Ahora, si 2 € Wy g € G, tenemos que g € Uy, para algiin
0<i<n,asi

l0(g,7) — (gi,2)| < €/2
0(gi,2) — 0(g,2)| <£/2.

En consecuencia, |@(g,7') — ¢(g,z)| < €. Luego,
9') -9 =1 [ 0le,2)— @lg.2)dgl < [e=e.

2. Sean ¢ : X — R una funcién continua y & la accion continua de G en X
que hace a X un G-espacio. Consideremos

X=¢@o0:GxX —R.

Por el inciso (1) de este lema, ) induce una funcién continua ¢’ : X — R.
Definamos

P:(g): G =R g = ¢(gx).
Asi, ¢'(x) = [ ¢«(g)dg. Luego, por el inciso (2) del teoremal(l.7.1} sih € G

o' () = [ o(eh)dg = [ olehids = [ ou(e)dg = ¢'(x)
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Por lo tanto, ¢’ es una funcién continua e invariante.

Para finalizar, supongamos que A es un subconjunto invariante de X que
cumple que @(A) C [a,b]. Para cada g € G y x € A, tenemos que a <
©(gx) < b, asi,a < ¢'(x) <b.

[
Como dijimos arriba, este resultado servird para construir funciones invariantes
a partir de funciones continuas. Procedamos a dar un ejemplo.

Sean X un G-espacio normal, A y B subconjuntos cerrados invariantes ajenos
de X. El lema de Uryson (ver [12, Teorema 6.17]) asegura que existe una funcion
continua f : X — [0,1] que cumple f(x) =0 para todo x €Ay f(x) = 1 para
todo x € B. Asi, por el inciso (2) del teorema anterior, tenemos que f induce
una funcién invariante ' : X — R. Ahora, dado cualquier x € X fijo, tenemos
que 0 < f(gx) < 1 para todo g € G, asi, por (1) del lema tenemos que
0 < [ f(gx)dg < 1. Consecuentemente, podemos restringir el contradominio de
f" al conjunto [0,1] y la funcién f’ : X — [0, 1] esté bien definida.

Por otro lado, dado que A es invariante, para cada g € G, tenemos que f(gx) =
0 si x € A. Asi, f'(x) = [ f(gx)dg = 0. Concluyendo que f’(x) = 0 para cada
x € A. Un argumento similar asegura que f’(x) = 1 para x € B.

Hemos obtenido una version del lema de Uryson en la clase de G-espacios.
Este resultado ser4 ultilizado en el teorema[3.0.9

Por otro lado, como dijimos anteriormente, si el grupo actuante G es com-
pacto, cualquier espacio metrizable X admite una métrica invariante, hecho que
se utilizard activamente en resultados de esta tesis. En este momento tenemos las
herramientas para demostrar este hecho.

Lema 1.7.4. Para (X, p) un G-espacio metrizable, existe una métrica invariante
d en X tal que d y p son métricas equivalentes. Mds aiin, d se puede definir de
manera que si (X,p) es completo también lo sea (X,d).

Demostracion. Sea (X, p) un G-espacio metrizable. Es claro que las siguientes
funciones son continuas

0:GXxXxX—>XxX

(g,x,y) — (gx,8Y)
p:XxX—R

(%,y) = p(x,y)-
En virtud del teorema tenemos que p o & induce la funcién continua
d:XxX—=R

(x,y) = / p(gx,gy)dg.
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Afirmamos que d : X X X — R es una métrica invariante equivalente a p.

Comencemos demostrando que d es una métrica.

1. Seanx,y € X y g € G. Dado que p es una métrica, obtenemos que
p(gx,gy) > 0. Asi, por el teorema|l.7.1} tenemos

d(x,y) = / p(gx,gy)dg > 0.

Ahora, sean y y x dos elementos de X tales que d(x,y) = [ p(gx,gy)dg =0.
Afirmamos que p(gx,gy) = 0 para todo g € G. En efecto, de manera con-
traria, existiria g € G tal que p(gx,gy) > 0, asi, dado que p(gx,gy) > 0,
por el lema tendriamos que [ p(gx,gy)dg > 0y esto es una con-
tradiccion. Asi, p(gx,gy) = 0 para todo g € G. Como p es una métrica,
obtenemos que x =y.

2. Sean x,y € X. Dado que p es simétrica, p(gx,gy) = p(gy,gx) para todo
g €G. Asi,

d(x,y) = / p(gx,gy)dg = / p(gy,gx)dg = d(y,x).

3. Sean x,y,z € X. Como p satisface la desigualdad del tridngulo, tenemos
que

p(gx,8y) < p(gx,8z) +p(gz,8y) para todo g € G.

Entonces,

d(x,y) = / p(gx,gy)dg

< /p(gx,gz)dg+/P(gz,gy)dg
=d(x,z) +d(z,y).

De la defincion de d se sigue inmediatamente su invarianza.

Finalmente, probemos que p y d generan la misma topologia, esto es, mos-
tremos que la funcion Id : (X,d) — (X, p) es un homeomorfismo.

La continuidad de Id : (X,p) — (X,d) se sigue directamente de que
d : X x X — R es una funcién continua con la topologia que genera p.

Para demostrar que Id : (X,d) — (X,p) es una funcién continua, procede-
remos por contradiccion. Supongamos que existe un punto x € X en el cual Id
no es continua. Esto significa que hay un € > 0 tal que para cualquier 6 > 0,
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el conjunto B‘g (x) no estd completamente contenido en B (x). Por lo tanto, para
cadan € N, existe x,, € X tal que

1
d(xp,x) < — y p(xn,x) > €. (1.7.1)
n
Esto implica que
1
0< /— — p(gxn,gx)dg para cadan € N,
n

por lo que debe existir g, € G tal que p(gnXn,&gnx) < % para cada n € N. La
compacidad de G asegura que existe una subsucesion g,, de g, que converge a
algtin punto g € G. Ahora, la continuidad de la accidn garantiza que la sucesion
gn, X converge a gx en la métrica p, consecuentemente p (g, X,gx) converge a
cero. Por lo tanto,

p(gnkxnk,gx) S p(gnkxnk,gnkx) +p<gnkx7 g)C) S (l/nk) +p<gl’lkx7 g)C),

asegura que P (gnXn,,8x) converge a cero. En consecuencia, gy x,, converge a
gxen (X,p).

Ahora, la continuidad de la accién de G en X, garantiza que existen vecinda-
desU de ey V de x en G y X respectivamente, tales que UV C Bg /2 (x). En otras
palabras, para cada h € U y y € V, tenemos que p (hy,x) < %

Las sucesiones g,jkl g, g_l &n Xn, CONvVErgenaey x respectivamente. Por lo que
existe ko € N tal que g;k(])g elUy g_'gnkoxnk0 € V. En consecuencia, p(xnk0 ,X) =

p(g,;((l)gg’lgnkoxnko,x) < § y esto contradice (1.7.1).

Esta contradiccion surgié de suponer que la funcién Id : (X,d) — (X,p) no
es continua.

]

El lema anterior garantiza que cualquier G-espacio metrizable X admite una
métrica invariante si G es un grupo compacto. Este resultado asegura que el espa-
cio de oOrbitas es metrizable. Este hecho se establecerd en el siguiente corolario.

Corolario 1.7.5. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio. Si X es metriza-
ble, también lo es X / G.

Demostracion. Dado que X es un G-espacio metrizable por el lema te-
nemos que X admite una métrica invariante. Luego, por el corolario [[.4.2] te-
nemos que X /G es un G-espacio Ty. Asi, por el lema X /G es un espacio
metrizable. 0

Es importante notar que en el lema|l.3.3|no se requiere que G sea un grupo
compacto, sino que solamente se necesita que X admita una métrica invariante
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y que el espacio de 6rbitas X /G sea T;. Por lo tanto, este corolario es valido sin
la restriccion de que G sea compacto. Sin embargo, es relevante senalar que la
pregunta sobre si cada G-espacio admite una métrica invariante cuando G no es
compacto sigue siendo una cuestion abierta.

Por otro lado, en esta seccion, se introducirdn y se discutirdn algunas pro-
piedades de los espacios paracompactos. Las particiones de la unidad son he-
rramientas en la teoria de espacios topoldgicos, y son especialmente utiles en el
estudio de los espacios paracompactos.

Definicion 1.7.6. Sean X un espacio topologico y { Qg } ocoy una familia de fun-
ciones continuas Qg : X — [0, 1] que satisface las siguientes dos condiciones:

» La familia {sop(¢y)} es una familia localmente finita, donde sop(Qq) =
9 ((0,1]).

" Y qcw Po(x) =1 para todo x € X.

Diremos que { Qg } qc..y es una particion de la unidad localmente finita. Ademds,
Si 4 = {Uq}qcw es una cubierta abierta de X y sop(@q) C Uy para cada
o € o, diremos que { Qg }qcor s una particion de la unidad subordinada a la
cubierta abierta U .

Utilizaremos la siguiente caracterizacion de los espacios paracompactos (ver
[16, Theorem 5.1.9]): Un espacio Hausdorff X es paracompacto si, y solo si, pa-
ra cualquier cubierta abierta %/ de X existe una particion de la unidad localmente
finita de X subordinada a la cubierta abierta %/ .

Como era de esperar, la integral de Haar servird para construir particiones
de la unidad pero de funciones invariantes, resultado que serd utilizado en el
teorema central del capitulo 3.

Lema 1.7.7. Sean X un G-espacio, % una cubierta abierta de conjuntos inva-
riantes de X y {@q : X — [0, 1]} qer una particion de la unidad subordinada a
% . Entonces, existe {®y : X — [0,1]}qe oy una particion de la unidad subordi-
nada a %, tal que para cada o € <7, tenemos que Py es una funcion invariante.

Demostracion. Para cada o € o7, definamos @y (x) = [ @ (gx)dg. Asi, en
virtud del teorema [1.7.3] tenemos que @, es una funcién invariante para cada
oc.

Veamos que { Py : X — [0, 1]} 4.z €8 una particién de la unidad.

Sea x € X. Para cada g € G, existen un subconjunto finito .#, de &/ y una
vecindad abierta V,, de gx tal que ¢y (V) = {0} paracada a € o7\ .%,. Luego,
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dado que G actua en X, existen vecindades O, y W, de g y x respectivamente
tales que OgW, C V,,. Ahora, la compacidad de G asegura que existen g1,-- -, gy
elementos de G tales que G C J._| O,,. Definamos . = %1 J%,---UFn y
W =L Wg,. Afirmamos que ¢y (GW) = {0} para cada & € .Z.

En efecto, sea g € G. Existe g; tal que g € O,. Dado que Og,W,, C Vg.x y
¢©a(Vgx) = {0} para a € o7 \ Z,,, tenemos que @ (Vy,x) = {0} para o € &7\ 7.
Asi, dado que gW C O, Wy, C Vg,x, obtenemos @q(gWy,) = {0} para a € 7.
Obteniendo que Py (GW) = {0} para o € .Z. Asi,

Y Pu(x)=Y Pp(x)= Y, /¢ﬁ(gX)dg=/( Y <P(gX))dg=/dg=1~

acd pes pesF oacF

Por lo tanto, { @y } o7 €s una particion de la unidad.
Finalmente, demostremos que { Py } ¢cos estd subordinada a % .

En efecto, si sop(¢y) C U con U € %, tenemos que U \ sop(@q) es una ve-
cindad del conjunto invariante X \ U. Asi, en virtud del corolario|1.4.3| tenemos
que X \ sop(@y) admite una vecindad invariante V de X \ U. En consecuencia,
0o (V) = {0} y asi, (V) = {0}. Por lo tanto, V Nsop(Py) = 0 y en conse-
cuencia, sop(®Py) C X\ V C U. Teniéndose el resultado. O

En general, sabemos que las funciones perfectas preservan la paracompa-
cidad (ver [16, Theorem 5.1.33]). Asi, si X es un G-espacio con G un grupo
compacto, el lema asegura que la proyeccién 6rbital p : X — X /G es una
funcién perfecta. Por lo tanto, si tomamos X paracompacto, el espacio de Orbitas
X /G es paracompacto.

Lema 1.7.8. Sea X un G-espacio paracompacto con G un grupo compacto. El
espacio de orbitas X /G también es un espacio paracompacto.

1.8. Integral de Haar*

En esta seccion presentamos una version mds general de la integral de Haar.
Asi como la integral de Haar definida en la seccidn anterior es invariante bajo
las acciones de los teoremas teoremas y esta integral también es
invariante bajo una accion. El siguiente lema dice cual es la accidn mencionada.

Lema 1.8.1. Sean G un grupo localmente compacto, Y un espacio topologico
arbitrario y X un G-espacio. Para cada g € G y f € C(Y,X), definamos (g *

f)(x) = gf(x). Entonces,
E:GxC(Y,X) = C(Y,X)
(&) = g/,

es una accion continua de G en C(Y,X). Mds aiin, si X es un G-espacio lineal &
es una accion lineal en C(Y,X).
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Demostraciéon. Sean (go, fo) € GxC(Y,X) y I'r v un subbdsico de C(Y,X) tal
que go * fo € I'xv. Veamos que & es una funcién continua en (go, fo)-

Para cada k € K, existen vecindades abiertas Uy y Vi de go y fo(k) respectiva-
mente tales que UV C V. Luego, como fo(K) C Urex Vi ¥ fo(K) es compacto,
existen ky,--- ,k, € K tales que

n
C UVki‘
i—1

Definamos

De la definicionde U y I'g w, se sigue que go € U y fo € 'k w.

Mostremos que & (U x 'k w) C Tk v. En efecto, sea (g, f) € U x 'k w. Si
x € K, tenemos que f(x) € Vi, para algiin 1 <i < n. Luego, g € U implica que
g € Uy, y por lo tanto, gf(x) € V. Asi, gf € I'ky. Teniéndose la continuidad de

Ahora, mostremos que * es una accion.

Sean f € C(Y,X), g,h € Gy x €Y. Entonces

(g (hxf))(x) = g((h* f)(x))

= g(hf(x))

= (gh)f(x)

= (gh*f)(x)
(ex f)(x) =ef(x)
= f(x).

Finalmente, supongamos que X es un G-espacio lineal.

En virtud de la proposicién [1.5.2) C(Y,X) es un espacio lineal, por lo que
solo resta probar que £ es una transformacion lineal.

Seang € G,A €R, f,he C(Y,X)yx €Y. Entonces,

gx(Af+h)(x) = g((Af +h)(x))
=gAf(x)+gh(x) X esun G-espacio lineal
=Agf(x)+gh(x) X esun G-espacio lineal

= A((g*f)(x)) + (g% 1) (x).



1.9. REBANADAS 45

Dado que ya hemos definido la accién que permanece invariante en esta ver-
sion mas general de la integral de Haar, presentamos a continuacién dicha inte-
gral. La prueba puede consultarse en [S, Lemma 2].

Teorema 1.8.2. Para V un subespacio completo, convexo e invariante de un
espacio localmente convexo Z, donde G actiia linealmente, existe una funcion
continua [ C(G,V) — V que satisface lo siguiente:

1. fgf:ffg:ffparatodofGC(G,V)ygEG.

2. [gxf=g[fparatodo f € C(G,V)yg€G, donde g f es la accion
definida en el lemal|l.S.1

3. Si feC(G,V)y f(G)={w}, entonces [ f = wy.

1.9. Rebanadas

Esta seccion tiene como objetivo mostrar la existencia de las cubiertas G-
canodnicas. Para definir este concepto requerimos la nocién de rebanada. La re-
banada es de las nociones mas importantes en la Teoria de Grupos de Transfor-
maciones. En esta seccidon supondremos que G es un grupo compacto.

Definicion 1.9.1. Sean X un G-espacio y H un subgrupo cerrado de G. Un sub-
conjunto S C X es llamado H-kernel de X si:

1. S es H-invariante;
2. sigSNS #0, entonces g € H;
3. Ses cerrado en G(S).

Si S es un H-kernel y G(S) es abierto en X, diremos que S es una H-rebanada.
A la saturacion G(S) de una H-rebanada S se le llamard conjunto tubular. Si
G(S) = X, diremos que S es una H-rebanada global.

Observacion 1.9.2. Sea S es una H-rebanada de un G-espacio X. Para cada
h € H y cualquier subconjunto abierto U de S el conjunto hU es un subconjunto
abierto de S. Esto se sigue de que S es un H-espacio pues S es H-invariante.

Supongamos que X es un G-espacio con accién . En la proposicion|1.2.10
vimos que ¢ es una funcidn abierta. Si restringimos ¢ a algtin subconjunto abier-
to de G x X, tendremos una funcion abierta, pero en general, si restringimos o a
algtn subconjunto del producto, nada asegura que esta restriccion sea abierta. El
siguiente resultado muestra el potencial que pueden tener las rebanadas, pues si S
es una H-rebanada global, al restringir la accion a G x S, tendremos una funcion
abierta.
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Teorema 1.9.3. Sea S una H-rebanada global de un G-espacio X. Si o0 : G X X —
X es la accion de G en X, la restriccion de o al conjunto G X S es una funcion
abierta.

Demostracion. Sean S una H-rebanada global de un G-espacio X y a : G X
X — X la accién de G en X. Veamos que « restringida a G X S es una funcién
abierta.

En efecto, sean O y U subconjuntos abiertos de G y § respectivamente. Pro-
bemos que OU es abierto en X. Dado que S es H-invariante, S es un H-espacio,
y asi, la translacién de U por cualquier elemento de 7 € H es un abierto de S. Un
argumento similar muestra que Oh es un abierto de G. Consecuentemente,

W= |Jon ' xhU
heH

es un conjunto abierto del producto G x Sy o(W) = OU.
Procedamos a mostrar la siguiente igualdad
X\OU =a(GxS\W).

Dado que OU = a(W) y X = a(G x §), se tiene que

X\ OU = a(G x S)\ a(W) C at(G x S\ W).

Para la otra inclusion, supongamos que existe (g,s) € G x S\ W tal que gs €
OU. Dado que gs € OU, existent € Oy u € U tales que tu = gs. Asi, g~ 'tu =s.
Definamos 4 = g~ 't y mostremos que & € H. En efecto, dado u € U C S, tenemos
hu € hS. Luego, como hu =s € S, hu € SNhSy S es una H-rebanada, obtenemos
que h € H. Consecuentemente,

(g:8) = (11 'g, g 'tu) = (th™" ,hu) € W.

Lo cual es una contradiccién que surge de suponer que gs € OU. Teniéndose la
igualdad.

Finalmente, dado que S es una H-rebanada global, S es un subconjunto ce-
rrado de X. Asi, G x § es cerrado en G x X. Luego, W abierto en G x S, implica
que G x S\ W es cerrado en G X S. Por lo tanto, G x X \ W es cerrado en G x X.
Luego, por el lema tenemos que la accién o : G X X — X es una funcion
cerrada, por lo que (G x S\ W) =X \ OU es cerrado de X. Consecuentemente,
OU es abierto en X. 0

Observacion 1.9.4. El teorema anterior brinda una herramienta muy titil; su-
pongamos que S es un H-rebanada en un G-espacio X (no necesariamente glo-
bal). Es claro que S es una H-rebanada global del G-espacio G(S). El teorema



1.9. REBANADAS 47

anterior garantiza que OU es abierto en G(S) si O y U son subconjuntos abier-
tos de G y S respectivamente. Ahora, dado que S es una H-rebanada, tenemos
que G(S) es abierto en X. Asi, OU es abierto en X. Por lo tanto, la restriccion
de la accion de G en X a G X S es una funcion abierta.

El siguiente teorema es central en la teoria de grupos de transformaciones, la
demostracién puede ser consultada en el capitulo II, theorem 5.4 de [[11]].

Teorema 1.9.5. Para G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio de Tycho-
noff. Para cada x € X, existe una Gy-rebanada S tal que x € S.

En el teorema anterior se piden las hipétesis de que X sea un G-espacio de
Tychonoff y G un grupo compacto de Lie. Es importante destacar que no se pide
una propiedad especifica para la accion. Resulta que si G es un grupo de Lie (no
necesariamente compacto), también se puede asegurar la existencia de la rebana-
da en los G-espacios de Tychonoff si la acciéon cumple una propiedad especifica,
pero dado que en este trabajo en los resultados principales supondremos que el
grupo actuante es compacto, no daremos esta version mas general. Este resultado
puede consultarse en [22, Theorem 2.3.2].

Esta seccion estd enfocada en mostrar la existencia de las cubiertas G-candni-
cas. Mas adelante se dard la definicidn. Pero antes iremos mostrando las propie-
dades que deben de cumplir los abiertos que las conforman. Una de estas propie-
dades es la siguiente.

Proposicion 1.9.6. Sean S una H-rebanada de un G-espacio X y V un subcon-
junto abierto invariante de G(S) que satisface V. C G(S). Se tiene que Q = SNV
es una H-rebanada que cumple G(Q) =V, SNV es un H-kernel que coincide

con la cerradura de Q en X y G(Q) = G(Q).

Demostracion. Sean S una H-rebanada de un G-espacio X, V un subconjunto
abierto invariante de G(S) que satisface V.C Xy Q =SNV.

Comencemos demostrando que SV coincide con la cerradura de Q en X.

En efecto, S cerrado en G(S) y V C G(S), implican que SV es cerrado en
V. Luego, dado que V es cerrado en X, tenemos que S(\V es cerrado en X y
contiene a S\ V. Por lo tanto, 0 = SNV C SNV.

Ahora mostremos la otra contencion.

Sean x € SV y U una vecindad abierta de x en X. Dado que G actiia en X,
existen vecindades abiertas O de e en Gy T de x en X que satisfacen O(T) C U.
Asi, el conjunto R = ST es una vecindad abierta de x en la H-rebanada S que
cumple O(R) C U. Luego, como R es abierto en S y O es abierto en G, por la
observacion m O(R) es abierto en X y x € O(R). Como x € V, tenemos que
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VN O(R) # 0. Asi, existen g € Oy s € R= ST tales que gs € V. Luego, V
invariante implica que s € V. En consecuencia, s € RNV CUNSOV =UNQ.
Entonces, U () Q # 0. Por lo tanto, x € Q.

Mostremos que G(S(\V) = V. Claramente, G(S\V) C G(V) y como V es
invariante, obtenemos G(S(\V) C V.

Veamos la otra contencion. Sea x € V. Tenemos que V C G(S) por lo que
existen g € Gy s € S tales que gs = x. Luego, la invarianza de V implica que
s €V.Asi,s € SNV. Por lo tanto, gs € G(SNV).

En virtud de la observacién tenemos que V es un conjunto invarian-
te. Ocupando que V es invariante y los mismos argumentos que en la igualdad
anterior, obtenemos que G(S\V) =V.

Probemos ahora que 0=S NV es un H-kernel, esto es, verifiquemos que se
satisfacen las tres propiedades de la definicion [I.9.1]

1. Dado que V es invariante, por el corolario|l1.2.12| V es H-invariante. Lue-
go, S es H-invariante por S ser una H-rebanada. Como la interseccion
de conjuntos H-invariantes es H-invariante, obtenemos que SV es H-
invariante.

2. Supongamos que @ # (gS\V) N (SNV) para algin g € G. Dado que

ESOVINSMV) c eSS

y S es una H-rebanada, obtenemos que g € H.

3. Sabemos que G(SO\V) =V. Asi, SNG(SOV) = SNV. Luego, dado que
G(SNV) C G(S) y S es cerrado en G(S), tenemos que SV es cerrado en
G(SNV).

De manera andloga, se demuestra que S(V satisface las primeras tres condicio-
nes de la definicién[1.9.1] Por lo tanto, dado que SV es abierto en S y conforme
a la observacion tenemos que G(S(\V) es abierto en X. En consecuencia,
0 = SV es una H-rebanada.

Para concluir, demostremos que G(Q) = G(Q). Por la proposicién |1.2.11}

G(Q) es cerrado en X y contiene G(Q). Asi, G(Q) C G(Q). La contencién

G(Q) C G(Q) se sigue directamente de la continuidad de la accién. O

Sea (X,d) un G-espacio metrizable con G un grupo compacto y x € X un
punto arbitrario. Mostremos que para cada r > 0y x € X, existe una H-rebanada S
de didmetro 2r tal que x € S. En efecto, en virtud del teorema[.9.5] existe una G-
rebanada S’ tal que x € §'. Dado que G es compacto, por el lema podemos
suponer que d es una métrica invariante. Sea S = B,(x) N.S’. Mostremos que S es
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una G,-rebanada. En efecto, veamos primero que S’ satisface las 3 condiciones
de la definicién

1. Probemos que B,(x) NS’ es Gy-invariante. Sea z € G(B,(x) NS"). Existen
g€ G,y seB,(x)NS tales que gs = x. Dado que s € B,(x) NS, tene-
mos que d(s,x) < r. Luego, de la invarianza de d, se sigue que d(gs,x) =
d(gs,gx) = d(s,x) < r. Asi, gs € B;(x). Por otro lado, dado que S’ es una
G,-rebanada, tenemos que S’ es G,-invariante. Consecuentemente, gs € S'.
Por lo tanto, x = gs € B, N S'.

2. Supongamos que g(B,(x)NS )N B,(x) NS’ # O para algin g € G. Entonces,
0 # g(B-(x)NS)NB,(x)NS C gS'NS". Luego, como S una G,-rebanada,
obtenemos que g € G,.

3. Dado que S’ es un G,-rebanada, S’ es cerrado en su saturacién G(S'). Lue-
go, como G(B,(x)NS") C G(S') y S NG(B.(x)NS’) = B.(x) NS, tenemos
que B,(x) NS’ es cerrado en G(B,(x) NS').

Para finalizar, veamos que G(B,(x) NS’) es abierto en X. En efecto, dado que S’
es una Gy-rebanada, por la observacién[1.9.4] la funcién

GxS —G(S)
(g,5) — gs

es abierta. Luego, como B,(x) NS’ es abierto en S’, obtenemos que G(B,(x)NS’)
es abierto en G(S'). Asi, dado que G(S’) es abierto en X, tenemos que G(B,(x) N
S ) es abierto en X. Por lo tanto, S es una G,-rebanada de didmetro 2r que satis-
face que x € S.

Esta observacion serd ocupada en varios enunciados.

Corolario 1.9.7. Sean G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio. Para cada
x € X, existe una Gy-rebanada Q tal que x € Q y Q es un Gy-kernel.

Demostracién. Sea x € X. Por el teorema tenemos que existe una Gy-
rebanada S tal que x € S. Consideremos la proyeccién orbital p : X — X /G.
Dado que S es una G,-rebanada, G(S) es abierto en X y en virtud de la propo-
sicion [1.2.10} tenemos que p(G(S)) es un conjunto abierto de X /G. Luego, X
de Tychonoff implica que X /G es de Tychonoff (ver [20, Proposicién 5.4]). Asi,
existe un abierto U de X /G tal que p(x) = G(x) € U C U C p(G(S)). Luego, si
definimos V = p~!(U), por la observacién tenemos que V' es un abierto
invariante de X. Claramente, x € V C V C G(S). Asi, V satisface las hipéStesis de
la proposicion[1.9.6] Por lo tanto, Q = SNV es una G,-rebanada que satisface lo
deseado. 0
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Sean X un G-espacio y {Ug }gecor Una cubierta abierta de X. Si Uy es un
subconjunto invariante de X para cada o € <7, diremos que {Uy }gcos €8 una
cubierta invariante de X. Andlogamente, si Uy es un subconjunto tubular de X
para cada o € o7, diremos que {Ug } ¢y €s una cubierta tubular de X.

Proposicion 1.9.8. Sea {G(Qu)} una cubierta tubular de un G-espacio para-
compacto X, donde cada Q,, es una Hy-rebanada. Entonces, existe una cubierta
tubular localmente finita {G(Ry)} tal que cada R, es un Hy-kernel.

Demostracion. Consideremos la proyeccion orbital p : X — X /G. Dado que
G es compacto, por el lema[I.4.T] tenemos que p es una funcion perfecta. Luego,
como es X paracompacto, por la proposicion tenemos que X /G es para-
compacto.

Supongamos que {G(Qy)} es una cubierta tubular de X donde cada Qy es
una Hy-rebanada. Dado que p es una funcion abierta y {G(Qy)} es una cubier-
ta abierta de X, tenemos que {p(G(Qu)} es una cubierta abierta de X /G. Asf,
existe una cubierta localmente finita {V,, } de X /G que satisface V;; C p(G(Qy))
para cada u. Definamos T, = p! (V) para cada u. Es evidente que para cada
elemento Ty, se satisface que 7, C G(Qy) y que {7} es una cubierta abierta
localmente finita de X.

Por otro lado, en virtud de la proposicién tenemos que G(Ry) es un
conjunto tubular y R, es un Hy-kernel, si definimos Ry, = QN Ty. Asi, {G(Ry)}
es una cubierta tubular localmente finita de X y R, es un Hy-kernel. O

El siguiente lema proporciona la dltima herramienta que necesitamos para
mostrar la existencia de las cubiertas G-candnicas.

Lema 1.9.9. Sean G un grupo compacto de Lie, X un G-espacio de Tychonoff'y
U una vecindad abierta de e en G. Para cada x € X, existe una vecindad V de x
tal que para cualquier’y € V existe u € U que cumple u_leu C Gy.

Demostracion. Sean U vecindad abierta de e en G y x € X. Dado que X es de
Tychonoff y G es compacto de Lie, por el teorema[I.9.5] existe una G,-rebanada
S. Definamos V = US. En virtud de la observacion |[1.9.2] se tiene que V es una
vecindad abierta de x. Ahora, el teorema 4.2 del capitulo de bre:72 asegura que
existe G-retraccién f : G(S) — G(x) que cumple f~!(x) =S.Siy €V =U(S),
tenemos que existen u € U y s € S tales que us = y. Asi, G, = uGsu~'. Luego,
por la observacion tenemos que G5 C Gy, = Gy pues [ es equivariante.

Asiu™'Gyu C G,. O

Definicion 1.9.10. Sean G un grupo topoldgico, Z un G-espacio, U un abierto
invariante de Z y {G(Sy)} una cubierta tubular de U donde cada Sy, es un Hy-
rebanada. Diremos que {G(Sy)} es una cubierta G-candnica con respecto de Z
Si:
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1. cada E es un Hy-kernel,
2. la familia {G(Sy)} es localmente finita,
3. paratodo U, existe un punto x en U tal que H, = Gy,

4. para cada x € Z\ U y cualquier vecindad Vy en Z existe una vecindad
W, C Vyde x tal que si g € Gy gS;, "W, # 0, se satisface lo siguiente:

4.1 gSy CVy,
4.2 existe un elemento h € G tal que hx € Vy y H, C g 'Gpe.

Dada la definicion y construidas las herramientas mostraremos la existencia
de las cubiertas G-candnicas.

Teorema 1.9.11. Sea X un G-espacio metrizable y U un abierto invariante de
X. Entonces, existe una cubierta G-candnica con respecto de X.

Demostracion. Sea U un abierto invariante de un G-espacio metrizable X. Si
U = X, cualquier cubierta tubular localmente finita de U que cumpla los primeros
tres incisos de la deﬁnici(’)nes una cubierta G-candnica con respecto de X,
y esta existe por el corolario|1.9.7, y la proposicion|1.9.8|pues X es en particular
un espacio paracompacto.

Supongamos que U es un subconjunto abierto invariante propio de X. Dado
que G es compacto, por el lema[l.7.4] podemos suponer que p es una métrica in-
variante en X que genera su topologia. Para x € U, definamos r, = }1 px,X\U).
Luego, en cada orbita G(x) contenida en U, tomemos un representante, diga-
mos x. Por el teorema @], para x, existe una Gy-rebanada Q,. Ahora, recor-
dando que después del teorema se demostré que R, = O, N B, (x) es una
G,-rebanada y que diam R, < 2r,. Por lo tanto, G(R,) constituye una cubierta
tubular de U, donde cada R, es una G,-rebanada con diam R, < 2r,. Asi, por
la proposicion existe una cubierta tubular localmente finita {G(S)} de U
con Sy, un Hy-kernel. Mds atin, para cada [, tenemos que existe x € X tal que

Sy C Ry, G(Su) C G(Ry) y Hy es el estabilizador G,. Asi, la cubierta {G(Sy,)}
satisface las primeras tres condiciones de la definicion|1.9.10

Mostremos que {G(Sy)} satisface el dltimo inciso de la definicién
Sean a € X \ U y V, una vecindad de a. Dado que G actia en X, existe una
vecindad E C G de e tales que para cada g € E, se cumple ga € V. Luego, por
el lema[1.9.9 existe una vecindad B¢ (a) C V,, tal que para cada x € Bg(a), existe
h € E que satisface G, C hG,h~! = Gy,. Definamos W, = B, /4(a). Afirmamos
que W, es la vecindad deseada. En efecto, supongamos que gS, NW, # 0 para
algin g € G. Seany € gS, NW, y x € U tales que S, C Ry. Se tiene que

p(a,gx) <p(a,y)+p(y,gx) <e/4+p(y,gx). (1.9.1)
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La invarianza de la métrica y una cuenta sencilla muestra que diam gR, = diam R,
p(gx,X\U) =p(x,X\U) y claramente gS;; C gR,. Asi, como y € Ry, tenemos

1
p(vgx) < diam gRy < 2ry = 5p (g%, X \U).

Luego, dado que a € X \ U, se tiene p(gx,X \U) < p(gx,a). En consecuen-

cia, p(y,gx) < (1/2)p(gx, X \U) < (1/2)p(gx,a). Asi, por (1.9.1), p(a,gx) <
(1/2)p(gx,a)+ €/4. Teniéndose que p(a,gx) < (1/2)€, y consecuentemente

diam gR, < (1/2)p(gx, X \U) < (1/2)p(gx,a) < (¢/4).

Por otro lado, dado que gS;, C gRy, si probamos que gR, C B¢ (a), tendremos
que ¢Sy C Vg, pues Be(a) C V.

Sea z € gR,. Tenemos
p(z,a) < p(z,y)+p(y,a) < diam gR,+ (e/4) <e/2+¢e/2 < e.
Asi, z € Be(a).

Mostremos la condicién 4.2 de la definicién [I.9.10] En efecto, dado que
gRy C B¢(a), para gx € gR,, se tiene que existe 1 € E tal que

h'Geh C G,
Ggr C hGh™!
8Gxg ™' C Gy,
G: C g 'Ghag.

Ademas, de la eleccion de E, se tiene que ha € V, y como Hy, = G, obtenemos
que H, C g_lGhag. [

Aunque la finaldad de esta seccidn es mostrar la existencia de las cubiertas
G-canonicas, finalizamos la seccidn con los siguientes dos resultados que estdn
relacionados con las rebanadas y serdn utilizados en el teorema principal del
ultimo capitulo de este trabajo.

Proposicion 1.9.12. Para S una H-rebanada global de un G-espacio X, existe
una unica funcion equivariante g : X — G/H tal que x € gS para cada g € g(x).

Demostracion. Sean X un G-espacio y S una H-rebanada global. Dado que
G(S) = X, para cada x € X existe g, € G tal que x € g,S. Afirmamos que g, es
unico determinado por el subgrupo rebanador H, esto es, si x € g,.S y x € kS,
gxH = kyH. En efecto, sean k,, g\ € G tales que x € g,SNk,S. Asi,

k'xek 'g.SNS+#0.
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Luego, dado que S una H-rebanada, tenemos que k; ' g, € H. Por lo tanto, k,H =
g<H.

Definamos g: X — G/H de la siguiente manera; para cada x € X, asignamos
g(x) = g«H donde g, € G es tnico determinado por el subgrupo rebanador H y
x € g,S. Por lo anterior, g estd bien definida y es tnica con la propiedad x € gS
para cada g € g(x). Por lo que resta probar que g es equivariante.

Comenzamos mostrando que g es una funcién continua. Sean xy € G(S) y
U una vecindad de g(xp) en G/H. Consideremos la proyeccion candnica p :
G — G/H. Claramente, p~!(U) = E es un abierto de G. Luego, en virtud de la
observacion[1.9.4, G x S — G(S) = X es una funcién abierta. Asi, ES es abierto
enX yxg € ES. Veamos que g(ES) CU.Seaes € EScone € Ey s € S. Entonces
g(es) = eH € U. Por lo tanto, g es una funcién continua.

Sean x € X y g € G. Dado que G(S) = X, tenemos que x € kS para algin
k € G. Luego, g(x) = kH y como gx € gkS, tenemos g(gx) = gkH. Ademas,
g(g(x)) = g(kH) = gkH. Entonces, g(g(x)) = g(gx). Asi, g es una funcién equi-
variante. [

Teorema 1.9.13. Sean H C G un subgrupo cerradoy p : G — G/H la proyeccion
candnica. Consideremos el conjunto de puntos H-fijos de X, esto es, X[H] = {x €
X| hx = x para todo h € H}. Entonces, la funcion

f:G/HxX[H] =X
(gH,x) — gx

es continua.

Demostracion. Sean H un subgrupo cerrado de G un grupo topolégico y p :
G — G/H la proyeccién canénica. Demostremos primero que f estd bien defi-
nida. Sean (gH,x), (kH,y) € G/H x X[H| tales que (gH,x) = (kH,y). Entonces,
y=xyg 'k € H. Asi, dado que x € X[H], tenemos g~ 'k(x) = x = y. En conse-
cuencia, k(x) = g(x) = g(y). Por lo tanto, f((gH,x)) = f((kH,y)).

Demostremos que f es una funcion continua. Para esto, consideremos el si-
guiente diagrama conmutativo

G/X x X[H] —L~x
T gx
G xX[H|

donde gx es la restriccion de la accion de X a G x X[H|. Ahora, tenemos que p X i
es una funcion cociente, pues G es compacto. Entonces, dado que la restriccién
de la accidén de G en X es una funcidn continua, se tiene la continuidad de la
funcion f. 0
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Capitulo

Teoremas de extension equivariante

Como se menciond en la introduccion, el objetivo de este capitulo es gene-
ralizar teoremas conocidos en espacios topoldgicos a la clase de G-espacios. En
este capitulo, se presentaran los teoremas 3.1 y 3.2 del articulo [26] en la clase
de G-espacios.

Dado que trabajaremos con algunas clases importantes de espacios topoldgi-
cos, necesitamos definir lo que serd para nosotros una clase X¢ de G-espacios
dada una clase K de espacios topoldgicos. Sea K una clase de espacios topoldgi-
cos. Definamos K% como la clase de todos los G-espacios X con X € K. Es
evidente que K forma una categoria si consideramos las funciones equivarian-
tes como morfismos entre G-espacios.

Con esta aclaracion, tenemos las bases para dar las definiciones de extensor
y retracto absoluto equivariante.

Diremos que un G-espacio X es un G-extensor absoluto (G-extensor abso-
luto de vecindad) para una clase de G-espacios K, si para cualesquiera Y € K,
A un subconjunto cerrado invariante de Y y f : A — X una funcién equivariante,
existe una funcion equivariante F : Y — X (respectivamente, F' : O — X donde
O es una vecindad invariante abierta de A en Y) que coincide con f en A.

Sean X y A dos G-espacios. Diremos que A es un G-retracto (G-retracto
de vecindad) de X si existen un encaje equivariante i : A < X y una retraccion
equivariante r : X — i(A) (r: U — i(A) donde U es vecindad abierta invariante
de i(A) enX) de i(A) (i.e., r(i(a)) = i(a) para todo a € A).

Un G-espacio X es llamado G-retracto absoluto (G-retracto absoluto de
vecindad) de una clase K¢ de G-espacios si X € K¢, y para cualquier encaje
equivariante cerrado i : X < ¥ con Y € XY, i(X) es un G-retracto de Y (respec-
tivamente, un G-retracto de vecindad).
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Notemos que si G es un grupo que consta de un solo punto entonces, las
definiciones de G-AE(XY) y de G-AR(X) coinciden con las definiciones de
AE(X) y de AR(X) en la clase de espacios de topoldgicos.

Denotaremos:

M alaclase de todos los espacios metrizables.
P a la clase de todos los espacios paracompactos.
N a la clase de todos los espacios normales.
J a la clase de todos los espacios de Tychonoff.
PN a la clase de todos los espacios perfectamente normales.
Enunciamos los teoremas que inspiran este capitulo (véanse los teoremas 3.1
y 3.2 de [26]).

Teorema 2.0.1.

Sea X un espacio metrizable que es un AE(M) (0o ANE(M)). Entonces:

1. X € AE(P) (0 X € ANE(P)) si, y solo si, X es topolégicamente completo.
2. X € AE(PN) (o X € ANE(PN) si, y solo si, X es separable.

3. X € AE(N) (0o X € ANE(N)) si, y solo si, X es separable y topoldgica-
mente completo.

4. X € AE(T) (0 X € ANE(7)) si, y solo si, X es unipuntual.

Teorema 2.0.2.

Sea X un espacio metrizable que es un AR(M) (0 ANR(M)). Entonces:

1. X € AR(P) (0 X € ANR(P)) si, y solo si, X es topoldgicamente completo.
2. X € AR(PN) (0 X € ANR(PN)) si, y solo si, X es separable.

3. X€AR(N) (0 X e ANR(N)) si, y solo si, X es separable y topoldgicamente
completo.

4. X € AR(T) (0 X € ANR(T)) si, y solo si, X es compacto (o localmente

compacto 'y separable).

La finalidad de este capitulo es presentar los teoremas anteriores en la clase
de G-espacios.



2.1. EXTENSORES Y RETRACTOS ABSOLUTOS 57

2.1. Extensores y retractos absolutos

En la clase de espacios metrizables, los conceptos de AE(X) y de AR(X)
coinciden si X es alguna de las clases: M, P, N o PN (ver [26] Proposition 2.4]).
El propdsito de esta seccion serd trabajar el caso equivariante de estos resultados.
En otras palabras, vamos a demostrar que en la clase de G-espacios metrizables,
las definiciones de G-AE(X%) y G-AR(X®) son equivalentes cuando G es lo-
calmente compacto y K¢ es alguna de las de las clases MY, NC¢, PNC o PO,
Para este fin, trabajaremos con el espacio de adjuncién equivariante. Primero,
hagamos un breve recordatorio del espacio de adjuncion en la clase de espacios
topoldgicos.

Definicion 2.1.1. Sean Y y X dos espacios topolégicos, A un subconjunto cerra-
dodeY y f:A— X una funcion continua. Consideremos la union ajena Y 11X
deY y X. Dotemos a 'Y X de la topoldgia débil, esto es, U es abierto en Y LIX
si, y solo si, UNY y UNX son abiertos enY y X respectivamente. Definamos en
Y UX la relacion de equivalencia: dados w,z € Y LIX

z=w 0
mweAy f(z)=fw) o
zEAweXyf(z)=w o
weA,zeXy f(w)=z

Wn 7=

Sea X UY / ~ el conjunto de clases de equivalencia. Dotemos a X UY / ~ de
la topologia cociente. A este espacio le llamaremos espacio de adjuncion y lo
denotaremos X Uy Y.

Definamos el G-espacio de adjuncion en la clase de G-espacios.

Sean Y y X dos G-espacios con acciones & y 3 respectivamente, A un sub-
conjunto cerrado invariante de Y y f : A — X una funcion equivariante. Consi-
deremos Y LUX la unién ajena de Y y X con la topologia débil. Definamos

0:GxYUX —=>YUX
B o(g,x) si xevY
0(g.x) = { B(g,x) si xeX.

Claramente, 6 es una accion continua. Sean Y U X el espacio de adjuncion y
p:YUX — Y UsX lafuncion cociente. Definamos

Q:GXYUrX —>YUrX
(g,p(x)) = p(gx).

Afirmamos que ¢ estd bien definida. En efecto, sean y,x € Y L X tales que y ~ x
y g € G. Procedamos por casos (en el orden de la definicion [2.1.1):
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1. Six =y, entonces gx = gy.
2. Six,y€Ay f(x) = f(y). Tenemos que gf(x) = gf(y). Luego, f equiva-
riante implica gf (x) = f(gx) y g¢f(v) = f(gy). En consecuencia, gx ~ gy.

3. Siye A, x€ Xy f(y) = x. Entonces gf(y) = gx. Dado que f es equiva-
riante, obtenemos f(gy) = gx. Asi, gx ~ gy.

4. Es andlogo a lo anterior.

Por lo tanto, ¢ estd bien definida. Veamos que ¢ es una accion de G en
YUrX. Sean g,h € Gy p(x) € Y UrX. Entonces

(8h)p(x) = p((gh)x)
= p(g(hx))
= gp(hx)
= g(hp(x))

Para mostrar la continuidad de ¢, necesitamos el siguiente resultado. Puede
ser consultado en [16, Theorem 3.3.17].

Lema 2.1.2. Sean G un espacio localmente compacto 'y p : Y — X una funcion
cociente. Entonces la funcion producto

Igxp:GXY = GxX
(g:x) = (g, p(x))

es una funcion cociente.

Para construir nuestro G-espacio de adjuncién, supondremos que G es un
grupo localmente compacto.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

GxYUrX 2—>YUrX

toxr] pT

GxYux -2 -vux.

Dado que po 6 es continua y 1 X p es una funcién cociente por el lema[2.1.2]
tenemos que ¢ es una funcion continua. Asi, ¢ es una accién continua y por lo
tanto, ¥ Uy X es un G-espacio. Al G-espacio Y Uy X le llamaremos el G-espacio
de adjuncion. Esto serd muy dtil ya que con esta herramienta podremos encon-
trar una relacion entre los extensores absolutos y retractos absolutos.
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Lema 2.1.3. Sean G un grupo localmente compacto, Y y X dos G-espacios, A
un subconjunto cerrado invariante de Y, f : A — X una funcion equivariante y
p:YUX = YUsX la funcion cociente. Entonces

1. La restriccion plx : X — Y UrX es un encaje cerrado equivariante.

2. La restriccion p|y\ A Y\A =Y UsX esun encaje abierto equivariante.

Demostracion.

1. Seai= p|x. Dado que X es un conjunto cerrado invariante de ¥ LI X, i estd
bien definida.

i es equivariante porque es restriccion de una funcién equivariante.

La inyectividad de i se sigue de que si x,y € X son tales que x ~ y, la inica
posibilidad es que x = y.

Para mostrar que i es cerrada, notemos que para cualquier subconjunto C
de X, se cumple:

pl(i(C)) =Ccu ().

Si C es cerrado en X, entonces ' (C) es cerrado en ¥, asi, CU f~!(C) es
cerrado en Y LUX. Por lo tanto, la igualdad anterior asegura que p~!(i(C))
es cerrado en Y LI X. Consecuentemente, i(C) es cerradoen Y U X.

2. Denotemos h = p|y\ A- Andlogamente al caso anterior, se muestra que / es
equivariante e inyectiva. Ahora, para demostrar que 4 es abierta, notemos
que para cualquier subconjunto B C Y \ A, se cumple:

P (h(B)) = B.

Si B C Y \ A es abierto, obtenemos que p~!(i(B)) es abierto en ¥ LIX. Por
lo tanto, /(B) es abiertoen Y Ur X.

O

A partir del lema[2.1.3] podemos concluir que el espacio de adjuncién ¥ Uy X
es la uni6n de los conjuntos p(Y \ A) y p(X).

Ahora, presentamos el lema que nos ayudara a relacionar los extensores con
los retractos absolutos equivariantes.

Lema 2.1.4. Sean G un grupo localmente compacto, Y y X dos G-espacios,
A cerrado invariante de Y y f : A — X una funcion equivariante. Entonces, f
admite una extension a alguna vecindad invariante de A si, y solo si, p(X) es un
retracto de vecindad de Y Uy X.
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Demostracion. Supongamos que F : U — X es una extension equivariante de
Sy consideremos la proyeccion p: Y LUX — Y UrX.

Probemos la siguiente igualdad
p l(p(UUX))=UUX.

Seay € p~!(p(UUX)). Entonces, existe x € U UX tal que x ~ y. Analicemos
los casos posibles

1. SixeX,entoncesy=x,0y €Ay f(y)=x.Asi,yeXoy€ACU.

2. Sixe U, entonces x €A ox ¢ A.

Si x € A, las posibilidades son: f(x) =y,0y €Ay f(x) = f(y), en ambos
casosy e UUX.

Six ¢ A, la dnica opcién es que x =y, asi, y € U.

Dado que U UX es un abierto invariante de Y LI X, se sigue de la igualdad
anterior y de la equivarianza de p que p(U UX) =V es un abierto invariante de
YUrX.

Ahora, definamos r : V — p(X) dada por:
rx) = { p(F(u)) s% pluy=x ueU
p(y) six=p(y) yeX.

Veamos que r esta bien definida.

Dado que V = p(UUX) = p(U) U p(X), procedemos por casos.

1. Sean vy w € U tales que v ~ w. Entonces, vw ¢ Ayv=wovweA
y f(v) = f(w). Ahora, dado que F es una extensién de f, obtenemos de
ambos casos que F(v) = F(w). Asi, p(F(v)) = p(F(w)).

2. Seanu € U y x € X tales que u ~ x. La tnica posibilidad esque u € A y
f(u) = x. Entonces, como F es una extension de f, tenemos que f(u) =
F(u) y consecuentemente, r(p(u)) = p(F(u)) = p(x).

Por lo tanto, r estd bien definida.

Para mostrar la continuidad de r, consideremos un abierto Z de p(X). Dado
que plx : X = Y U X es un encaje, para algin abierto W de X, tenemos que
Z = p(W). Una cuenta sencilla muestra las siguientes igualdades:

r ' (p(W)) =p(W)Up(F~'(W)) (2.1.1)
p L (p(WUF ' (W) =WUF '(W). (2.12)
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La continuidad de F implica que W UF (W) es un abierto de ¥ LIX. Asf, por
(2.1.2), tenemos que p(W UF ! (W)) es abierto en Y Uy X. Luego, F~! (W) CU
y W C X, implica que W UF~1(W) C X UU. Asi,

p(WUF~Y(W)) c p(UUX)=V.

Entonces, como p(W U F~1(W)) es abierto en Y Uy X, tenemos que p(W U
F~1(W)) es abierto en V. Asi, la continuidad de r se sigue de (2.1.1)).

Sean p(x) € V'y g € G. Veamos que gr(p(x)) = r(gp(x)).

Procedamos por casos.

1. Supongamos que x € X. Dado que X es invariante en Y LI X, tenemos que
gx € X. Asi, r(p(x)) = p(x) y r(p(gx)) = p(gx). Entonces,

r(gp(x)) = r(p(gx))
= p(gx)

gp(x)

gr(p(x)).

2. Ahora, sea x € U. Entonces, como U es invariante y F equivariante, tene-
mos que gx € U y F(gx) = gF (x). En consecuencia,

Por lo tanto, r es una funcién equivariante.

De la definicién de r, se sigue que r deja fijos a los puntos de p(X). Por lo
tanto, p(X) es un retracto de vecindad de Y U/ X.

Supongamos que p(X) es una retracto de vecindad de Y Uy X, esto es, existe
una vecindad V de p(X) en Y Uy X y una retraccion equivariante 7 : V — p(X)
de p(X). Definamos:

U:p_l(V)ﬂY F:p_1|Xorop|U:U—>X.

Afirmamos que F es una extension equivariante de f. En efecto, U es un con-
junto abierto invariante de Y y contiene a A ya que p(A) C p(X) y V una es
vecindad de p(X). Ademds, F es equivariante pues es composicion de funciones
equivariantes. Solo queda demostrar que F' es una extension de f.
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Seaa € A. Entonces p(a) = ( (@))y p(f(a)) € p(X).Porlotanto, r(p(f(a))
p(f(a)), y en consecuencia, p~!|x(p(f(a)) = f(a). Concluimos que
)=

F(a)=p~'Ix(r(p(a))) = f(a).
0

El resultado previo serd utilizado para demostrar la equivalencia entre las de-
finiciones de extensor absoluto equivariante y de retracto absoluto equivariante
en las clases de G-espacios: N¢, ¢y PN Sin embargo, antes de abordar dicha
demostracién, enunciaremos el siguiente resultado, el cual serd de utilidad para
establecer el hecho mencionado. En el caso de espacios normales, dicho resul-
tado fue probado por O. Hanner [17, Lemma 3.3]; para espacios perfectamente
normales, la demostracion es andloga; mientras que, en el caso de espacios pa-
racompactos, la prueba correspondiente forma parte de la demostracion de la
proposicion 2.4 en [26].

Teorema 2.1.5. Sean Y y X espacios topologicos, A un subconjunto cerrado de
Yy f:A— X una funcion continua. Entonces:

1. SiY y X son espacios normales, también lo es Y Uy X.
2. 8iY y X son espacios paracompactos, también lo es Y Uy X.

3. 8SiY y X son espacios perfectamente normales, también lo es Y Uy X.

Es importante recordar que la equivalencia entre las definciones de extenso-
res absolutos y retractos absolutos no es vélida en cualquier clase de espacios
topoldgicos (ver [26, Proposition 2.4]). Sin embargo, al igual que en la clase de
espacios topoldgicos, siempre existe una implicacion en la clase de G-espacios.
Esto es lo que afirma el siguiente lema.

Lema 2.1.6. Sea XY una clase de G-espacios. Si X € G-AE(X%) (0 X € G-
ANE(X%))y X € XC, entonces X € G-AR(X®) (0 X € G-ANR(XC)).

Demostracién. Sean K¢ una clase de G-espacios, X € G-AE(X%) (0 X € G-
ANE(X9)), e i: X < Y un encaje equivariante cerrado con ¥ € K.

Dado que i es un encaje equivariante, i ! : i(X) — X es un homeomorfismo
equivariante. Denotemos h = i~ Luego, como i(X) es cerradoen Y, Y € KC
y X € G-AE(X%) (0 X € G-ANE(XY)) tenemos que /& admite una extensién
equivariante H : Y — X (H : U — X donde U es una vecindad invariante de

i(X)).

Sea r = io H. Afirmamos que r es una retraccion de i(X). En efecto, la com-
posicion de funciones equivariantes es equivariante. Por lo tanto, r : ¥ — i(X)
(respectivamente, r : U — i(X)) es equivariante.
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Veamos que r deja fijos a los elementos de i(X). Sea x € X. Entonces i(x) €
i(X), asi H(i(x)) = h(i(x)) = x. Consecuentemente, r(i(x)) = i(H (i(x))) = i(x).

Por lo tanto, X € G-AR(X%) (0 X € G-ANR(X?)). O

Teorema 2.1.7. Sean G un grupo localmente compacto, X un G-espacio y K¢
alguna de las clases PNC, PG y NC. Si X € KO, entonces, X € G—AE(?CG) (o
X € G-ANE(X9)) si, y solo si, X € G-AR(XY) (0 X € G-ANR(X9)).

Demostracién. Supongamos que K¢ es la clase de G-espacios paracompactos
(la prueba es andloga para las otras dos clases). En virtud del lema [2.1.6, es
suficiente probar una sola implicacion.

Sean X € G-AR(KX%) (0 X € G-ANR(X%)), Y € K%, A un subconjunto ce-
rrado invariante de Y,y f : A — X una funcién equivariante. Dado que ¥ y X
son G-espacios paracompactos, por teorema YUy X € X. Por lema 2.1.3
(1), plx : X = Y U¢X es un encaje equivariante cerrado y como X € G-AR(X®)
(0 X € G-ANR(XY)), existe una retraccién equivariante r: Y Ur X — p(X) (o
r:U — p(X) con U una vecindad invariante de p(X)). Entonces, p(X) es un
retracto de ¥ Uy X. Asi, por el lema existe una extension equivariante
F:Y—Xde f (F:V — X conV una vecindad invariante de A en Y). Dado
que f fue arbitraria, obtenemos que X € G-AE(XY) (0 X € G-ANE(X®)). O

Para concluir este capitulo veremos que el teorema anterior es también valido
para la clase de G-espacios metrizables. Pero antes necesitamos herramientas
adicionales. Una de ellas es el siguiente lema.

Lema 2.1.8. Sean G un grupo localmente compacto, Y un espacio topolégico y
X un G-espacio. Entonces:

1. X X G es un G-espacio con la accion
g1 (x,82) = (81,8287 ).

2. ¢:X — C(G,Y) es equivariante (considerando en C(G,Y) la accion del
teorema si, y solo si, su funcion asociada ¢* : X X G — Y es inva-
riante.

Demostracion.

1. Primero veamos la continuidad.

Sean g,h € G, x € X, U un abierto en G y V un abierto en X tales que
(gx,hg™') € V x U. La continuidad de la accién de G en X asegura que
existen vecindades abiertas Vi y V, de g y x tales que V|V, C V. Da-
do que G es grupo topoldgico, tenemos que la funcion f: G X G — G,
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f(w,z) = wz~! es continua. Asf, existen vecindades abiertas U; y U, de h
y g respectivamente tales que f(U; x Up) C U. Definamos W = U, NV y
O =V, xU,. Claramente g € W y (x,h) € O. Veamos que W -0 CV x U.
En efecto, sean g’ € Wy (x',h') € O. Tenemos que g'x’ ¢V y h'g' 1 c U.
Ast, g - (W W) = (gx, g 1) eV xU.

Veamos que - es una accion.

Sean g,h € Gy (x,g') € X x G. Entonces, gh- (x,¢') = ((gh)x,g'(gh) ™) =
(g(hx),(g'h g™ ") =g (hx,g'h™") =g (h-(x,8)) ye- (x,8) = (x,8).

2. Dado que G es localmente compacto, la continuidad de ¢ implica la conti-
nuidad de ¢* y viceversa, por lo que es suficiente mostrar la equivarianza
e invarianza de ¢ y ¢* respectivamente.

Supongamos que ¢ : X — C(G,Y) es una funcién equivariante.

Sean g € Gy (x,h) € X x G. Entonces, por definicién ¢*(gx,hg™!) =
¢(gx)(hg™1). Luego, ¢ equivariante implica que

@(gx)(hg™") = go(x)(hg™").

Ast. g~ g0 (x)(h) = ¢*(x,h).
Supongamos que ¢* : X X G — Y es una funcién invariante.

Sean g € Gy (x,h) € X x G. Entonces, ¢(gx)(h) = ¢*(gx,h) = ¢*(g~ -
(gx,h)) = @*(x,hg) = @(x)(hg) = g@(x)(h).

]

El siguiente teorema servird para probar la equivalencia de las definiciones de
extensor y retracto absoluto equivariantes en la clase de G-espacios metrizables.
Ademads, sera util para encontrar extensores absolutos equivariantes a partir de
extensores absolutos en la clase de espacios topoldgicos.

Teorema 2.1.9. Sea G un grupo topologico localmente compacto. Si Y es un
AE(X) (Y € ANE(X) y G compacto), entonces C(G,Y) con la accion del teore-
ma es un G-AE(X%) (es un G-ANE (X°)).

Demostracion. SeanY € AE(X), X € K, A un subconjunto cerrado invariante
de Xy f:A— C(G,Y) una funcién equivariante.

Dado que G es localmente compacto y f es continua, por el lema [2.1.8] te-
nemos que f*:A x G — Y es una funcion continua e invariante, donde f* es la
funcion asociada a f, y A X G esta dotado de la accion del lema|2.1.8

Por otro lado, como A x {e} es un cerrado de X x {e}, entonces, f*[4. (¢}
A x {e} — Y admite una extensién f: X x {e} - Y,yaqueY € AE(X). Enel
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caso de que Y € ANE(X), se tiene que f admite una extensién f/: U x {e} — Y,
donde U es una vecindad invariante de A ya que es compacto G.

Definamos I': X x G — Y, (T:U xG—Y) I'(x,g) = f'(gx,e). Si a es la
accion de G en X, la continuidad de I' se sigue de la conmutatividad de los
siguientes diagramas:

U x {e}

donde h: X X G, h(g,x) = (x,g) ei: X — X x {e} es la inclusidn.
Veamos que I es invariante bajo la accién definida en el lema[2.1.§]

Sean g € Gy (x,h) € X X G. Entonces,

[(g-(x.h)) =T(gx.hg ")) = f'((hg™")gx.e) = f'(hx,e) = T(x.h).

Ast, por el lema|2.1.8] la funcién asociada I'* : X — C(G,Y) (I'" : U — C(G,Y))
a I es una funcién equivariante.

Finalmente, mostremos que ['* es extension de f.

Sean a € A 'y g € G. Entonces, dado que f* es una funcién invariante, te-
nemos que f*(a,g) = f*(¢'a,gg’~") para todo g’ € G. En particular, para g =
g', tenemos que f*(a,g) = f*(ga,e). Consecuentemente, I'*(a)(g) = I['(a,g) =
f(ga,e) = f*(ga,e) = f*(a,e) = f(a)(g). Por lo tanto, [*(a) = f(a). O

El teorema anterior da una amplia gama de extensores absolutos equivarian-
tes. Por ejemplo, el teorema de Dugundji [3.0.1] asegura que cualquier espacio
lineal localmente convexo V es un extensor absoluto de la clase de espacios
metrizables. Por lo tanto, si G es un grupo localmente compacto, el espacio de
funciones C(G,V) es un G-extensor absoluto para la clase de G-espacios metri-
zables.
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El teorema de Tietze garantiza que el intervalo [0, 1] es un extensor absoluto
para la clase de espacios normales. Por lo tanto, si G es localmente compacto,
el G-espacio de funciones C(G, [0, 1]) es un G-extensor absoluto para la clase de
G-espacios normales.

Ahora, retomando nuestro propoésito, procedamos a demostrar el siguiente
lema.

Lema 2.1.10. Sean X y Z dos G-espacios y Z un G-retracto de X. Si X € G-
AE(X%) (X € G-ANE(XY)), entonces Z € G-AE(X%) (Z € G-ANE(X%)).

Demostracion. Sean X, Y, Z tres G-espacios, donde Z es un G-retracto de X,
Y € X% X € G-AE(XS) (X € G-ANE(X%))y f : A — Z una funcién equiva-
riante donde A es un subconjunto cerrado invariante de Y.

Dado que Z es un G-retracto de X, existe un encaje equivariante cerrado
i:Z—X.Asi,iof:A— X es una funcién equivariante que admite extension
F':Y — X (F':U — X con U una vecindad invariante de A en Y), yaque X € G-
AE(X%) (X € G-ANE(XC)). Sear: X — i(Z) una retraccién de Z (r: U — i(Z),
donde U es una vecindad invariante de i(Z) en X).

1

Afirmamos que F =i~ ' oroF’ es una extensién equivariante de f.

La composicién de funciones equivariantes es equivariante. Por lo que basta
ver que F' coincide con f en A.

Seaa € A. Como F' es extension de i o f, tenemos F'(a) = i(f(a)). Asi,

Luego, i(f(a)) € i(Z) implica r(i(f(a))) = i(f(a)). Consecuentemente, F (a) =
fla). O

El propésito de esta seccion es demostrar los teoremas y Sin em-
bargo, los resultados obtenidos en esta seccion no solo serdn ttiles en la demos-
tracion de dichos teoremas, sino que también serdn aplicados en la demostracion
del teorema [2.2.4]en la clase de G-espacios.

Terminamos esta secciéon mostrando que en la clase de espacios metrizables,
los conceptos de extensor absoluto equivariante y de retracto absoluto equiva-
riante son equivalentes.

Teorema 2.1.11. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio metrizable. En-
tonces, X € G-AE(MY) (X € G-ANE(MY)) si, y solo si, X € G-AR(MP) (X € G-
ANR(MO9)).



2.2. EXTENSORES DE ESPACIOS DE TYCHONOFF. 67

Demostraciéon. Supongamos que X € G-AR(MY) (X € G-ANR(MY)). Por el
teorema de Arens-Eells (ver [8]]), existe un encaje cerrado 1 : X — V, donde V
es un espacio vectorial topolégico normado. Entonces, por el teorema [[.6.3] n
induce un encaje cerrado equivariante 1; : X — C(G,V).

Ahora, por el teorema de Dugundji[3.0.1] V es un extensor absoluto de la cla-
se de espacios metrizables. Asf, por el teorema[2.1.9, C(G,V) es un G-AE (MY).

Ademads, dado que G es compacto y V es un espacio normado, C(G,V) es un
espacio normado con la norma del supremo. Ahora, la topologia generada por
esta métrica coincide la con topologia compacto-abierta (ver [20, Proposicion
B.9]). Asi, C(G,V) es un G-espacio metrizable.

Por lo tanto, dado que 7); es un encaje equivariante cerrado y X € G-AR (M%)
(X € G-ANR(M?Y)), tenemos que X es un G-retracto de C(G,V) (G-retracto de
vecindad). Asf, por el lema2.1.10, X € G-AE(M%) (X € G-ANE(MY)). O

2.2. [Extensores de espacios de Tychonoff.

Supongamos que X es un G-espacio metrizable que ademds es un extensor
absoluto para la clase de espacios de G-espacios metrizables.

(Bajo qué condiciones adicionales X es un extensor absoluto (retracto abso-
luto) de la clase de G-espacios de Tychonoft?

Responderemos esta pregunta en esta seccion.

Sean Y un espacio topoldgico y G un grupo topoldgico. Consideremos en
G x Y la topologia producto. Definamos la funcion

o0:GxXGxY —-GxY

Es evidente que & es una accion continua. Ademas, si A es un subconjunto ce-
rrado de Y, entonces G X A es un subconjunto cerrado invariante del G-espacio
G x Y con la accién o. Este G-espacio serd utilizado en los siguientes resultados.

Lema 2.2.1. Sean G un grupo topoldgico (compacto), K¢ una clase de G-
espacios y X € G-AE(X%) (0 X € G-ANE(XY)). Entonces, si Gx Y € X para
todoY € K, se tiene que X € AE(X) (0 X € ANE(X)).

Demostracion. SeanY € K, A CY cerradoy f : A — X una funcién continua,
donde X un G-espacio topoldgico arbitrario. Consideremos el G-espacio G x Y
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construido previamente a este lema. Definamos

fliGxA—=X
(g,a) = gf(a).

Afirmamos que f’ es una funcién equivariante.

Sea 3 la accién continua de G en X. La continuidad de f/, se sigue de la
conmutatividad del siguiente diagrama

GxA-L X

ol 7

GxX.
Sean g € Gy (h,a) € G x A, veamos que f'(g(h,a)) = gf'(h,a). En efecto,

gf'(h,a) = g(hf(a))
= (gh)f(a)
= f'(gh,a)
= f'(g(h,a)).

Asi, f’ es una funcién equivariante.

Supongamos que X € G-AE(XY). Entonces, f' admite una extensién equi-
variante F' : G x Y — X, ya que por hipétesis G x Y € XK. Consideremos F” =
F'lteyxx e i: X — {e} x X lainclusién i(x) = (e, x). Definamos F' = io F". Vea-
mos que F es una extension continua de f.

Como la composicion de funciones continuas es continua, F es una funcion
continua. Sea a € A, entonces (e,a) € G X Ay asi,

(F"oi)(a) = F"(e,a)
=F'(e,a)
=ef(a)
= f(a).

Asi, F extiende a f. En consecuencia, X € AE(X).

Supongamos que G es compacto y X € G-ANE (X?). Tenemos por hipétesis
que GxY € X, asi, f' : G x A — X admite una extension equivariante F' : U —
X, donde U es una vecindad invariante de G X A en G X Y. Luego, como G es
compacto, por el lema del tubo (ver [16, Lemma 3.1.15]), para cada x € A, existe
un abierto G x U, de G x Y tal que G x {x} C G x U, C U. Definamos W =
UxeaUy. Asi, por construccion A C W, W es abiertoenY yG XA CGxW CU.
Entonces, andlogamente a lo anterior, considerando i : W — {e} x W la inclusién
y F" = F'|{¢}xw> la funci6n deseada es F = F" oi. O
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En la seccidn anterior se demostré que en la clase de G-espacios metrizables,
las definiciones de extensor y retracto absoluto son equivalentes para las clases
MG, PG PNC y NC. En esta seccién, mostraremos que este resultado no es
valido para la clase es la de G-espacios de Tychonoff. Parte de nuestro argumento
se basa en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Sea G un grupo topoldgico (compacto). Entonces, X € G-AE(T9)
(X € G-ANE(T9)) si, y solo si, X es un G-espacio unipuntual.

Demostracion. Supongamos que G es un grupo topoldgico (compacto) y que
X € G-AE(T9) (X € G-ANE(T)%). Sabemos que G es un espacio de Tychonoff,
asi, si Y es de Tychonoff, G X Y es un espacio de Tychonoff. Luego, en virtud del
lema anterior, X € AE(TC) (0 X € ANE(TY)). Ahora, dado que los extensores
absolutos (de vecindad) de la clase de espacios de Tychonoff son unicamente los
espacios unipuntuales, obtenemos que X es un G-espacio unipuntual.

El regreso es inmediato, ya que un punto es G-extensor de cualquier G-
espacio. 0

Notemos que el teorema anterior asegura que si encontramos un G-espacio
metrizable X no G-homeomorfo a un G-espacio unipultual que ademas satisfaga
que X € G-AR(T©), habremos demostrado que las clases G-AR(T%) y G-AE(T©)
no coinciden como subclase de la clase de G-espacios metrizables. Para mostrar
la existencia de este G-espacio, necesitamos mas herramientas que iremos desa-
rrollando en esta seccion. Por ahora, supondremos los siguientes resultados (ver
[16, Theorem 3.3.9] y [16, Corollary 3.3.10]).

Teorema 2.2.3. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. X es localmente compacto.

2. Si X es un subconjunto denso de un espacio Hausdorff' Y, entonces X es
abiertoen'Y.

3. Si X es subconjunto de un espacio HausdorffY, entonces X = U NC donde
U es abiertoenY y C cerrado en'Y .

Teorema 2.2.4. Sean X un espacio localmente compacto y A un subespacio G-

compacto de X. Entonces existe un abierto 6-compacto Z de X que contiene a
A.

En esta tesis constantemente trabajamos en trasladar resultados de la clase
de espacios topoldgicos a la clase de G-espacios. El siguiente resultado no es la
excepcion. En [26, Lemma 4.6], podemos encontrar el siguiente lema pero en la
clase de espacios topoldgicos.
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Lema 2.2.5. Sean G un grupo compacto, X un G-espacio de Tychonoff, A un sub-
conjunto localmente compacto, G-compacto e invariante de X. Entonces, exis-
ten una vecindad invariante V de A en X, un G-espacio localmente compacto
o-compacto Z, y un encaje equivariante h:V — Z tal que h(A) es cerrado en Z.

Demostracion. Sean X un G-espacio de Tychonoff, A un subconjunto local-
mente compacto, o-compacto e invariante de X. Por [23| Theorem 1.5.4], existe
un encaje equivariante i : X — Y donde Y es un G-espacio compacto de Haus-
dorff. Claramente, i(A) es un subespacio localmente compacto y 6-compacto de
Y. Asi, por el teorema[2.2.3] existen un abierto U’ de Y y un cerrado C en Y tales
que i(A) = U’ NC. Dado que i(A) es un subconjunto invariante de Y, i(A) C U’y
G es compacto, por el corolario[I.4.3] existe un abierto invariante U de Y tal que

i(A)cUcCU.

Es evidente que i(A) = U NC. U abierto de Y implica que U es localmente com-
pacto, asi, por el teorema[2.2.4} existe abierto o-compacto Z’ de U tal que

i(AycZ cuU.

Ahora, dado que U es abierto en Y, Z' es abierto en Y. Definamos Z = G(Z'). En
virtud de la proposicion[I.2.10} Z es un abierto invariante de Y. Ademas, tenemos
que i(A) C Z, i(A) =ZNCy Z es o-compacto. Asi, dado que Z es abierto en
Y, obtenemos que Z es localmente compacto e i~ (Z) es un abierto invariante de
X. Definamos V =i~ (Z) y h = i1z i~1(Z) < Z. Claramente, h es encaje,
V es un abierto invariante de X que cumple A C V, h(A) es cerradoen Z y Z es
o-compacto. [

El lema asegura que si K es una clase de espacios topolégicos, X un
espacio metrizable, X € G-AE(K%) y GxY € K paratodo Y € K, entonces X €
AE(X). Este resultado es relevante, ya que en la clase de espacios metrizables
ya estan determinados los extensores de algunas clases de espacios topologicos.
Ahora, presentamos este resultado pero con los retractos absolutos equivariantes.
Esto ayudara porque en la clase de espacios topoldgicos ya se sabe quienes son
los espacios metrizables que son retractos absolutos de la clase de espacios de
Tychonoff.

Lema 2.2.6. Sea G un grupo compacto. Si X € G-AR(TY) (X € G-ANR(TY)),
entonces X € AR(T) (X € ANR(7)).

Demostracion. Sean X un G-espacio e i : X < Y un encaje cerrado con Y un
G-espacio de Tychonoff. Las encajes cerrados 1y : Y — Y e i : X <— Y inducen
encajes equivariantes cerrados (i); : X — C(G,Y)y (ly); : Y — C(G,Y) (véase
. Denotemos i = (i); y f = (ly);. Consideremos el siguiente diagrama
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conmutativo:

Y —~C(G,Y)
i

Supongamos que X € G-AR(TY) (X € G-ANR(TY)). Entonces, como Y es
un espacio de Tychonoff, C(G,Y) es un espacio Tychonoff (ver [16, Theorem
3.4.15]). Asi, dado que & es un encaje cerrado, existe una retraccién equiva-
riante r : C(G,Y) — h(X) (r: U — h(X), donde U es una vecindad invarian-
te de 4(X)). El homeomorfismo f~!: f(Y) — Y induce un homeomorfismo

S ) +h(X) = i(X).

Afirmamos que f71|h(X) orof:Y —i(X) esunaretraccion de i(X) (f71|h(x)o
roflpy 71 (U) = i(X)).

La composicién de funciones continuas da una funcién continua. Por lo que
resta mostrar que ! ln(x) o ro f deja fijos los puntos de i(X).

Sea i(x) € i(X). Entonces, f(i(x)) € h(X), asi, r(f(i(x))) = f(i(x)). Luego,
™ aoo (@) = i(x)

(andlogamente se prueba para f~! lnxy oo fl ) N U) = i(X). O

Para continuar, necesitamos demostrar algunas propiedades que serdn utili-

zadas en el ultimo teorema de esta seccion.

Lema 2.2.7. Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto y segundo nu-
merable. Entonces, X admite una base numerable de abiertos cuya cerradura es
compacta.

Demostracion. Sean X un espacio Hausdorff localmente compacto segundo
numerable y %/ una base numerable de X. Afirmamos que

¥ ={U € % | U es compacto}

es una base de X.

Tomemos un punto x € X y W una vecindad abierta de x. Dado que X es
localmente compacto, segtn [[16, 3.3.2], existe una vecindad V de x con cerradura
compacta que satisface la inclusién V C V C W. Ahora bien, como % es una
base, existe un conjunto abierto U € % tal que U C V. Por lo tanto, ucv y, en
consecuencia, U es compacto y x € U C W. Esto demuestra que ¥ es una base
de X.

Por otro lado, dado que % es numerable, se concluye que 7 es también
numerable, cumpliendo con lo requerido. 0
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Lema 2.2.8. Sea X un espacio Hausdorff y segundo numerable. Si X es local-
mente compacto, entonces X es paracompacto.

Demostracion. Sean {V,,},cry una base numerable de X y {U;};c4 una cubierta
abierta de X.

Comenzaremos haciendo algunas observaciones para simplificar la prueba.
Para cada x € X, existe i € A tal que x € U;. Siguiendo el procedimiento del

lema anterior, podemos encontrar n(x) € N tal que x € V) € V) CUY Vi

es compacto. De este modo, el conjunto formado por estos V,,(,), constituye un
refinamiento de {U; }ica.

Por otro lado, dado que ser refinamiento es una propiedad transitiva, lo ante-
rior garantiza que es suficiente encontrar el refinamiento de un conjunto nume-
rable. Mas aun, podemos suponer que cada elemento es un abierto con cerradura
compacta. Asi, sin pérdida de la generalidad, supongamos que N = A y cada
elemento de {U;}cn tiene cerradura compacta.

Para cada n € N, definamos W, = i<n U;. Es claro que cada W, tiene cerra-
dura compacta y {W, },cn es una sucesion de abiertos crecientes.

Dado que para cada n € N, W, es compacto, existe N € N tal que W, C
Wy. Reenumeremos a Wy como W, 1. Entonces, tenemos que {W,,},cry es una
familia de abiertos que satisface W, C W,,, | y para cada n € N, W, es un conjunto
compacto.

Definamos Vo = Wy, V,, = W, \ W,_| = W, (X \ W,_1) paran > 1. Asi, para
cada n € N, el conjunto K, = V,, es un conjunto compacto. Es evidente que para
cada N € N, Ky es disjunto a K,, para n > N + 1. Por otro lado, es importante
notar que {K}, },ciy es una cubierta de X que consta de conjuntos compactos, por
lo que tenemos que X es un espacio o-compacto.

Notemos que para cada n > 2, K, C Z, = W, \W,_2 y Z, es un abierto de
X. Asi, para cada x € K),, existe O, una vecindad de x tal que O, C Z,. Entonces,
dado que K, es compacto, podemos cubrir con una cantidad finita de estos O,
a K,. Ahora, dado que Z, es ajeno a Z,, si [n —m| > 2, tenemos que estos O,
forman una cubierta de X que ademds es un refinamiento localmente finito de

{Un}n€N~ O]

Teorema 2.2.9. Sean G un grupo compacto, X un G-espacio metrizable tal
que X € G-AR(MS) (X € G-ANR(MO)). Entonces, X € G-AR(T%) (X € G-
ANR(MY)) si, y solo si, X es compacto (X es localmente compacto y separable).

Demostraciéon. Supongamos que X € G-AR(TY) (X € G-ANR(T9)). Por el
teorema anterior, X € AR(T) (X € ANR(T)). Entonces, en virtud de [26, Theo-
rem 3.2], X es compacto (X localmente compacto y separable).
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En este caso solo haremos la implicaciéon cuando X es localmente compacto
y separable, el caso cuando X es compacto es trivial.

Sean X un G-espacio localmente compacto separable, e i : X — Y un encaje
equivariante cerrado con Y un G-espacio de Tychonoff. Tenemos que mostrar
que existen U una vecindad abierta invariante de i(X) en Y y r: U — i(X) una
retraccion equivariante. En efecto, dado que X es un G-espacio separable y lo-
calmente compacto, tenemos que X es o-compacto; asi, i(X) es o-compacto.

Luego, como Y es un G-espacio de Tychonoff, por el lema[2.2.5] existe una
vecindad abierta invariante V de i(X) en Y, Z un G-espacio localmente compacto
o-compacto, y un encaje equivariante i : V < Z tal que h(i(X)) es cerrado de Z.
Definamos i’ = hl;(x). Asi, tenemos que i’ : i(X) < Z es un encaje equivariante
cerrado.

Por otro lado, dado que X es un G-espacio metrizable localmente compacto,
tenemos que X es completo. Z ¢-compacto y localmente compacto implica que
Z es paracompacto (ver lema[2.2.§).

Dado que X es completo, Z paracompacto y X € G-ANE (M), en virtud del
teorema existe una vecindad abierta invariante W de i/(i(X)) en Z y una
retraccién equivariante 7' : W — i/(i(X)). Evidentemente, 1~' (W) es un abierto
invariante de V' y por lo tanto de Y y contiene a i(X).

Definamos U = h~' (W) y h|y = f y mostremos que la retraccién deseada es
r=(i')"" o o f. Composicién de funciones equivariantes es equivariante, por
lo que r es equivariante. Veamos que r deja fijo a cada elemento de i(X). Sea
x € X. Entonces, /' (i(x)) € {'(i(X)). En consecuencia, r'(i'(i(x)) = i’ (i(x)). Asf,

i

r(i(x)) = ()" or' o f)(i(x)) = i(x). 0

2.3. [Extensores de espacios perfectamente norma-
les.

Supongamos X es un G-espacio metrizable y que X € G-AE (MY).
(Bajo qué condiciones adicionales en X se tiene que X € G-AE (TNG)?

En esta seccion contestaremos esta pregunta. Pero antes de proceder a dar las
condiciones adicionales, necesitamos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Sean G un grupo compacto, X un G-espacio normal y A sub-

conjunto cerrado invariante Gg de X. Entonces, existe una funcion invariante
¢ : X —[0,1] tal que ¢~1(0) = A.
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Demostracion. Sean X un G-espacio normal y A un subconjunto cerrado inva-
riante G5 de X. Sabemos que existe ¢’ : X — [0, 1] tal que ¢'~!(A) = 0 (ver [16]
Corolario 1.5.12]). Definamos

donde | denota la integral de Haar. Por el teorema tenemos que ¢ es una
funcién invariante. Afirmamos que ¢ ~!(0) = A. En efecto, sea x € ¢ ~'(0). Dado
que ¢'(x) >0y ¢(x) = [ ¢'(gx)dg = 0, por el lema|[1.7.2] ¢’(gx) = 0 para todo
g € G, asi, en particular, para e, tenemos ¢'(x) = 0. Entonces, como ¢’ (4) =0,
obtenemos que x € A.

Veamos la otra inclusién. Sea x € A. Dado que A es invariante y ¢~ (A) =0,
obtenemos que gx € A para todo g € G. Asi, ¢'(gx) = 0 para toda g € G. Por lo

tanto, ¢(x) = [¢’(gx)dg = 0. O
Teorema 2.3.2. Sean G un grupo localmente compacto y X un G-espacio metri-
zable tal que X € G-AE(MO) (X € G-ANE(M9)).

Entonces, X € G-AE(PNY) (X € G-ANE(PNY)) si, y solo si, X es separable.

Demostraciéon. Sea X un G-espacio metrizable tal que X € G-AE(MY).
Supongamos que X es separable, ¥ un espacio perfectamente normal, A un sub-
conjunto cerrado invariante de Y y f : A — X una funcion equivariante. Dado
que X es separable, existe un encaje 1 : X — R¥0 (ver [26, Lemma 4.1]). Asi,
en virtud del teorema|I.6.3] ) induce un encaje equivariante

Ny : X = C(G,R¥0).

Por otro lado, sabemos que R0 € AE(N). Asi, por el teorema[2.1.9, C(G,R¥0) ¢
G-AE (NG). Entonces, como Y es normal, la funcion equivariante nyo f : A —
C(G,RR¥0), admite una extensién equivariante F’ : ¥ — C(G,R¥?). Sean I el
intervalo [0, 1] con la accién trivial y K = C(G,R¥0) x I con la accién diagonal.
Claramente, K es un G-espacio metrizable. Definamos

M =K\ (C(G,R¥0) x {0} \ F'(A) x {0}).

Una cuenta sencilla muestra que M es invariante en K. Asi, M es un G-espacio
metrizable. De la definicion de M, se sigue que F'(A) x {0} es un subconjunto
cerrado invariante de M. Sea

i:f(A) = F'(A) x {0}
fa) = (n4(f(a)),0).
Entonces, i es un encaje equivariante, sea i ! : F/(A) x {0} — f(A) su inversa.
Dado que f(A) C X,y X € G-AE(M%) (X € G-ANE(M?)), tenemos que exis-

te una extensién equivariante H : M — X de i~! (H : U — X donde U es una
vecindad invariante de F’(A) en M).
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Por otro lado, dado que Y es perfectamente normal, A es Gs. Entonces,
por el teorema [2.3.1] existe una funcion invariante ¢ : ¥ — [0, 1] que satisface
¢~1({0}) = A. Definamos

h:Y =M
Y= (F'(y),00).

Claramente / es equivariante, y estd bien definida pues ¢ ~!({0}) = A. Defina-
mos F =Hoh:Y — X. Afirmamos que F es la funcién deseada. La composicién
de funciones equivariantes es equivariante. Solo falta mostrar que F es una exten-
si6n de f. En efecto, sea a € A, entonces F(a) = Hoh(a) = H(F'(a),0) = f(a).

Supongamos X € G-AE(PNY) (o X € G-ANE(PN®)). Sea Y un G-espacio
perfectamente normal. Dado que G es un grupo de Lie, G es metrizable y por lo
tanto, G X Y es un espacio perfectamente normal. Ahora, por el lema2.2.1 si X €
G-AE(PNY) (X € G-ANE(MY)), tenemos que X € AE(PN) (X € ANE(PN) y
por [26, Theorem 3.1], tenemos que X es separable. O

2.4. Extensores de espacios paracompactos.

En esta seccidon mostraremos que si G es compacto, X es topoldgicamente
completo y X € G-AR(MY), entonces X € G-AE(PY). Lo que contesta una parte
de la pregunta que originé este capitulo.

En esta seccion supondremos que G es un grupo compacto y utilizaremos el
siguiente lema que puede ser consultado en [16, 5.1.36].

Lema 2.4.1. Sean X un espacio paracompacto y Z un espacio compacto. Enton-
ces, Z X X es paracompacto.

Teorema 2.4.2. Sea X un G-espacio metrizable tal que X € G-AE(M%) (X € G-
ANE(MO)). Entonces, X € G-AE(P%) (X € G-ANE(PY)) si, y solo si, X es un
G-espacio topologicamente completo.

Demostraciéon. Sea X un G-espacio metrizable tal que X € G-AE(MY) (o,
X € G-ANE(M9)).

Primero supongamos que X pertenece a la clase G-AE(P%) (X pertenece G-
ANE(P%)). Por el lema tenemos que dado cualquier G-espacio paracom-
pacto Y, G x Y es un G-espacio paracompacto. Asi, por el lema [2.2.1] tenemos
X € AE(P) (0 X € ANE(P)). Luego, por [26, Theorem 3.1], obtenemos que X
es topoldgicamente completo.

Sea (X,d) un G-espacio topoldgicamente completo. Sin pérdida de la gene-
ralidad, supongamos que X es completo con respecto de la métrica d. Veamos
que X € G-AE(PY) (X € G-ANE(PY)).
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Sean Y un G-espacio paracompacto, A un subconjunto cerrado invariante de
Yy f:A— X una funcién equivariante. Como G es un grupo compacto, por
el lema podemos suponer sin pérdida de la generalidad que d es inva-
riante y completa. Sea i : X < C'(X) el encaje isométrico equivariante de Ku-
rawtoski (ver teorema . Dado que C'(X) es un espacio de Banach, por [[7,
Theorem 4.1], io f : A — C'(X), admite una extensién continua f': Y — C'(X).
Definamos

F:Y —C\(X)
x— /g_lf’(gX)dg,

donde [ denota la integral del teorema Para mostrar la continuidad de F,
primero veamos que la funcién

0:GxY —C'(X)
(g,%) = g~ f'(gx)

es continua. En efecto, sean (g,x) € G x Y y U un abierto de C'(X) tales que

g 'f(gx) € U. Como C'(X) es un G-espacio, existen vecindades U] y U, de
g 'y f'(gx) tales que U{U, C U. Luego, como G es un grupo topoldgico, existe
un abierto U; de g tal que para todo 4 € Uy, tenemos que h~! € U{. Luego, la
continuidad de f” asegura que existe una vecindad U; de gx tal que f'(U3) C Us.
Ademads, la continuidad de la accién de G en X asegura que existen vecindades
Uy y Us de g y x tales que UsUs C Us. Definamos V = (Us MUy ) x Us. Claramente
(g,x) € V. Ahora, sea (h,y) € V. Entonces hy € Us. Luego, f'(hy) € U,. Ademais,
h € Uy implica que h~! € Uj. Asi, h=1f'(hy) € U. Consecuentemente, ¢ es una
funcién continua.

Por otro lado, dado que G es compacto, G es localmente compacto y por lo
tanto la funcion inducida

0*:Y — C(G,C'(X))
x — hy

es continua, donde &, : G — C'(X), he(g) = g~ f'(gx). La continuidad de F se
sigue de que [y ¢* son continuas y de la conmutatividad del siguiente diagrama
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Seanh € Gy x €Y, veamos que F es equivariante. Tenemos que

Por lo que solo resta probar que F es extension de f. Sea a € A. Entonces

F@)= [¢7'f(a)

= / g 'gf'(a)

= /f/ a

= /zof

=iof(a
Dado que X es completo, i : X — C’'(X) es un encaje cerrado. Asi, en virtud
del teorema tenemos que i; : X — C(G,C'(X)) es un encaje equivariante
cerrado. Luego, por el teorema [2.1.11] existe una retraccién r : C(G,C'(X)) —

it(X) (r: U — iy(X) donde U es una vecindad invariante de i;(X)) pues X € G-
AE(MO%) (X € G-ANE(MO)).

Definamos F/ =i~ 'oroF (o F' =i"'oroF|py)) y veamos que F' es
la extensién deseada. En efecto, por lo anterior, F/ es una funcién equivariante.
Solo falta ver que F’ coincide con f en A. Sea a € A, entonces

Por lo tanto, X € G-AE(P%) (X € G-ANE(P%)). O
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2.5. Extensores de espacios normales.

En esta seccion, presentamos las condiciones adicionales necesarias para que
un espacio metrizable, que es un extensor de la clase de espacios metrizables,
también sea un extensor de la clase de espacios normales.

Teorema 2.5.1. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio metrizable tal
que X € G-AE(MO%) (X € G-ANE(MY)). Entonces, X € G-AE(N%) (X € G-
ANE (N©Y)) si, y solo si, X es un G-espacio topolégicamente completo separable.

Demostracién. Sea X un G-espacio metrizable tal que X € G-AE(MY) (X €
G-ANE(M9)). Primero demostremos que si (X,d) es completo y separable, en-
tonces X € G-AE(NY).

Sea (X,d) es un G-espacio topoldgicamente completo separable. Sin pérdida
de la generalidad, podemos suponer que X es completo y separable con respecto
de la métrica d. Asi, (X,d) separable y completo implica que existe un encaje ce-
rrado 1) : X < R¥0. Luego, por el teorema 7N induce un encaje equivariante
cerrado 1 : X < C(G,R¥0).

Ahora, dado que X € G-AE(MO) (X € G-ANE (M), por el teorema|2.1.11}
existe una G-retraccién r : C(G,R¥0) — 1,(X) (r: U — n3(X) con U vecindad
invariante de 7;(X)) pues X € G-AE(MY) (0 X € G-ANE(M©)).

Por otro lado, dado que X es un G-retracto de C(G,R¥0) (retracto de vecin-
dad) y C(G,R¥0) € G-AE(NY), por el lema[2.1.10} tenemos que X € G-AE(NC)
(X € G-ANE(N%)).

Supongamos que X € G-AE(NY) (X € G-ANE(NY)). Claramente, X € G-
AE(PY) (X € G-ANE(P9)) y X € G-AE(PNY) (X € G-ANE(PNY)). Asi, los
teoremas y aseguran que X es un G-espacio topolégicamente com-
pleto separable. [

2.6. Erizo equivariante

En esta seccion presentamos el erizo equivariante. Para este fin, primero re-
cordaremos el erizo en la clase de espacios topoldgicos.

Sea M un conjunto con cardinalidad mayor o igual a ¥. Para cada u € M,
consideremos el producto cartesiano {1} x I, donde I = [0, 1] es el intervalo uni-
tario cerrado. En el conjunto Uy epl % {1}, definamos la relacion de equivalencia
(x,81) ~ (y,82) si,ysolosi,x=0=y,0y=xys| =s».

Denotemos J(M) al conjunto de clases de equivalencia bajo esta relacion
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dotado de la siguiente métrica:

sl lous) = { W0 S

A J(M) le llamaremos erizo de M espinas.

Se dice que un espacio topoldgico Z es universal para una clase de espacios
topolégicos K, si Z € K y para cualquier espacio X € K, existe un encaje X — Z.
El siguiente resultado puede ser consultado en [16, Example 4.1.5].

Proposicion 2.6.1. Sea X un espacio topoldgico de peso ®. Si Xy < m, entonces
existe un encaje i : X — J(@) X0,

Dado un cardinal infinito 7, denotemos K(7) a la clase de espacios topoldgi-
cos que tienen peso menor o igual a 7. Si consideramos X un espacio topoldgico
de peso i con X < u < 7, tenemos por la proposicion[2.6.T|que existe un encaje
i:X < J(u)¥0 . Luego, dado que u < 7, se tiene & : [J(u)]X0 < [J(7)]¥0 un
encaje. Asf, al tomar la composicién /o, obtenemos un encaje de X en [J(7)]¥0.
Por lo tanto, J(7) %0 es universal para la clase K (7).

Como hemos observado previamente, nociones que tenemos en la clase de
espacios topologicos las extendemos a la clase de G-espacios. En lo que resta
de este capitulo describiremos brevemente el erizo en la clase de G-espacios.
Este erizo también satisface propiedades similares a las que satisface el erizo
en la clase de espacios topoldgicos. Los resultados que mencionaremos en esta
seccion pueden ser consultados en [1].

Sean G un grupo localmente compacto y X un G-espacio. Se dice que un
subconjunto S de X es pequeiio, si para cualquier y € X, existe una vecindad
Uy de y con la propiedad de que el conjunto (S,U,) = {g € G|gSNU, # 0}
tenga cerradura compacta. Diremos que X es un G-espacio propio en sentido
de Palais si para cualquier punto x € X, existe una vecindad pequeiia V, de x.
Es claro que si G es compacto, cualquier G-espacio es un G-espacio propio. Asi,
esta definicién extiende las acciones de grupos compactos a grupos localmente
compactos.

A partir de este momento y hasta que finalice la seccidn, solo consideraremos
G-espacios propios en el sentido de Palais.

Si G es un grupo compacto, en virtud del lema tenemos que cualquier
G-espacio metrizable X admite una métrica invariante que genera su topologia.
En el caso de que G sea un grupo localmente compacto el saber si cualquier
G-espacio metrizable admite una métrica invariante es una pregunta abierta.

Por otro lado, si G es compacto y X es un G-espacio paracompacto, tenemos
que X /G es paracompacto por la proposicion En el caso de que G sea
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un grupo localmente compacto, existen G-espacios paracompactos donde sus
espacios de 6rbitas no son espacios paracompactos.

Diremos que un G-espacio Z es universal para una clase K¢ de G-espacios,
si Z € KOy para cada X € K, existe un encaje equivariante X < Z.

Para 7 un cardinal infinito, denotaremos:

MC a la clase de todos los espacios G-espacios propios metrizables que
admiten una métrica invariante.

PO a la clase de todos los G-espacios propios paracompactos con espacio
de orbitas X /G paracompacto.

M (1) a la subclase de G-espacios metrizables que admiten una métrica
invariante de peso menor o igual a 7.

Es importante notar que, aunque parece que estamos introduciendo una nue-
va notacion, esta en realidad coincide con la utilizada en la seccion anterior y
con la que se empleard en la siguiente. Esto se debe a que, si G es un grupo
compacto, todo G-espacio metrizable admite una métrica invariante, y si tene-
mos un G-espacio paracompacto, su espacio de 6rbitas también serd un espacio
paracompacto.

Recordamos el cono de un espacio topolégico.

Sea X un espacio topolégico. Consideremos en [0, 1] x X 1a relacién de equi-
valencia (t1,x1) ~ (t2,x2) si, y solo si, 1 =0 =1 0, 1] =1, y x| = xp. Denotare-
mos Cono(X) al conjunto de clases de equivalencia bajo esta relacion dotado de
la topologia débil, esto es, un subconjunto U C Cono(x) que contiene al vértice
0 es abierto si, y solo si, existe £ > 0 con [0,€) x X C p~!(U) donde p es la pro-
yeccidn candnica p : [0,1] x X — Cono(X). Ahora, si U no contiene al vértice,
entonces U es abierto en Cono(X) si, y solo si, p~!(U) es abierto en [0, 1] x X.
Dado cualquier punto (¢,x) € [0, 1] x X, denotaremos tx € Cono(X ) la imagen de
(t,x) bajo p. A los puntos Ox, los denotaremos simplemente con 6. Es importante
notar que la topologia del Cono(X) coincide con la topologia cociente inducida
por p cuando X es compacto.

Dado que construiremos el erizo equivariante a partir de conos, primero va-
mos a mencionar los resultados que muestran que el cono es un espacio metriza-
ble.

Proposicion 2.6.2. Sea d una métrica compatible con la topologia de X que
satisface d(x,y) < 1 para todo x,y € X. Entonces,

1. la formula
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d*(t1x1,tx0) = \/tlz —|—t22 —2t1tpcos(d(x1,x72))

define una métrica en Cono(X),

2. para cualesquiera t|x1, txy € Cono(X) las siguientes condiciones se sa-
tisfacen:

IAt%)
=6+ T(d(xwm))z < (d*(hx1,0%2))* < [t — b+t (d(x1,x2))?,

3. d* genera la topologia del Cono(X),

4. d* es completa si, y solo si, d lo es.

La proposicién anterior es ttil, ya que proporciona una manera de construir
conos en la clase de G-espacios. Supongamos que X es un G-espacio metrizable.
Definamos en Cono(X) la accién g(tx) = t(gx), donde g € G y tx € Cono(X).
Asi, si X es un G-espacio metrizable que admite una métrica invariante d con
d < 1, es facil ver que la métrica inducida d* en la proposicién convierte a
Cono(X) en un G-espacio con una métrica invariante d* que genera su topologia,
y donde d* < V2.

Entonces, ya hemos encontrado una forma de construir conos equivariantes.
Buscamos construir el erizo equivariante con la propiedad de que sea universal
para la clase MY (1) para 7 un cardinal infinito. La siguiente definicién menciona
cual sera el G-espacio del que tomaremos el cono.

Definicion 2.6.3. Sean G un grupo topolégico y H un subgrupo compacto de G.
Diremos que H es un subgrupo grande de G, si se satisface alguna de las tres
condiciones equivalentes:

1. G/H es localmente conexo y de dimension finita,
2. G/H es una variedad suave,

3. G/H es un metrizable G-ANE (P9).

Proposicion 2.6.4. Sean G un grupo localmente compacto y H un subgrupo
grande de G. Entonces, Cono(G/H) es un G-AE(P%).

Procedamos a construir el erizo equivariante. Denotemos por H al conjunto
de representantes de cada tipo de drbita de subgrupos grandes. En [2, Theorem
3.1], se prueba que el niimero de tipo de orbitas de subgrupos grandes no excede
el peso del grupo G.
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Ahora, en cada espacio cociente G/H, donde Hy, € JH, seleccionemos una
métrica invariante py tal que p < 1 (esta existe por [19]). Luego, consideremos
la métrica invariante p; de la proposicién en Cono(G/Hy,).

Por otro lado, para cada H € J{, escojamos Ay un conjunto de cardinalidad
7 tal que Ay NAgr = 0 si H # H'. Denotemos A(H) = UgcxAg.

Para cada o € Ay, definamos Hy, = H y consideremos el correspondiente
Cono(G/Hg). Luego, tomemos la unién ajena de los conos:

U Cono(G/Hy).
oeA(H)

Identifiquemos el vertice de cada cono y formemos el conjunto

J(H,t)= \/ Cono(G/Hy,).
aeA(H)

Abhora, definamos en J(H, 7) la métrica; para cualesquiera dos punto rx y ¢’y

en J(H,7)

(tx.y) = pe(tx,t'y), sitxy 'y pertenencen al mismo Cono(G/Hy)
PUXTY) = t+t, en otro caso.

Asi, es claro que p es una métrica invariante. Dotamos a J(H, t) de esta métri-
ca p y de la tnica accién que hace invariante a cada Cono(G/Hg) en J(H, 7).
Llamaremos a J(3, 7) el erizo métrico equivariante de tipo H y 7 espinas.

En la parte 5 de [1]], se demuestra que este erizo no depende del conjunto de
representantes H, esto es, si H' es otro conjunto de representantes de subgrupos
largos, los erizos J(3, 1) y J(H', ) son G-homeomorfos. Claramente, cuando
G es un grupo trivial, el erizo J(J, t) coincide con el erizo no equivariante.

Sea x* el vertice del producto numerable del erizo J(H, 7). Denotemos por
Jo(G, ) al conjunto (3, 7) X0\ {x}. En la seccién 5 de [, se muestra que este
espacio es un G-espacio propio y que la métrica

d((ti,xi), (siryi)) = Y p(texi sivi) /2, (tixi, siyi) € 3(H,7) O
i=1

es una métrica invariante que coincide con la topologia producto de J(3, 7)o,

Asi, J.(G, T) pertenece a la clase MC y tiene peso T (ver seccion S [1]]). Por lo
que, J-.(G, T) pertenece a la clase MY(7).

Presentamos el resultado que serd utilizado en la siguiente seccion (ver [1,
Theorem 5.1]).
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Teorema 2.6.5. Sea T un cardinal infinito mayor o igual al peso de G. Entonces

1. 3.(G,7) es un G-AR(MO)

2. Jw(G, 1) es universal en la clase MY (7).

2.7. Teorema de Lisitsa.

Recordemos que un espacio topoldgico X se dice que es p-paracompacto, si
existen M un espacio metrizable, C un espacio compactoe i : X — M x C un en-
caje cerrado. Denotaremos P’ a la clase de todos los espacios p-paracompactos.

La finalidad de esta seccidn es presentar el siguiente resultado (ver [21, Fact
6]), en la clase de G-espacios.

Teorema 2.7.1 (Lisitsa). Sea X un espacio metrizable. Si X € AE(M) (0 X €
ANR(M)), entonces X € AE(P') (0 X € ANE(P")).

Notemos que si X es un espacio metrizable y {xp} es algtin espacio topoldgi-
co unipuntual, el encaje i : X < X x {xo} definido por i(x) = (x,xp) resulta ser un
encaje cerrado. Asi, cualquier espacio metrizable es un espacio p-paracompacto.
En consecuencia, AE(P") C AE(M). El resultado de Lisitsa implica que, si un
espacio metrizable es un extensor absoluto para la clase de espacios metriza-
bles, entonces también lo serd para la clase de espacios p-paracompactos. Esto
significa que para los espacios metrizables, ser un extensor absoluto para cla-
se de los espacios metrizables es equivalente a serlo para clase de los espacios
p-paracompactos

En esta seccion, demostraremos el teorema de Lisitsa en la clase de G-espacios
st G es un grupo compacto con peso X . Por lo tanto, si G cumple con estas con-
diciones, tendremos que para los G-espacios metrizables, ser extensor absoluto
equivariante para la clase de espacios metrizables es equivalente a serlo para la
clase de G-espacios p-paracompactos.

Teorema 2.7.2. Sea G un grupo compacto de peso Xy X un G-espacio metri-
zable. Si X € G-AE(MO) (X € G-ANE (MY)), entonces X € G-AE(P'°) (X € G-
ANE (P'9)).

Demostracion. Supongamos que G es un grupo compacto de peso NX.

Sean X € MY, P € PG, A un subconjunto cerrado invariante de Py f: A — X
una funcién equivariante. Supongamos que X tiene peso mayor o igual a X (en
el caso que X tenga peso finito, X es un espacio discreto y esto hace inmediato
el enunciado).
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Por el teorema existe un encaje equivariante
i X = Je(G,0(X))

. Ahora, como J.(G,®(X)) es un subespacio de
J(G,»(X)) X0, obtenemos un encaje i : X — J(G, w(X)) 0.

Por otro lado, dado que (G, @ (X)) es un G-AE (PY) (ver [1}, Proposition 4.2]),
obtenemos que (G, ®(X))*0 es un G-AE(PY).

Consideremos la funcién equivariante io f : A — J(G, (X)) 0. Dado que
P es paracompacto y A es un subconjunto cerrado de P, existe una extension
equivariante f': P — J(G,o(X))¥0 deio f.

Por otro lado, la compacidad de G asegura que la proyeccién orbital p : P —
P/G es una funcién perfecta, y dado que la paracompacidad se preserva bajo
funciones perfectas, obtenemos que P/G es paracompacto. Asi, existe una fun-
cion perfecta i : P/G — M con M algiin espacio métrico. Como la composicion
de funciones perfectas es perfecta, obtenemos que /o p es una funcién perfec-
ta. Claramente, /o p es una funcién invariante, por lo que si dotamos a M de la
accion trivial, la funcion ko p es equivariante. Sea g = ho p. Ahora, como g es
perfecta, tenemos que la funcion diagonal

f'Ag:P—J(G,oX)% xM
x = (f'(x),8(x))
es una funcién equivariante perfecta (considerando en J(G,® (X)) x M la ac-

ci6n diagonal). Por lo tanto, (f'/\g)(A) es un subconjunto cerrado invariante de
J(G,o(X))¥0 x M.

Por otro lado, consideremos la proyeccion 7’ : J(G, o (X)) X0 x M — J(G, o (X)) ¥o
y K = (f'Ag)(A). Dado que f'(A) = (io f)(A) C i(X), la restricciéon 7’|k :
K — J(G,o(X))%°, induce una funcién equivariante 7 : K — X (a saber 7T =
(i~ o litxywm) [K)-

Sea X € G-ANE (M) (X € G-AE(M?)). Entonces, 7 admite una extensién

equivariante IT: V — X (IT: J(G, @ (X)) X0 x M — X), donde V es una vecindad
abierta invariante de K en el G-espacio metrizable J(G, (X)) X0 x M. Tenemos,

AC (f'Dg) ! (K) C (f'Ag)~H(V).
Asi, (f'Ag)~1 (V) es una vecindad invariante de A en P. Sea H = (f'A\g) (081 (v)
y definamos F =T1o H (F =ITo (f'Ag)).

Afirmamos que F es una extension equivariante de f. En efecto, la compo-
sicién de funciones equivariantes es equivariante, por lo que basta checar que F
es una extension de f. Sea a € A. Entonces, F(a) =I1oH(a) = (f'(a),g(a)) =

(io f(a),hop(a)) € K. Asi, II(ic f(a),g(a)) = f(a).
Concluyendo que X € G-ANE(P'C) (X € G-AE(P'°). O



Capitulo

Operadores de extension simultanea

J. Dugundji y E. Michael desarrollaron un operador de extension simultanea
en la clase espacios topoldgicos. Este capitulo tiene como objetivo presentar un
andlogo de dicho operador en la clase de G-espacios, donde G es un grupo com-
pacto de Lie.

Primero enunciemos los resultados de Dugundji y Michael.

Teorema 3.0.1. Sean Z un espacio metrizable, A un subconjunto cerrado de Z, W
un subconjunto convexo de un espacio lineal localmente convexoV'y f :A —W
una funcion continua. Entonces, existe F : Z — W una extension continua de f
que satisface Im(F) C Conv(Im(f)).

Aqui, Im(f) denota la imagen de f y Conv(Imf) denota la envoltura conve-
xa de Imf. En [26, Theorem 7.1], E. Michael mostré que si A es un subconjunto
cerrado de un espacio metrizable Z y V es un espacio lineal localmente conve-
X0, la asignacién de mandar una funcion continua f € C(A,V) a su extensién
F € C(Z,V) construida por J. Dugundji, es un encaje lineal topoldgico si con-
sideramos en C(A,V) y C(Z,V) la topologia compacto abierta. Al juntar ambos
resultados, obtenemos:

Teorema 3.0.2. Sean A un subconjunto cerrado de un espacio métrico Z y V
un espacio lineal localmente convexo. Entonces, existe L: C(A,V) — C(Z,V) un
operador lineal tal que para cada f € C(A,V),

1. L(f) es una extension de f,

2. L(f) C Conv(Im(f)),

3. L es un encaje topoldgico lineal (considerando en C(Z,V) y C(A,V) la
topologia compacto abierta).

85
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Este capitulo surge al preguntarnos si estos resultados de Michael y Dugund-
ji pueden ser generalizados a la clase de G-espacios. Desafortunadamente, en
este caso, la respuesta es negativa. Esto se debe a que en la clase de los G-
espacios podemos construir una funcién equivariante f : A — V que no puede
ser extendida a una funcion equivariante F' : Z — V que cumpla con la propiedad
Im(F) C Conv(Im(f)).

Antes de presentar un ejemplo de una funcién que cumpla lo anterior, defi-
namos el siguiente G-espacio.

Sea X un G-espacio. Denotaremos por X’ = X U {x} a la uni6n ajena de X
y un punto *, equipado de la topologia débil. Claramente G actia de manera
continua en X’ de la siguiente forma: g-x = gx paratodo g € G,x € X y g-* = *
para todo g € G. Es evidente que X es un subconjunto cerrado invariante del G-
espacio X’ y * es un punto G-fijo. Ahora, si (X,d) es un G-espacio metrizable,
es claro que X’ resulta un G-espacio metrizable con la métrica

1. d'(x,y) =d(x,y) six,y € X,
2. d'(x,%) =d'(x,x) =1sixeX,
3. d'(%,%) =0,

Este espacio servird para dar el ejemplo de por qué los teoremas de Michael
y Dugundji no son validos en la clase de G-espacios.

Ejemplo 3.0.3. Sea G = S'. Consideremos C(G,C) el espacio de Banach de
funciones continuas de G en C. Dotemos a C(G,C) de la accion definida en
el teorema Esta accion se define como g- f(x) = f(xg), para cada f €
C(G,C)ygxeq.

Afirmamos que el conjunto de puntos G-fijos bajo esta accion es el conjunto
de las funciones constantes. Para mostrar esto, sea f un punto G-fijo de C(G,C).
Esto implica que g- f(x) = f(xg) = f(x) para toda g,x € G. Al tomar g = x~ !,
para cualquier x € G, obtenemos f(1) = f(x). Por lo tanto, [ es una funcion
constante.

Ahora, sea f(z) = €* la funcion exponencial compleja. Definamos
W = Conv(G(f)).

Vamos a demostrar que W no tiene puntos G-fijos. Como consecuencia de lo
anterior, bastard probar que W no contiene funciones constantes. Procedamos
por contradicion, esto es, supongamos que existe una funcion constante h que
pertenece al conjunto W. Dado que h € W = Conv(G(f)), podemos expresar a
h como

n
h(Z) — Z tiezgi’
i=1
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donde gi€ G, 0<t; <1yY" t;=1. Esclaro que g; # 0O para 1 <i<n,y sin
pérdida de la generalidad, podemos suponer que g; # g;, si 1 <i< j<n.

Por otro lado, dado que h es una funcion constante, todas sus derivadas son
la funcion constante cero. Por lo tanto, tenemos

181! + 18262 + -+ 1,8,6%" =0
tlg%ezgl —I—tzg%ezgz 4. _|_tng%ezgn -0

l-lg}ileZgl +tzggezg2 + e +tngZ€Zg” f O'

Asi, dado que Y., t; = 1, podemos concluir que el vector (118!, 1pe%82 - - - 1,e%8")
es una solucion no trivial del sistema:

g1x1+gx2+ -+ g, =0
g%xl +g%X2+"'+gﬁxn =0

&t g+ -+ g =0,

Dado que la solucion (t1€%8!,1ye%82 - - 1,€%8") es no trivial, la matriz
2
g1 8 gy
& & &
e
2
& & &

debe tener determinante cero.

Por otro lado, es claro que la matriz A tiene el mismo determinante que la
matriz

10 0 - 0
1 g gi e gl
B=1|1 & & - &
1 g g2 - g

Pero B es una matriz de Vandermonde (ver [18, Ch. 0, 0.9.11]), y se sabe que el
determinante de una matriz de Vandermonde es:

det B= (ﬁgi) : (1<H< (8j— &)

Dado que g; # gj, para 1 <i < j < n, tenemos que det B # 0y esto es una
contradiccion ya que 0 = det A = det B. Esta contradiccion surge de suponer
que W contiene funciones constantes.
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Mostremos que W es un subconjunto invariante de C(G,C). Sean g € G y
h € W. Dado que h € W = Conv(G(f)), tenemos que h(z) = Y., t;e*5i, donde
gi€Gparal <i<n 0<4<1yY!"  t;=1. Entonces,

8 h(Z) = h(Zg) = Z[ie(Zgi)g — Ztiez(gig)-
i=1 i=1

Como gig€ Gparal <i<n 0<#<1yY! ti=1, tenemos que g-h €
Conv(G(f)) = W. Por lo tanto, W es un subconjunto invariante de C(G,C) y
esto implica que W es un G-espacio.

Sea W' el G-espacio definido antes de este ejemplo. Recordemos que W' es
un G-espacio que contiene a W como un subconjunto cerrado invariante, y x es
un punto G-fijo de W'. Sea i : W — W la funcion identidad. Afirmamos que i es
una funcion equivariante que no puede ser extendida a una funcion equivariante
i : W' — W. En efecto, si suponemos que i’ es una extension equivariante de i,
por la observacion tenemos que i'(x) es un punto G-fijo de W y esto no
puede pasar ya que mostramos que W no tiene puntos G-fijos.

En términos de extensores, mostramos que W es un conjunto convexo de un
espacio lineal localmente convexo que no es un G-AE(MO).

El ejemplo anterior muestra que el teorema de Dugundji no es vélido en la
clase de G-espacios. Sin embargo, existe una aproximacion que fue dada por S.
Antonyan [3]].

Teorema 3.0.4. Sean G un grupo compacto de Lie, A un subconjunto cerrado
invariante del G-espacio metrizable Z, W un subconjunto convexo invariante del
G-espacio lineal localmente convexo V' 'y f: A — W una funcion equivarian-
te. Entonces, existen U una vecindad invariante de A en Z y F : U — W una
extension equivariante de f que cumple Im(F) C Conv(Im(f)).

En el ejemplo [3.0.3) se mostr6 que la identidad i : W — W es una funcién
equivariante que no puede ser extendida a una funcién equivariante i/ : W/ —
W. Observemos que el teorema anterior asegura que i puede extenderse a una
funcién i’ : U — W, donde U es una vecindad invariante de W en W’. En este
caso, W es la vecindad invariante garantizada por el teorema anterior.

Dado que en la clase de G-espacios no podemos garantizar la condicion (2)
del teorema en este capitulo desarrollaremos aproximaciones a estos re-
sultados de Michael y Dugundji.

Notemos que en la clase de G-espacios ya no podemos asegurar la condi-
cién de que los subconjuntos convexos invariantes de los G-espacios lineales
localmente convexos sean G-extensores absolutos para la clase de espacios me-
trizables. Sin embargo, mostraremos que los G-espacios localmente convexos si
son G-extensores absolutos para la clase de G-espacios metrizables. Para este
proposito, presentaremos algunos resultados y su version equivariante.
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Proposicion 3.0.5. Sea X un espacio metrizable. X € AE(M) si, y solo si, X es
contraible y X € ANE(M).

Definicion 3.0.6. Sean X, Y dos espacios topoldgicos, y f1,f> : X — Y dos
funciones equivariantes. Diremos que fi y f» son G-homotopicas si existe H :
X x I =Y una funcion equivariante (considerando en I = [0,1] la accion tri-
vial) que cumple H(x,0) = fi(x) y H(x,1) = fa(x) para toda x € X. En este
caso, diremos que H es una G-homotopia entre f1 y f>.

Definicion 3.0.7. Se dice que un G-espacio X es G-contraible si la funcion iden-
tidad es homotopica a alguna funcion constante de X en X.

Es claro que si G es trivial, la definiciéon de G-contraibilidad coincide con
la de contraibilidad en la clase de espacios topoldgicos. Por lo tanto, el teorema
generaliza al teorema A continuacién, procedemos a demostrar este
resultado.

Proposicién 3.0.8. Sea X un G-espacio metrizable. Si X € G-AE(MO), entonces
X es un G-espacio G-contraible.

Demostracién. Sea X un G-espacio metrizable tal que X € G-AE(MY). Dado
que X € G-AE(MO), porel teorema tenemos que X € G-AR(MY). Luego,
consideremos X’ el G-espacio definido antes del ejemplo Recordemos que
X es un subconjunto cerrado invariante del G-espacio metrizable X’ y * es un
punto G-fijo de X’. Como X € G-AR(MY), tenemos que existe una retraccién
equivariante r : X’ — X. Ahora, por la observacién r(*) = xop es un punto
G-fijo de X.

Por otro lado, dado X es un G-espacio metrizable, X x [0, 1] es un G-espacio
metrizable considerando en [0, 1] la accién trivial. Sea A = X x {0} UX x {1}.
Es fécil ver que A es un subconjunto cerrado invariante de X x [0, 1]. Definamos
H': A — X de la siguiente manera:

x sit=1
xo sit=0.

H'(x,1) :{

Dado que X x {0} y X x {1} son cerrados ajenos y la restriccién de H' a cada
uno de estos cerrados es continua, tenemos que H’ es una funcién continua.

Veamos que H' es una funcion equivariante. Sean (x,7) € Ay g € G. Si
t =1, tenemos que H'(gx,1) = gx = gH'(x, 1). Luego, si t = 0, obtenemos que
H'(gx,0) = gxo = xo = gH'(x,0). Asi, H' es una funcién equivariante.

Dado que X es G-AE(MY) y A es un subconjunto cerrado invariante del G-
espacio metrizable X x [0, 1], existe una extension equivariante H : X x [ — X
de H'. De la definicién de H’, se sigue que H es una homotopia entre la funcién
constante xq y la identidad. Asi, X es G-contraible. U]
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Es importante notar que la proposicion anterior se puede generalizar a clases
mas generales de G-espacios, esto es, la proposicidn anterior es valida para clases
de G-espacios K que satisfagan; X x [0,1] € X y X’ € K siempre que X € KC.

Presentamos la version equivariante de la proposicion (3.0.5

Teorema 3.0.9. Sea X un G-espacio metrizable. X € G-AE(MY) si, y solo si,
X € G-ANE(M©) y X es un G-espacio G-contraible.

Demostracién. En la proposicion[3.0.8] se demostré que si X es un G-extensor
absoluto para la clase de G-espacios metrizables, X es un G-espacio contraible.
Por lo tanto, para tener el teorema completo, basta con mostrar que si X es un
G-espacio contraible que, ademas, es un extensor absoluto de vecindad para la
clase de G-espacios metrizables, entonces X es un G-extensor absoluto para di-
cha clase.

Sean X un G-espacio G-contraible tal que X € G-ANE (M), A un subcon-
junto cerrado invariante de un G-espacio metrizable Y y f : A — X una funcién
equivariante. Dado que X € G-ANE(MY), tenemos que existe una vecindad in-
variante O de A en Y y una extensién equivariante f’ : O — X de f. Luego, la G-
contraibilidad de X implica que existe una homotopia equivariante H : X x I — X
que satisface H(x,0) = xo, H(x,1) = x para cada x € X.

Por otro lado, la normalidad de Y implica que existe un abierto U’ de Y tal
que A C U' C U’ C O. Luego, dado que G es compacto, por el corolario
tenemos que existe un abierto invariante U de Y que contiene a A y cumple que
U C U'. Asi, por el corolario tenemos que U es invariante.

Ahora, dado que G es compacto, X es normal y los conjuntos A y X \ U son
ajenos, tenemos que existe una funcion invariante @ : X — [0, 1] que satisface
@(x)=1paraxc Ay @(x) =0parax € X \U. Definamos F : Y — X

_ | H(f'(),0(x) sixeU
F(x)—{ X0 si xeX\U.

Claramente, F est bien definida y es continua restringida a los conjuntos U y
X\ U, por lo que solo hay que analizar su comportamiento en la interseccion de
estos conjuntos. Sea x € U NX \ U. Por un lado tenemos F|[x\;(x) = xo. Ahora,
por el otro lado, x € X \ U implica que ¢(x) =0, y asi, H(f'(x),0) = xo. Por lo
que el lema del pegado asegura que F es una funcién continua.

La equivarianza de F se sigue de que H es equivariante y xo €S un punto
G-fijode X.

Solo resta probar que F es una extension de f. En efecto, sea a € A, entonces
o(a)=1y f'(a) = f(a), asi, F(a) = H(f(a),1) = f(a). Por lo tanto, F es una
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extension equivariante de f y como f fue arbitraria, concluimos que X es un
G-AE(M9). L

Supongamos que W es un subconjunto convexo invariante de un G-espacio li-
neal localmente convexo V, A un subconjunto cerrado invariante de un G-espacio
metrizable Z,y f : A — W una funcién equivariante. Como ya vimos antes, no po-
demos garantizar que exista una extension equivariante F : Z - W de f: A - W
que satisfaga Im(F) C Conv(Im(f)) (ver ejemplo [3.0.3). Pero no todo estd per-
dido, hagamos un anélisis desde otra perspectiva. El teorema |[3.0.4] asegura que
V € G-ANE (M) y claramente, cualquier G-espacio lineal es G-contraible, en-
tonces por el teorema [3.0.9] tenemos que V es un G-AE(MY). Asi, si conside-
ramos a f : A — W definida en V como contradominio, f admite una extensién
equivariante I : Z — V.

Notemos que en el ejemplo(3.0.3] si definimos i’ : W — V, i(x) =xsixe W
y i (x) = 0 con 0 el punto G-fijo de V, obtenemos una extensién equivariante

de i. Notemos que no se cumple que Im(i') C Conv(Im(i)) pero si que Im(i') C
Conv(Im(i) U{0}).

En el proceso de desarrollar nuestro andlogo equivariante de los resultados
de J. Dugundji y E. Michael, veremos que la condicién Im(i") C Conv(Im(i) U
0) no fue una coincidencia, esto es, demostraremos que para cualquier funcién
f€C(A,V), existird F € C(A,V) una extension de f que satisfaga Im(F) C
Conv(Im(f)U{0}). Encontrando un operador de extensién simultanea

A:C(A,V) = C(Z,V).

Dado que estamos trabajando en la clase de G-espacios, dotaremos a los espa-
cios de funciones C(A,V) y C(Z,V) de una accién. A continuacién presentamos
dicha accidn.

Proposicion 3.0.10. Sean X un G-espacio y V un G-espacio lineal. Entonces

o:GxCX,V)—=CX,V)

(g, f)=gf; (8f)(x) =gf(g 'x) Vxe X

es una accion lineal de G en C(X,V).

Demostracion. Primero veamos que o es una funcién continua. En efecto,
sean go € G, fo € C(X,V) y 'y un subbdsico de C(X,V) tal que gofo € Tk v.
Para cada k € K, tenemos que gofo(k) = gofo(gy k) € U. Luego, dado que V
es un G-espacio y G es localmente compacto, existen una vecindad compacta
Ok C G de go y una vecindad abierta W C V de fo (g, k) tales que OW; C U. La
continuidad de fj, la compacidad local de G y la continuidad de la accion de G en
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X asegura que podemos escoger una vecindad abierta Sy C X de k y una vecindad
compacta P, C G de g tales que fO(Pk’lSk) C W;. Definamos O, = O; N P,.
Claramente, Qy es una vecindad compacta de go. Por construccion, obtenemos

QWi CU fo(Q'Sk) € Wy (3.0.1)

Dado que K es compacto y {Si}reckx es una cubierta abierta de K, tenemos

que existen Sk, ,- -+, Sk, tales que K C |Jj_ Si,. Definamos W = L Wy, y Q =

i1 Ok, Claramente, Q! es compacto, y como K es compacto en X, obtenemos
que Q'K es un subconjunto compacto de X.

Afirmamos que I'y-1  es una vecindad subbdsica de fo en C(X,V). En
efecto, sea g~ 'k € Q7K. Existe Sk, tal que k € Sy,. Luego, dado que g e Q,:il,
por |D folg7 k) € Wi, CW. Asi, fo € g1 - Por lo tanto, se tiene que
(g0, f0) € O x Lok w-

Procedamos a mostrar que 0t(Q xp-1x w) CTky.Seang € Qy f €T 1 -
Para cada k € K, tenemos que g 'k € 07Ky f(g7'k) e W = U, Wy.. Asi,

existe k; tal que f(g~'k) € Wj,. Luego, como g € Qy,, por (3.0.1), tenemos
gf(g k) € Qu.Wi, C U. Por lo tanto, (gf)(k) = gf(g~'k) € U y consecuen-
temente, gf € 'k .

Veamos que o es una accién. Sean g1,¢2 € G, f € C(X,V) y x € X. Para
facilitar la escritura, escribiremos - para denotar a la accion . Tenemos

g1 (g2 f)(x) =g1((g2- f)(g; 'x))
=g1(82/(8; '¢7'x))
=g182- f(x).

Finalizamos la demostracion mostrando que « es lineal. Sean g € G, h, f €
C(X,L)y A € R. Entonces,

g (Af+h)(x) = g(Af+n)(g 'x)
= g(Af(g”'x)+h(g ' (x))
= gAf(g 'x)+gh(g'x)
= Agf(g 'x)+gh(g 'x)
= Ag-f(x)+g-h(x).

Asi, a es una accion lineal y como consecuencia, C(X,V) es un G-espacio lineal.
O

V es G-espacio lineal.

V es G-espacio lineal.

Teorema 3.0.11. Sean G un grupo compacto de Lie, Z un G-espacio metrizable,
A un subconjunto cerrado invariante de Z, y V un G-espacio lineal localmen-
te convexo. Entonces, existen una vecindad X de A en Z y un operador lineal

equivariante
A:C(AV)—=C(Z,V)
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tal que para cada f € C(A,V),

1. A(f) es una extension de f,
2. ImA(f) C Conv(ImfU{0}) y Im(A(f)|x) C Conv(Imf),

3. A es un encaje topoldgico lineal equivariante considerando en C(A,V)
y C(Z,V) la topologia compacto abierta y la accién de la proposicion
anterior.

Demostracion. Supongamos que Z es un G-espacio metrizable y A es un sub-
conjunto cerrado invariante de Z. La compacidad de G garantiza la existencia de
una métrica invariante p que genera la topologia de Z (ver lema [I.7.4)). Defina-
mos U = Z\ A. Consideremos dos casos.

Caso 1. Supongamos que A es un subconjunto abierto de Z, esto es, U es
abierto y cerrado en Z. Dada cualquier funcién f € C(A,V), definamos F : Z —V
de la siguiente manera: F|4 = f y F(z) = 0 para todo z € U. Claramente, F es una
funcién continua ya que su dominio es unién de conjuntos cerrados ajenos y es
continua al restringirla a cada uno de estos. Definamos A : C(A,V) — C(Z,V),
A(f) = F y X = A. Es evidente que A satisface las condiciones 1, 2, y 3 del
teorema.

Caso 2. Supongamos que A no es un subconjunto abierto de Z, esto es, A
tiene al menos un punto frontera.

Dado que A es un conjunto cerrado invariante, U = Z/A es un conjunto
abierto invariante. Luego, por teorema [[.9.11] existe una cubierta G-canénica
{G(Sy) | u € A} de U con respecto de Z. Ahora, para cada indice u € .#,
definamos

Ay={a€A|ha=aparatodohe Hy}.

En virtud de [[20], Proposicion 2.8], tenemos que cada A, es un subconjunto
cerrado de Z.

Sean
My ={p € M |Ay# 0} y My = M\ M.

Veamos que .7 # (0. En efecto, dado que A no es abierto, existe a € A tal que
a es un punto frontera. Por lo tanto, para V, = Z, existe W, una vecindad abierta
de a que satisface (4) de la definicién Dado que a es un punto frontera
y cada G(Sy) es abierto en Z, podemos elegir u € .# tal que W, NgS, # 0.
Asi, por la propiedad 4 de la definicién [[.9.10] existe 7 € G tal que ha € V, y
H, C g 'Gag. Luego, dado que A es invariante, tenemos que g~ 'ha € A. Ahora,
como g 'Gpug = G,-1jq (Ver observacion , tenemos que Hy C Gy-1y, ¥
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esto implica que g~ 'ha € A,. Consecuentemente, {1 € .#; y por lo tanto, .2 #
0.

Definamos

w- Uos v 5= U G5
ue UEA)

De la definicion de B, se sigue que B es un conjunto invariante (posiblemente
vacio). Definamos X = Z/B. Evidentemente, X es un subconjunto cerrado inva-
riante de Z que contiene a A.

Veamos que X es una vecindad de A. Sea a € A. Tenemos que a es un punto
interior o un punto frontera. Supongamos que a un punto interior. Entonces, a €
int(A) C A C X. Ahora, si a es un punto frontera de A, tomemos W, la vecindad
mencionada anteriormente. Afirmamos que W, C X. En efecto, sea x € W,. Si
x € A, es inmediato. Ahora, si x ¢ A, existen g € Gy i € ./ tales que x € gSy,.
Asi, x € gS, NW, # 0y procediendo como arriba, tenemos que i € .#;. Por lo
tanto, x ¢ G(Sy) para cada y € .#5>, en otras palabras, x ¢ B.

Denotemos E = AUW. De la defincion de E, se sigue que X C E y conse-
cuentemente, E es una vecindad de A.

Afirmamos que E es cerrado en Z. En efecto, se tiene que {G(Sy)|u € 4}
es una cubierta localmente finita de U. La union de cualquier subcoleccién de
{G(Sy)| u € M} es cerrado en U. Asi, W es cerrado en U, por lo que existe C
cerrado de Z tal que CNU = CN(Z/A) = W. Una cuenta sencilla muestra que
que AUW =AU(CN(Z\A)) =AUC. Por lo tanto, E es un subconjunto cerrado
invariante de Z.

Por otro lado, la proposicion[[.9.12] garantiza que para cada indice 1, existe
una udnica funcién equivariante g, : G(Su) — G/Hj, tal que si z € gSy;, entonces
g € &u(z). Consideremos la funcién ¢y, : G/H, x Ay — A del teorema
Esta funcién, ¢, asocia a cada par (¢Hy,a) € G/H, x A, el punto ga € A.

Para cada u € .#), seleccionemos un punto x € S y asociémoslo con un
punto a; € Ay que satisfaga la condicion:

p(xu,au) <2p(xu,Ap). (3.0.2)

Con todo lo anterior, estamos en condiciones de construir, a partir de una
funcién continua f : A — V, su extension continua F' : Z — V. Sea f: A — V una
funcién continua.

Para cada 1 € .#1, definamos {,, (x) = f(gu(x)ay), para cada x € G(S,). La
continuidad de {, se sigue de que f y gy son funciones continuas. Ahora, si
W € >, definamos {;, (x) = 0 para cada x € G(S, ), donde 0 € V es el origen de
V' y es un punto G-fijo. La funcién {,, es continua debido a que es una funcion
constante.
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Por otro lado, en virtud del lema existe una particion de la unidad
{@u|u € A} que consiste de funciones invariantes ¢, : U — [0,1], u € .#, que
esta subordinada a la cubierta {G(Sy )|t € .#}. En otras palabras, ¢, L((0,1]) c
G(Su) paracada u € .

Seax € U =Z\ A. Dado que {G(S,)} es una familia localmente finita, x
pertenece solamente a una cantidad finita de elementos de {G(Sy)}, digamos
G(Su,)s - »G(Sy,). Entonces, ¢y (x) = 0 para todo u ¢ {1, -, 4, }. Por lo tan-
to,

Y ou Z Pu; (%) Ep (%)

ueH

esta bien definida para cualquier x € U. Definamos F : Z — V de la siguiente

manera:
f(x), six€A,

F(x) = Y, ou(x)f(gu(x)ay), sixeU.
ueH
De la definicion de F, obtenemos que F|4 = f. Asi, F extiende a f. Por otro
lado, si z € U, tenemos que §(z) = 0 para todo u € . Asi,

Im F C Conv(ImfU{0}).

Notemos que si x € X \ A, existen 1, -+, i indices tales que x € N, G(S,)-
Entonces,

Z O (%) f (g (x)ay,), asi, Im(F|X\A) C Conv(Imf).

Consecuentemente, Im(F|x) C Conv(Imf).

Mostremos que F' es una funcién continua. Procederemos primero a demos-
trar que F es continua en A y luego finalizaremos demostrando que F' es continua
enU.

Sean a € A y O una vecindad arbitraria de F(a) = f(a). Dado que V es un
espacio vectorial topolodgico localmente convexo, podemos suponer sin pérdida
de la generalidad que O es una vecindad convexa de f(a). La continuidad de f
asegura que existe € > 0 tal que f(ANBg(a)) C 0. Como {G(Sy)|u € .# } esuna
cubierta G-canénicade U, paraV, = B% (a), existe una vecindad W, que satisface
la condicion (4) de la definicién[1.9.10] Afirmamos que F(W,) C O. En efecto, si
x € ANW, CANBe(a), tenemos F (x) = f(x) € O. Ahora, si x € U NW,, existen

Ui, My tales que x € N G(Sy,) y @u(x) =0 paratodo p & {py,- - Us}. As,

n
Z (Puz g /Jz a,ui ) :
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Sean u € {f1, -, ln} Y &u € gu(x). Dado que {G(Sy, )| € .4} es una cubierta
G-canénica y x € W, N gy Sy # 0, tenemos que g, Sy C V. Asi, guxy €V, =
Be (a). De lainvarianza de p, se sigue que p (guXy,8udu) = P (Xu,ayu). Entonces,

€
P(au%’uau) < p(a,g”xu) ‘|’P(guxu78uau) < 8+P(xuaau)-

Ahora, como g, S, "W, # 0, la condicién (4) de la definicién|1.9.10} asegura que
existe h € Gtalque hae V,y H, C gﬁlGhagu. Sabemos que Gg—lha = gﬁlGhag“.

Asi, g;lha € Ay. Dado que gyxy, ha €V, = B% (a), por (3.0.2)), tenemos

_ £
P (xusap) < 2p (xu,Ap) <20 (xy, gy ha) = 2p (guxy, ha) < 2(5)-

Ast, p(xy,au) < 2(%). Consecuentemente,

e €
pla,guay) < - +2(3) <e.

6 3
Por lo tanto, gyay € Be(x) NA. Asi, f(guau) € O. Luego, la convexidad de O
asegura que F(x) = Y7L | @u (%) f (g (x)ay;) € O. Mostrando asi la continuidad
de F en A.

Veamos ahora que F es continua en U = Z\ A. Sea x € U. Existe una vecin-
dad T de x tal que T solo interseca a un nimero finito de G(Sy,),---,G(Sy,).
Notemos que paracadat € T, F(t) = Y. | hy, (x), donde hy : U — V esta defi-
nida de la siguiente manera:

_ Pu(x)8u(x), sixe G(Sy),
() = { 0, six¢ G(Su),

paracada u € .
Afirmamos que cada &y es una funcion continua.

Se sigue de la continuidad de ¢, y {, que Ay es continua en G(Sy), por lo
que basta mostrar la continuidad de /1, en U \ G(Sy,).

Sean xop € U \ G(Sy) y P un abierto de V tal que &y (xp) = 0 € P. Dada la
convexidad local de V, podemos suponer sin pérdida de la generalidad que P es
una vecindad convexa de 0. Se sigue de la proposicion[1.9.12] del teoremal[l.9.13]
la continuidad de f y la compacidad de G que la imagen de G(Sy) bajo {,, es una
conjunto acotado de V. Asi, existe € > 0 tal que €{(x) € P para todo x € G(Sy,).
Como ¢y (xp) = 0, existe una vecindad B de xo en U tal que ¢, (x) < € para todo
xeB.

Afirmamos que &, (B) C P. En efecto, si x € B\ G(S,, ), tenemos que A, (x) =
0 € P. Luego, si x € BNG(Sy), tenemos que ¢, (x) < €y £-{(x) € P. Entonces,
Ou(x) (é) < 1. Asi, dado que P es convexo y contiene al 0, si p € P, r- p € P para
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todo r € [0, 1]. Consecuentemente, (é) ~@u(x)e-Cu(x) = @u(x)Cu(x) € P. Porlo
tanto, /2, es una funcién continua en xq para cada L € .# . Asi, la continuidad de
F en xj se sigue de la continuidad de las funciones hy,,--- , hy,.

n

Definamos A : C(A,V) — C(Z,V), asignado a cada f € C(A,V) su extension
F que acabamos de construir. De lo anterior, obtenemos:

flx), six€A,
AAX =Y @u(x)f(Eu®)ay), sixeU.

pueM

Por definicion de A, se sigue directamente que A es una funcion inyectiva.
Procedamos a mostrar que A es un operador lineal.

Sean f,he C(A,V),A€RyzeZ Comoz€cZ, tenemosquez€AozeU.
Supongamos que z € A. Entonces,

AAf+h))(z) = (Af +1)(2)

Abhora, si z € U, obtenemos

AAf+1)) = Y ou(@)(AS+h)(8u(2)ay)

ueH

= Y ou@AS(8u(2)an) +h(gu()ay)]
ueH

= Y ou@AfEuRan)]+ Y, ou(2)h(Eu(2)ay)
e ueH

= A Y ou@f(@u@an)+ Y, ou()h(@u(2)ay)

=4 ned
= A() (@) +AMh)(2).

Asi, A es un operador lineal.

Probemos que A es equivariante. Procederemos en dos casos. Supongamos
quez€Ayg€G. Tenemos que g 'z€ Ayasi, [A(gf)(2)] =gf(z) = gf (g '2).

Por otro lado, [gAf](z) = g(Af) (g 'z) = gf (g 'z). Por lo tanto, [A(gf)(z)] =
[gAf](2).

Ahora, sean z € U y t € G. Por definicion, tenemos que

Z‘Pu (tf)(8gu(z)ay).

ueH
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Ocupando la invarianza de las funciones @, la equivarianza de g, y la linea-
lidad de la accién de G en V, obtenemos

(tA(f)) (=) = tA(f) (')
=i( L 0ul DGl 2)ap))

ueH

= Z t‘Pu(@f(f_l(gy(z)au))

ueH

= Y 0u@if (17 Gul)ay))

ueA

- Z Ou(2)(1f)(8u(z)au)

ueH
= [A(1)](2).

Por lo tanto, A es una funcién equivariante.

Para mostrar la continuidad de A ocuparemos el siguiente lema, en el ocupa-
remos la misma notacién que hemos usado a lo largo de esta prueba. Recordemos
que E =AU (Uye.z G(Su)) es un subconjunto cerrado de Z.

Lema 3.0.12. Para K C E un subconjunto compacto, existe K un subconjunto

compacto de A tal que para cada f € C(A,V), tenemos que A(f(K)) C Conv(f(K)).

Demostracién. Obtendremos a K como la imagen de K bajo u : E — F(A),
una funcién semicontinua superiormente, donde F(A) denota el conjunto de los
subconjunto finitos de A.

Recordemos que una funcién u : E — F(A) es semicontinua superiormente,
si para cada x € E y cualquier vecindad N C A de u(x), existe una vecindad O de
x tal que u(z) C N para todo z € O.

Procedamos a definir u : E — F(A). Si x € A, u(x) = {x}. Ahora, si x €
E\ A, existen una cantidad finita de G(Sy, ), --,G(Sy,) a los cuales pertenece

x. Si consideramos la funcién gy, : G(Sy,) — G/Hy, de la proposicion |1.9.12]y
la funcion G/Hy, x Ay, — A del teorema|(1.9.13] (¢Hy,,x) — gx, tenemos que la
asignacion gy, (x)ay, = gu,ay, estd bien definida. Definamos

u(x) = {guwau, * »8u,au, }-
Es claro que
xeK

Un resultado bien establecido es que la imagen de un conjunto compacto
bajo una funcién semicontinua superiormente es compacta (ver [[9], Proposition
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6.2.11]). Por lo tanto, para concluir la demostracion de este lema, es suficiente
demostrar que u es una funcidén semicontinua superiormente.

Seax € E\A. Dado que {G(Sy) = G(Sy) | i € .4} es una familia de subcon-
juntos de U localmente finita, la union de cualquier subcoleccion de elementos
de {G(Sy) | u € A} es cerradaen U y por consiguiente en E \ A. Sea

C=|J{G(Su)x ¢ G(Sy)}-

Asi, C es un subconjunto cerrado de E \ A. Definamos

D= (E\A)\C.

Por definicion, D es un abierto de E \ A. Como E \ A es abierto en E, obtenemos
que D es abierto en E.

Sea N C A una vecindad abierta de u(x). Dado que G(Sy) es cerrado en Z'y
G/ H, € G-ANE (MG) (ver [23], Corollary 1.6.7]), existe una vecindad invariante
E;/L de G(Su) en Z y una extension equivariante gy : E;/L — G/Hy. Definamos
E,=D ﬂE;L. Entonces, E, es abierto en D'y como D es abierto en E, tenemos
que E; es abierto en E.

Ahora, por la continuidad de g, y de G/Hy x Ay — A, (gHy,a) — ga, existe
una vecindad abierta Oy de x tal que para cada z € Oy, se cumple que g, (z)a, €
N. Definamos (;_; Oy, = O. Asi, O es abierto en D y por lo tanto en E. Luego,
para cada z € O, tenemos que

u(z) C {8 (Dap,++ »8u,(2)ay,} CN.
Por lo tanto, u es semicontinua superiormente en E \ A.

Sean a € A 'y U un abierto que contenga u(a) = {a} C U. Tomamos € > 0 de
manera que Bg(a) NA C U. Dado que {G(Sy)} es una cubierta G-candnica, para
Va=Be (a), existe W, una vecindad que satisface (4) de la definicién|1.9.10

Afirmamos que u(x) C U para cada x € W,. En efecto, si x € W,NA, entonces
U(x) = {x} y asi, u(x) C U. Ahora, sea x € W, N (E \ A). Tenemos que u(x) =

{8 (X)ay, - ,8u, (x)ay, }. Luego, como x € gy, Sy, tenemos que gy, Sy, "W, #
0 y procediendo como arriba, obtenemos

pla,guay) <€ para cada 1<i<n.

Entonces, g,ay; € Be(a) NA C U y dado que gy, (x)ay, = gu,ay,;, tenemos que
8u;(x)ay; € Be(a)NA C U. Por lo tanto, u(x) C U. [

Volviendo a nuestra prueba, dado que A es lineal y C(A,V) es un espacio to-
poldgico vectorial (ver proposicion|l.5.2)), es suficiente probar que A es continua
en la funcién constante 0 de C(A,V).
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Sabemos que I'x s = {@ € A(X,V) | ¢(K) C S} constituye una subbase de
la topologia compacto abierta de C(X,V), donde K C X es compactoy S C V
es abierto. Dado que V es un espacio localmente convexo, V posee una base de
vecindades convexa, mds aun, los conjuntos I'x g, con K C X compactoy S CV
convexo abierto, constituyen una subbase de C(X,V) (ver [15] . XTI, §5]).

Por lo tanto, para verificar la continuidad de A en el origen C(A,V), es sufi-
ciente considerar un subbdsico I'g s del origen A(0) =0en C(Z,V),conK C Z
compacto y S C V convexo abierto.

Sea I'g s un subbdsico de la funcion constante 0, donde K es un conjunto
compacto y S es una vecindad abierta convexa de 0 en V. Estamos buscando
una vecindad M del origen en C(A,V) tal que A(M) C Tk 5. Por el lema[3.0.12]
existe un compacto K C A tal que para cada w € C(A,V), su imagen A(y) = ¥,
satisface la condicién ¥(K) C Conv(y(K)). Entonces, el conjunto

I, = {y € C(A.V) | w(K) 5}

es un subbdsico del origen de C(A,V).

Veamos que A(Flié S) C I'k s. En efecto, si y € F% (> entonces w(K) C S.

Dado que S es un conjunto convexo, inferimos que Conv(l,t/(lz )) C S. Por lo
tanto, ¥(K) C Conv(y(K)) C S, es decir, § € Tk 5. Concluimos que A% ) C
I'k 5. Por consiguiente, A : C(A,V) — C(X,V) es un operador continuo.

Para finalizar, mostremos que la funcién A es un encaje. En primer lugar,
dado que A : C(A,V) — ImA es una funcion biyectiva, basta con probar que
ks ={y € C(A,V) | y(K) C S} es abierto en Im (A). Esto es evidente dado
que I'y ¢ =T sNIm (A),y T’k s es abierto en C(Z,V). O

Observemos que si G es un grupo trivial, el teorema anterior se reduce a los
resultados obtenidos por E. Michael y J. Dugundji, ya que en este caso, B =0,
lo que implica que X = Z. Por lo tanto, lo anterior generaliza los resultados
mencionados.

Por otro lado, es importante destacar que el operador A : C(A,V) — C(Z,V)
estd definido para todas las funciones continuas de A en Z. El siguiente corola-
rio se enfoca en analizar los subespacios de funciones equivariantes E(A,V) y
E(Z,V)de C(A,V)y C(Z,V) respectivamente.

Corolario 3.0.13. Sean G un grupo compacto de Lie, Z un G-espacio metri-
zable, A un subconjunto invariante de Z y V un G-espacio lineal localmente
convexo. Entonces, existen X una vecindad de A en Z y un operador lineal (no
equivariante)

L:E(A,V)—E(Z,V)

tal que para cada f € E(A,V)
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1. L(f) es una extension de f,

2. Im(L(f)) € (ImfU{0}) y Im(L(f)|x) C Conv(Imf),

3. L es un encaje lineal topologico.

Demostracion. Sean Z, V, A como en las hipétesis y f € C(A,V) una funcién
equivariante. Para cada g € Gy x € A, se tiene que

flex) =gf(x) =g ' flgx) = f(x) = (g7 f)(x) = f(x)
g 'f="r

Por lo tanto, f es equivariante si, y solo si, f es un punto G-fijo de C(A,V)
(bajo la acci6n de la proposicién [3.0.10). Luego, si A : C(A,V) — C(Z,V) es
el encaje lineal topoldgico del teorema [3.0.11} tenemos que A(f) es un punto
G-fijo de C(Z,V). Asi, ocupando el argumento anterior, tenemos que A(f) es
una funcién equivariante. Por lo tanto, si restringimos A : C(A,V) — C(Z,V) al
conjunto E(A,V) el operador L esta bien definido y satisface (1), (2) y (3) del
teorema [3.0.11] O

Corolario 3.0.14. Sean G, Z, Ay V como en el teorema|3.0.11} Entonces, existe
una retraccion r : C(Z,V) — Im(A).

Demostracion. Consideremos A : C(A,V) — C(Z,V) el operador lineal equi-
variante del teorema|3.0.11| Definamos R: C(Z,V) — C(A,V), R(f) = f|a. Cla-
ramente, R es una funcién equivariante.

Mostremos que r = AoR : C(Z,V) — Im(A) es una retraccién equivarian-
te de Im(A). En efecto, composicion de funciones equivariantes es equivarian-
te, por lo que solo resta probar que r deja fijo cualquier punto A(f) € Im(A).
Sea f € C(A,V). Dado que Ro A es la funcién identidad en C(A, V), obtenemos

r(A(f)) = Ao R(A(S)) = A(S)- N
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Epilogo

1. Grupos de transformaciones

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Grupos topoldgicos

En la primera seccién de este capitulo, se definieron los conceptos
de grupo topoldgico y grupo de Lie. Ademas, se presentaron ejem-
plos relevantes, como el grupo general lineal y el grupo ortogonal,
asi como los espacios vectoriales topologicos. También se citaron las
fuentes donde se pueden consultar los resultados sobre grupos to-
poldgicos que fueron utilizados en esta tesis.

G-espacios

En esta seccion, se introdujeron los conceptos de G-espacio, satura-
cion, estabilizador e invariancia, los cuales son fundamentales para
comprender las acciones de grupos. Ademads, se destaco la importan-
cia de la compacidad del grupo en ciertos resultados, y se definieron

las nociones de funciones G-equivariantes y G-invariantes, que fue-
ron esenciales en esta tesis.

Espacio de orbitas

En esta seccion se exploraron aspectos fundamentales de los espacios
de orbitas. Se comenzé demostrando que el espacio de Orbitas no
siempre conserva los axiomas de separacion del espacio original X.
Ademads, se defini6 el concepto de métrica invariante, el cual resultd
crucial para establecer las condiciones bajo las cuales el espacio de
orbitas es un espacio metrizable.

Acciones de grupos compactos

En esta seccidon, se demostré que la accion de un grupo compacto
en un espacio Hausdorff es perfecta, un resultado clave que sustenta
numerosas pruebas a lo largo de esta tesis.

Acciones lineales

En esta seccidn, se establecieron las condiciones bajo las cuales los
espacios de funciones son espacios vectoriales topoldgicos. Ademas,

103
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se presentaron las acciones en los espacios de funciones que fueron
utilizadas a lo largo de esta tesis.

1.6 Encajes en G-espacios lineales

En esta seccidn se extendio el teorema de Kuratowski-Wojdystawski
al contexto de las acciones de grupos topoldgicos en espacios de fun-
ciones. Se definieron las funciones G-uniformes y se construyeron
G-espacios lineales de Banach a partir de estos espacios de funcio-
nes G-uniformes. Adicionalmente, se introdujo el concepto de en-
caje equivariante inducido por funciones inyectivas y cerradas, y se
demostraron propiedades que fueron de utilidad en las secciones pos-
teriores.

1.7 Integral de Haar

La importancia de esta seccion radico en la introduccion de la integral
de Haar en espacios de funciones continuas sobre grupos compactos.
Se comenz6 mostrando su similitud con la integral de Riemann y se
exploré como esta integral puede utilizarse para construir funciones
invariantes. Ademas, se demostro que cualquier G-espacio metriza-
ble admite una métrica invariante si G es un grupo compacto.

1.8 Integral de Haar*

En esta seccion se presentd una generalizacion de la integral de Haar
introducida en la seccidn anterior, la cual se empled para caracterizar
los extensores absolutos dentro de la clase de espacios paracompac-
tos.

1.9 Rebanadas

En esta seccion se definieron las nociones de H-rebanada y de cubier-
ta G-candnica y se mostro la existencia de las cubiertas G-canOnicas.

2. Teoremas de extension equivariante

Este capitulo surgi6 a partir de la siguiente cuestion: dado un ANE metri-
zable X, ;qué condiciones adicionales se requieren para que X sea tam-
bién un ANE en cada una de las siguientes clases de espacios: espacios
paracompactos, espacios normales, espacios perfectamente normales y es-
pacios completamente regulares?

En la clase de espacios topoldgicos, esta pregunta tiene una respuesta bien
conocida. En este capitulo, se desarroll6 su andlogo en la Teoria de Grupos
de Transformaciones.

Para ello, se introdujeron las nociones de G-extensor absoluto y G-retracto
absoluto equivariante, demostrando que estos conceptos son equivalentes
en ciertas clases de G-espacios.

Asimismo, se presenté el Teorema de Lisitsa, para lo cual se defini6 el con-
cepto de “erizo equivariante” y su construccion en la clase de G-espacios.
Se demostré que los G-espacios metrizables que son extensores dentro de
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la clase de G-espacios metrizables también lo son en la clase de G-espacios
p-paracompactos. Como conclusion, se obtuvo que la clase de G-espacios
metrizables que son extensores para la clase de G-espacios metrizables
coincide con la clase de G-espacios metrizables que son extensores de la
clase de G-espacios p-paracompactos.

. Operadores de extension simultdnea

En este capitulo se revisaron los resultados conocidos de Michael y Du-
gundji, y se explicé por qué estos resultados no pueden extenderse a la
clase de G-espacios. Ademads, se presentaron teoremas alternativos que
abordan estos resultados dentro de la clase de G-espacios.
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