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Introduccion

Un espacio topoldgico no vacio es llamado continuo si es métrico, compacto
y conexo. Dado un continuo X, podemos definir sus hiperespacios 2%, C,(X) y
Fn(X) como los espacios no vacios cuyos elementos son subconjuntos compactos
de X, subconjuntos compactos de X con a lo mas n componentes y subconjuntos
de X con a lo mas n puntos, respectivamente. La Teoria de los Hiperespacios
tiene ya mas de 100 anos de existir y su estudio ha resultado ser relevante para
la Topologia General. Dentro del estudio de los hiperespacios, los cocientes de un
hiperespacio con respecto a otro que esté contenido en él, han sido de interés en los
ultimos anos. El primero en estudiar este tipo de espacios fue Sam B. Nadler, Jr.,
quien, motivado por presentar una familia de continuos tipo disco con la propiedad
del punto fijo, en 1979, en su articulo A fixed point theorem for hyperspace sus-
pensions [44], define al hiperespacio suspension de un continuo X como el espacio
cociente C;(X)/Fi(X), denotado como HS(X). En 2004, Rail Escobedo, Maria
de Jesus Lépez y Sergio Macias, en On the Hyperspace Suspension of a Conti-
nuum [23], obtuvieron propiedades importantes de ese espacio. También en 2004,
en el articulo: On the n-fold hyperspace suspension of continua [39], Sergio Macias
define al n-ésimo hiperespacio suspension de un continuo X como el espacio co-
ciente C,(X)/F,(X), denotado como HS,,(X). Luego, Juan Carlos Macias, en el
articulo del 2008 On the n-fold pseudo-hyperspace suspensions of continua [38],
nombra al espacio cociente C,(X)/Fi(X) como el n-ésimo pseudohiperespacio
suspension del continuo X y lo denota como PHS,, (X). Mas recientemente, en
2017, Javier Camargo y Sergio Macias, estudian los espacios cocientes de la forma
Cn(X)/C1(X), los cuales son denotados por C{"(X) y presentan propiedades impor-
tantes de ellos en Quotients of n-fold Hyperspaces [11]. Ademads, en 2022, Sergio
Macias y Ulises Morales-Fuentes, demuestran que las gréaficas finitas tienen hiper-
espacio C"(X) tnico [41]. Por otra parte, en 2018, José G. Anaya, David Maya y
Francisco Vazquez-Judrez definen al espacio C,(X)/Fn(X) y lo nombran (n,m)-
ésimo hiperspacio suspension de un continuo X, denotado como HS! (X), en el
articulo The hyperspace HS, (X)) for a finite graph X is unique [1]. En esta tesis
estudiaremos un tipo particular de cociente, al cual llamaremos n-suspension del
hiperespacio de un continuo X, nombre que corresponderd al espacio 2% /C,(X) y
al que denotaremos como 2:\ .

La principal motivacion de esta tesis es obtener algunas de las propiedades que



cumple el espacio 2X. Para este fin estudiamos algunas propiedades que satisfacen
los espacios C7(X), HS(X), HS,(X), PHS,(X) y HS,, (X) tratando de encon-
trar su andlogo en 2X. si es que existe. Parte del trabajo que presentamos estd
basado en los resultados obtenidos en [29], el cual fue el resultado de las primeras
investigaciones realizadas durante el doctorado. Ademés de los obtenidos en el
articulo, hemos agregado otros resultados y definiciones que no se encuentran en
dicho trabajo.

La tesis esta dividida en 3 capitulos. En el primero encontraremos las de-
finiciones, conceptos basicos y ejemplos necesarios para entender este trabajo.
En el segundo capitulo introduciremos la definicion de continuo con la propiedad
(nD), daremos una condicién suficiente para que un continuo cumpla con esta
propiedad y la relacionaremos con la existencia de arcocomponentes con interior
no vacio del espacio 2% \ C,(X). También, en el capitulo 2, definiremos formal-
mente a la n-suspensién del hiperespacio de un continuo dado X, denotado 2:X.
Ademas, veremos que este tipo de espacios son continuos, definiremos una métri-
ca explicita para ellos y daremos los primeros resultados relacionados con estos
nuevos espacios; por ejemplo, veremos que la dimension de la n-suspensién del
hiperespacio de un continuo es infinita (Teorema 2.2.8) o que 2;¥ es homeomorfo
al cubo de Hilbert si y sélo si X es localmente conexo (Teorema 5.6). El tercer
capitulo esta dedicado al estudio de funciones inducidas entre n-suspensiones de
hiperespacios dada una funcién entre dos continuos. Estudiaremos diversos tipos
de funciones y daremos resultados relacionados con sus funciones inducidas y las
propiedades que preservan dadas las funciones originales. Algunas propiedades
esperadas que podremos ver que se preservan son inyectividad, suprayectividad y
ser un homeomorfismo, ademas de otro tipo de funciones como son: casi monéto-
nas, libremente descomponibles, mondétonas, OM, casi interiores o fuertemente
libremente descomponibles.



Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo, daremos las herramientas basicas, notacion y definiciones que
nos ayudaran a entender el presente trabajo. También se encontrar an ejemplos
de diferentes conceptos que son definidos y que seran utilizados a lo largo de la
tesis.

1.1. Definiciones y ejemplos

Notacion 1.1.1. Dados un espacio topolégico X y un subconjunto A de éste,
denotaremos a la cerradura de A en X, frontera de A en X e interior de A en X
como Clx(A), Frx(A)y Intx(A), respectivamente. No escribiremos el subindice
cuando no haya confusién.

Notacion 1.1.2. Sea X un espacio métrico con métrica d. Denotaremos a la
distancia entre dos puntos z y y de X como dx(z,y). Si A C X ye > 0
entonces denotamos a la bola abierta en X con centro en A y radio € como
VA(A) = {z € Xl|dx(z,y) < ¢, paraalgunay € A}, si A = {x}, para algiin
x € X, entonces escribiremos V(). Cuando no haya confusién con la métrica,
escribiremos simplemente V.(x) y V.(A).

Definicién 1.1.3. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto no vacio de
X. Definimos el didmetro de A como didm(A) = sup{dx(x,y)|z,y € A}.

Definicién 1.1.4. Sean X un espacio y z € X. Diremos que X es localmente
conexo en x si existe una base local de abiertos conexos alrededor de x. Diremos
que X es localmente conexo si es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Definicién 1.1.5. Llamaremos continuo a un espacio no vacio, métrico, compacto
y conexo.

Definicién 1.1.6. Sean X un continuo y p un punto de X. Definimos la com-
posante de p en X como la union de todos los subcontinuos propios de X que
contienen a p.
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Lema 1.1.7. Sean X un continuo, v € X y K, la composante de x en X. En-
tonces K, es densa en X.

Demostracion. Sean U un abierto propio y no vacio de X y z un punto de X.
Si z € U, no hay nada qué probar. Supongamos que x € X \ U. Tomemos
2’ € U. Como X es métrico, es normal y, por lo tanto, existe un abierto V' de
X tal que 2’ € V C Clx (V) C U, Clx(V). Sea C, la componente de X \ V' que
contiene a x. Notemos que C, es un subcontinuo propio de X que tiene a z. Por
lo tanto, C,, C K,. Por otro lado, por [46, Theorem 5.6], C,, N Frx (V) # 0. Asi,
0#£C.NFrx(V)CcC,NClx(V)C K,NU. Luego K, es densa en X.

Q.E.D.

Definicién 1.1.8. Sean X un continuo y x € X. Diremos que X es conezo
en pequeno en x si, para cualquier cerrado F' C X tal que z ¢ F, existe un

subcontinuo W de X tal que x € Intx(W) C W C (X \ F).

Observacion 1.1.9. El Ejemplo 1.1.89 presenta un espacio que es conexo en
pequeno en un punto pero no es localmente conexo en dicho punto (Lema 1.1.90).

Definicién 1.1.10. Sea X un espacio. Una trayectoria entre dos puntos 'y y
de X es una funcién continua a : [0,1] — X tal que a(0) = z y a(l) = y.
Si, ademas, « es inyectiva, diremos que « es un arco. En algunas ocasiones, para
simplificar, identificaremos a un arco con su imagen. A las imégenes del 0 y del 1
bajo «, les llamaremos los puntos extremos de «

Definicién 1.1.11. Sea X un continuo. Un subespacio A de X es conexo por
trayectorias (arcoconero) si para cualesquiera dos puntos x y y en A existe una
trayectoria (arco) entre x y y, cuya imagen esté contenida en A. Si ningtin sub-
conjunto de X que contenga propiamente a un subconjunto arcoconexo A C X
es arcoconexo, entonces diremos que A es una arcocomponente de X.

Definicién 1.1.12. Un continuo X es uniformemente conexo por trayectorias si
existe una familia P = {p : [0,1] — X|p es continua} de trayectorias en X tal
que, para cualesquiera dos puntos x y y en X, existe una trayectoria en P de x a
Yy, para todo € > 0, existe un entero positivo n. tal que, para cada trayectoria
p de P, existen elementos tg = 0,...,t,., t,.o1 = 1 de [0,1] que cumplen que
didm(p([ti, ti41])) < € para toda i € {0,...,n.}.

Observacion 1.1.13. Se sabe que ser uniformemente conexo por trayectorias es
equivalente a ser una imagen continua del cono sobre el conjunto de Cantor [34,
Theorem 3.5].

Definicién 1.1.14. Un continuo sera llamado una grdfica si puede ser escrito
como la unién de una cantidad finita de arcos de tal manera que, para cualesquiera
dos de ellos, su interseccion es vacia o se intersectan en uno o dos de sus puntos
extremos.
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Figura 1.1. Ejemplos de grificas (a la izquierda un drbol).

Definicién 1.1.15. Un drbol es una grafica que no posee curvas cerradas simples.

Definicién 1.1.16. Un subconjunto cerrado A de un continuo X sera llamado
un retracto si existe una funcién continua r : X — A tal que 7|4 es la identidad
en A. A la funcién r se le llamara una retraccion.

Definicién 1.1.17. Un continuo X es un retracto absoluto (retracto de vecindad
absoluto) si para cada espacio métrico Z, cada subconjunto cerrado y no vacio A
de Z y cualquier funcién continua f: A — X, f puede ser extendida a todo el
espacio Z (puede ser extendida a una vecindad de A en Z, que depende de f).

Observacion 1.1.18. Lo que se describié en la Definicion 1.1.17 es, originalmente,
la definicién que se da para espacios que sean extensores absolutos (extensores
de vecindad absolutos, respectivamente). No obstante, en [42, Theorem 1.5.2], se
demuestra su equivalencia con los retractos absolutos.

Lema 1.1.19. Sea {C),}en una sucesion de retractos absolutos. Entonces [ Ch,
neN
con la topologia producto, es un retracto absoluto.

Demostracion. Sean {C),},en una familia de retractos absolutos, Z un espacio

métrico, A un cerradoen Zy f: A — [][ C, una funcién continua. Para cada
neN
m € N, sea 7, la proyeccién de [[ C,, en C,,. Asi, 7, o f es una funcién continua
neN
de A en C,, (notemos que f(a) = ((m, o f)(a))nen). Para cada m € N, como
C,, es un retracto absoluto, existe una funcién continua f,, : Z — C,, tal que
fmla = mmo f. Sea F : Z — ][ C, dada por F(z) = (fu(2))nen. Para toda
neN
m € N, m,, o F = f,, la cual es continua. Asi, por [49, Theorem 8.8], F' es

continua. Ademés, si a € A, F(a) = ((fu)(a))nen = ((mn 0 f)(a))nen = f(a). Por

tanto [[ C, es un retracto absoluto.
neN

Q.E.D.
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Para el siguiente ejemplo recordaremos un Teorema clasico de Topologia [35,
Tietze extension theorem, pag. 127].

Teorema 1.1.20 (Teorema de extensién de Tietze). Un espacio X es normal
sty solo si para todo subconjunto cerrado B de X y para cada funcion continua
f: B — R, existe una funcion continua f*: X — R tal que f*|p = f. Ademds,
si la imagen de f es un intervalo, entonces la imagen de f* también es el mismo
intervalo.

Definicién 1.1.21. Consideremos el espacio [] [0, 1],,, donde [0, 1],, = [0, 1], para

n=1
cada nimero entero positivo n. Este espacio, con la topologia producto, es cono-

cido como Cubo de Hilbert y es denotado como Q. Como Q es un producto de
espacios conexos y localmente conexos, se tiene que Q es un continuo localmente
conexo [49, Theorem 27.13].

Ejemplo 1.1.22. Se sigue del Teorema 1.1.20 que cualquier intervalo es un re-

tracto absoluto y, por el Lema 1.1.19, si I es un intervalo en R, entonces [] I,
neN
donde I,, = I, es un retracto absoluto. Asi, el cubo de Hilbert Q es un retracto

absoluto.

Ejemplo 1.1.23. Sean n € Ny S" = {z € R"™| || z ||= 1}. Entonces S™ es un
retracto de vecindad absoluto [42, Corollary 1.5.6]. En particular, la curva cerrada
simple, S* es un retracto de vecindad absoluto.

Definicién 1.1.24. Sea {zq, ..., z,} un conjunto de r 4+ 1 puntos en R™. Diremos
que estos puntos son afinmente independientes si el conjunto {z1 —xg...,x, — 2o}
es un conjunto linealmente independiente.

Definicién 1.1.25. Sea {xg,...,z,} un conjunto afinmente independiente en
R™. Definimos al r-simplejo geométrico generado por {zy, ..., x,} y denotado por
[zg, ..., 2] como el siguiente subconjunto de R™:

(g, ...,z = {Zfﬂﬂ para cada j € {0,...,7},& € [0,1] y Zgj = 1}.
=0

§=0
Cada s-simplejo generado por s+ 1 puntos de {z, ...,z } serd llamado s-cara de
[0, ..., Zy].

Observacion 1.1.26. Se sabe que un 0-simplejo es un punto, un 1-simplejo es un
segmento de recta, un 2-simplejo es un triangulo y un 3-simplejo es un tetraedro.

Definicién 1.1.27. Un complejo geométrico K es una coleccién finita de simplejos
en R™ que cumplen:

(1) cada cara de un simplejo en K, también pertenece a K y
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Figura 1.2. Ejemplo de un poliedro en R? visto desde dos dngulos distintos.

(2) lainterseccién de cualesquiera dos simplejos en K es vacia o una cara de ambos
simplejos.

En este contexto, un poliedro en R™ es la union de los simplejos de un complejo
geométrico.

Ejemplo 1.1.28. Por [42, Theorem 3.6.11], todo poliedro es un retracto de ve-
cindad absoluto.

A continuaciéon presentaremos una técnica para construir continuos nuevos
usando familias a lo mas numerables de continuos.

Definicién 1.1.29. Una sucesidn inversa es una doble sucesion {X,, f*},cn
donde, para toda n € N, X, es un continuo y f**!: X,y — X,, es una funcién
continua. A los espacios X, se les llamaré espacios factor y las funciones f7!
seran llamadas funciones de ligadura. Llamaremos limite inverso al subespacio del

producto topoldégico [] X, denotado por X, o por im{X,,, f"*!},cn, v definido
neN —

Xo = {(xn);?l e [[x.

neN

COImo.

N (2p41) = 2, para toda n € N} )

Si m < n, definimos f7 = f™lo...0 f" | v f" =1y, , donde 1y, es la funcién
identidad en X,,.

Definicién 1.1.30. Sea {X,,, f"'},cy una sucesién inversa de continuos. Como

X es un subespacio de [] X, si consideramos las funciones proyeccién m,, :
neN

[T X — X, las restricciones de estas funciones al limite inverso, f, = m,|x..

neN

(también llamadas funciones proyeccién) son funciones continuas. Por c6mo estan

definidas las funciones f,,, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:
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i.e., fg—i_l (¢] fn+1 = fn

A continuacién, vamos a dar una base para la topologia de X .

Lema 1.1.31. [40, Proposition 2.1.9] Sea {X,,, f" ' },en una sucesién inversa
de continuos con limite inverso X.. Definimos, para cada n € N, al conjunto

B, = {f,1(U,)|U, es un subconjunto abierto de X, }. Si B = |J B,, entonces B
n=1
es una base para la topologia de X .

Demostracion. De nuevo, recordemos que X, es un subespacio de [[ X,,. Asi que
neN
las preimagenes de abiertos bajo las funciones proyeccién de [] X, forman una
neN

k

subbase para [] X, un abierto basico de X, se debe ver de la forma () f, ' (Uy,),
neN j=1

donde U, es un subconjunto abierto de X,,,. Sin perder generalidad, supongamos

k
que ng = max{ni,...,ng}. Sea U = (fgf)_l(Unj). Se tiene que U es un abierto
j=1

de X, y tenemos:

Fon U) = fr,! (ﬂ( ﬁf)l(Unj)> = (\(frro fu ) (Us) = ﬂf;f(Unj)-

J=1 Jj=1

Lo que completa la prueba.

Q.E.D.

Observaciéon 1.1.32. Se sabe que si X, es el limite inverso de la sucesién inversa
de continuos {X,,, f"™},cn, entonces X, es un continuo [40, Proposition 2.1.8].

Definicién 1.1.33. Un continuo X es unicoherente si cada vez que se escriba
como la unién de dos de sus subcontinuos, la interseccién de éstos es conexa. Di-
remos que un continuo es hereditariamente unicoherente si todos su subcontinuos
son unicoherentes.

Ejemplo 1.1.34. Notemos que el circulo unitario, al poder ser escrito como unién
de dos arcos que se intersectan en sus extremos, no es un continuo unicoherente.
Por otro lado, el intervalo [0, 1] si es unicoherente, pues todos sus subcontinuos
son intervalos o puntos y la interseccién de éstos es vacia o conexa. Ademds,
por la misma razén de que sus subcontinuos son intervalos o puntos, [0, 1] es
hereditariamente unicoherente.
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El siguiente es un ejemplo de un continuo que es unicoherente pero no heredi-
tariamente unicoherente.

Ejemplo 1.1.35. Sea A el siguiente subconjunto de R?, definido en coordena-
das polares y donde e* denota la funcién exponencial en los reales: A = {(1 +
e’ 0)|0 > 0}. Si St denota el circulo unitario, entonces S = {(1,0)|6 > 0}.
Asi Clg2(A) = AU S'. Como A es conexo, X = Clgz2(A) es un continuo (ver
Figura 1.3). Para ver que este espacio es unicoherente primero probaremos que si
B C X es un continuo tal que BNS! # (0 # BN A, S' C B. Seay € BN A.
Entonces existe a > 0 tal que y = (1 + e % a). Sea f > a y supongamos que
B>1yy =(1+eP B) ¢ B. Definamos By = BN{(1+e?,0)1 <0< B}y
By =BN{(1+e7%0)|3 < 0}USY). Es claro que B = B, U By, méas atin, By y By
son abiertos ajenos y, como y € By y ) # BNS* C By, ambos son no vacios. Pero
esto contradice la conexidad de B. Asi, para toda 8 > a, (1+e7?,3) € By, como
B es continuo, S' C B. Ahora veremos la unicoherencia de X. Sin perder genera-
lidad, supongamos que existen dos subcontinuos propios y no degenerados de X,
O, v Oy tales que X = C;UCs,. Notemos que si, ni C; ni Cy contienen a S*, enton-
ces alguno debe contener un punto de S! y un punto de A, lo que significaria que
contiene a S!, llegando a una contradiccién. Asi, sin perder generalidad S* C B;.
Si AN B; = 0, entonces A C Bs, pero como By es cerrado, By = X, lo cual no
puede pasar. Asi, By N A # (). Entonces By C A, al ser un conexo cerrado y no
degenerado contenido en un rayo, debe ser un arco. Entonces B; N By es un punto
o un arco, por lo que es conexo y X es unicoherente. Finalmente, como S' C X y
S' no es unicoherente (Ejemplo 1.1.34), X no es hereditariamente unicoherente.

Definicién 1.1.36. Sea f : X — Y una funcién continua entre los continuos
XyY.Sig: X — Y esuna funcién continua, diremos que f es homotopica a
g si existe una funcién continua H : X x [0,1] — Y tal que H((x,0)) = f(x)
y H((x,1)) = g(x), para toda x € X; la funciéon H serd llamada una homotopia
entre f y g. Diremos que un continuo es contraible si la funcién identidad es
homotépica a alguna funcién constante.

Lema 1.1.37. Todo retracto absoluto es contraible.

Demostracion. Sea X un retracto absoluto. Consideremos el espacio X x [0, 1],
el cual es un retracto absoluto por el Lema 1.1.19 y el Teorema 1.1.20, y A =
(X x {0}) U (X x {1}), el cual es cerrado en X x [0,1]. Sea zy € X y definamos
h: A — X de lasiguiente manera: si x € X, entonces h((z,0)) =z y h((z,1)) =
xo. Tenemos que h es continua y, como X es retracto absoluto, existe una funcién
H: X x[0,1] — X tal que H|4 = h. De esta manera H: X x [0,1] — X es
una funcién continua que cumple que H((z,0)) =z y H((x,1)) = x¢, para toda
x € X. Asi, H es una homotopia entre la identidad en X y una funcién constante
en X.

Q.E.D.
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Figura 1.3. Continuo X definido en el Ejemplo 1.1.35 (X = Clg2({(1+e7%,0)|0 >
0} ={(1+e%0)0>0}uSst).

Definicién 1.1.38. Un continuo X sera llamado libremente contraible si existen
un punto p de X y una homotopia R : X x [0,1] — X tales que, para toda
r e X:

(1) R((z,0)) =p,

(2) R((z,1)) ==y

(3) R((R((z,s)),t)) = R((z,min{s,t})), para cualesquiera sy t en [0, 1].

Observacion 1.1.39. Mas adelante (Observacion 1.1.85) daremos una caracteri-
zacion para los continuos libremente contraibles que nos ayudara a ver ejemplos
de ellos.

Definicién 1.1.40. Sea X un continuo. Una funcién continua f : X — X
tiene un punto fijo si existe x € X tal que f(z) = z. Un continuo X satisface la
propiedad del punto fijo si toda funcién continua f : X — X tiene un punto fijo.

Lema 1.1.41. Sean X un continuo y f : X — X wuna funcion continua tales
que para toda € > 0, existe x € X tal que dx(z, f(x)) < &, entonces f tiene punto

figo.

Demostracion. Para probar el lema, vamos a suponer que f no posee puntos fijos.
Por hipétesis, para cada n € N, existe z,, tal que dx(zn, f(z,)) < % Como X es
compacto, podemos suponer, sin perder generalidad, que {z,},en converge a un
punto z. Como f es continua { f(z,) }nen converge a f(z) y, al no tener puntos fijos
[, existe e > 0 tal que dx (z, f(z)) > e. Seam € Ntal que = < £, dx (2, ) < Sy
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dx(f(xm), f(z)) < §. De esta manera dx (z, f(2)) < dx (2, Tm) +dx (Tm, f(2m)) +
dx(f(zm), f(x) = S+ =+ < £+ £+£ = ¢, lo que es una contradiccién. Luego,
f tiene un punto fijo.

Q.E.D.

El siguiente lema fue obtenido de [36, Lemma 13, pag. 343].

Lema 1.1.42. Sea X un continuo. Supongamos que, para cada € > 0, existen un
subcontinuo X., con la propiedad del punto fijo, y una funcion continua f.: X —
X. tal que d(x, f-(z)) < €, para toda x € X. Entonces X tiene la propiedad del

punto fijo.

Demostracion. Supondremos que X no tiene la propiedad del punto fijo. En este
caso, existe una funcién f : X — X sin puntos fijos. Entonces, para toda
r € X, dx(z, f(z)) > 0. De esta manera, existe ¢ > 0 tal que, para toda z € X,
dx(z, f(z)) > € pues, de lo contrario, f tendrfa un punto fijo (Lema 1.1.41), lo
cual seria una contradiccion.

Para ¢ > 0 obtenida, por hipdtesis, existen un subcontinuo X., con la propie-
dad del punto fijo, y f. : X — X tal que, para toda z € X, dx(f-(z),x) < e.
De esta manera, si definimos h = f. o f y consideramos hly. : X. — X,
tenemos que existe z € X. tal que h(z) = f.(f(z)) = z. Asi, tenemos que
dx(f(z),2) = dx(f(z),h(x)) = dx(f(2), [(f(x))) < &, pero dx(f(z),2) = €,

lo cual es un absurdo, por lo que el lema debe de ser cierto.
Q.E.D.

Definicién 1.1.43. Diremos que una funciéon continua y suprayectiva entre con-
tinuos f: X — Y es mondtona si para todo y € Y, f~(y) es conexo.

Teorema 1.1.44. Sean X yY dos continuos y f : X — Y una funcion continua
y suprayectiva. Entonces f es mondtona si y solo si para cada subconjunto conexo
y no vacio C' de Y, se tiene que f~1(C) es un subconjunto conezxo de X.

Demostracion. Es claro que si para todo subconjunto conexo y no vacio C' de Y,
f7H(C) es conexo, entonces f es mondtona.

Supongamos que f es monotona. Sea C' un subconjunto conexo y no vacio de
Y y supongamos que f~(C) no es conexo. Entonces existen dos subconjuntos no
vacfos Ay B de X tales que f~1(C)=AUBy Clx(A)NB=0=AnNClx(B).
Para cada y € C tal que f~'(y) N A # 0, se tiene que f~!(y) C A, pues f~'(y)
es conexo. De manera andloga, si f~'(y) N B # () entonces f~!(y) C B. Sean
M={yelC|fy) c A}y N={y e C|f(y) C B}. Tenemos que C = NUM.
Ahora, como C' es conexo, existe y € Cly(M)N N. Como y € N, f~(y) C By,
como y € Cly (M), existe una sucesion {y,, }men C M convergente a y. Para cada
m € N, sea T, € [~ (ym). Como X es compacto, podemos suponer, sin perder
generalidad, que {z,,}men converge a un punto z € X. Como {z;,}men C A,
z € Clx(A). Usando que f es continua, tenemos que f(z) = y. De lo anterior
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Figura 1.4. Espacio X definido en el Ejemplo 1.1.46 (la curva del topdlogo).

tenemos que x € BNClx(A), pero Ay B son tales que Clx(A)NB = (), lo cual es
una contradiccién, A y B fueron elegidos asi gracias a que supusimos que f~(C)
era disconexo. Por tanto, f~(C) es conexo.

Q.E.D.

Definicién 1.1.45. Un subcontinuo 7" de un continuo X se dice que es terminal

si para cualquier otro subcontinuo Y de X que intersecte a T sucede que Y C T,
o bien, T'C Y.

El espacio que definimos a continuacion es uno de los mas conocidos de la
topologia y nos sera de utilidad para dar un ejemplo de subcontinuo terminal y
también serd de utilidad para ilustrar otros ejemplos mas adelante.

Ejemplo 1.1.46. El siguiente subespacio de R? es conocido como la curva del
topdlogo y esté definido como sigue (ver Figura 1.4):
(0]}
ze0,—|,.
T

X = ({0} x [~1,1]) U {(w,sen (é)) € R?

Ejemplo 1.1.47. Si en el Ejemplo 1.1.46 consideramos el subcontinuo Z = {0} x
[—1,1] en X, entonces Z es un subcontinuo terminal de X.

Ejemplo 1.1.48. Sea X el espacio definido en el Ejemplo 1.1.35. Entonces S* es
un subcontinuo terminal en X.

Definicién 1.1.49. Sean X y Y espacios métricos, con métricas dx y dy, respec-
tivamente. Una funcién continua f : X — Y es una isometria si dx(z',2") =
dy (f(z"), f(2")), para cualesquiera 2’ y " en X.

Definicién 1.1.50. Sea {X,,, [}y una sucesién inversa de arcos con fun-
ciones de ligadura suprayectivas. Entonces, al limite inverso de {X,,, f"™},cx le
llamaremos un continuo tipo arco.
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La siguientes definiciones nos ayudaran para poder dar ejemplos de continuos
tipo arco.

Definicién 1.1.51. Sea X un continuo. Una cadena en X es una coleccién finita
de abiertos D = {Dy,...,D,} tales que D;ND; # (@ siysélosi|i—j|<1. Alos
elementos de D les llamaremos eslabones. Si los eslabones de la cadena D tienen
didmetro menor que € > 0, entonces a D le llamaremos e-cadena.

Definicién 1.1.52. Un continuo X sera llamado encadenable si, para cada € > 0,

existe una e-cadena D = {Dy,..., D, } tal que X C |J D;.
i=1

Observacién 1.1.53. Se sabe que un continuo es encadenable si y sélo si es tipo
arco [40, Theorem 2.4.22].

Ejemplo 1.1.54. No es dificil ver que la curva del topdlogo (Ejemplo 1.1.46) es
un ejemplo de continuo encadenable.

Observacion 1.1.55. Otros dos ejemplos interesantes de continuos encadena-
bles pueden ser encontrados més adelante en la tesis (Observacién 2.1.4 y Ejem-
plo 2.1.5).

Definicién 1.1.56. Sean X un continuo y A un subconjunto de éste. Diremos

que X es irreducible alrededor de A si ningiin subcontinuo propio de X contiene
a A.

Observacién 1.1.57. Los continuos encadenables son irreducibles alrededor de
un conjunto de dos puntos [46, Theorem 12.5].

Definicién 1.1.58. Un continuo X satisface la propiedad (b) si toda funcién
continua de X al circulo unitario es homotdpica a una funcion constante.

Ejemplo 1.1.59. Sea S™ la esfera de dimensién n. Entonces, para 2 < n, S™ tiene
la propiedad (b) [36, Theorem 9 (ii), pag. 435].

Lema 1.1.60. Si X es un continuo con la propiedad (b), entonces éste es uni-
coherente [21, Théoréme 2].

Ejemplo 1.1.61. Como el circulo unitario no es unicoherente (Ejemplo 1.1.34),
por el Lema 1.1.60, tampoco tiene la propiedad (b).

Observacién 1.1.62. La implicacién inversa del Lema 1.1.60 sélo ocurre en es-
pacios que sean localmente conexos [21, Théoreme 3.

A continuaciéon daremos un ejemplo de un continuo que es unicoherente pero
que no tiene la propiedad (b).
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Ejemplo 1.1.63. Sea X = {(1+ e79,6)|6 > 0} U S', el espacio definido en
coordenadas polares en el Ejemplo 1.1.35. Este espacio es unicoherente. Si consi-
deramos f : X — S dada por f(z) =z,siz e Sty f((1+e7%0)) =(1,0), si
z € {(1+e7%0)]0 > 0}, entonces f no es homotdpica a una funcién constante.
Luego, X no cumple la propiedad (b).

Lema 1.1.64. Todo continuo contraible cumple la propiedad (b).

Demostracién. Sean X un espacio contrafble, St el circulo unitarioy f : X — S*
una funciéon continua.
Como X es contraible, existen 2y € X y una funcién continua H : X x[0,1] —
X tales que, para toda x € X, H((z,0)) =z y H((x,1)) = xo. De esta manera
foH : X x[0,1] — S! es una funcién continua que cumple que, para toda
re X, foH((2,0) = f(x)y foH((x,1)) = f(zo). Se sigue que X cumple la
propiedad (b).
Q.E.D.

Notacién 1.1.65. Sean X y Y continuos y consideremos W'y Z dos subconjuntos
cerrados de X y Y, respectivamente. Sean gx : X — X/ W yqy : Y — Y/Z las
funciones cocientes. W* denotard al punto ¢x (W) y Z* denotara al punto gy (2).
Si f: X — Y es una funcién continua, tal que f(W) C Z, entonces definiremos
a f*: X/W —Y/Z como

eonJav(flax) ™M (X)), st x # W™
J 100 = {Z*, siy =W+

Notemos que, por [20, Theorem 4.3, pag. 126], f* es continua.

Definicién 1.1.66. Diremos que un continuo X tiene forma trivial (forma de un
punto) si puede ser escrito como limite inverso de continuos contraibles.

Lema 1.1.67. Todo continuo con forma trivial cumple la propiedad (b).

Demostracion. Por [40, Theorem 6.2.2], un espacio tiene forma trivial si y sélo
si cualquier funcion de X en un retracto de vecindad absoluto es homotodpica a
una funcién constante. Como la curva cerrada simple es un retracto de vecindad
absoluto (Ejemplo 1.1.23), un espacio con forma trivial satisface la propiedad (b).

Q.E.D.

A continuacién daremos un ejemplo de un espacio que no posee forma trivial.
Ejemplo 1.1.68. La curva cerrada simple S! no tiene forma trivial. Como S* no

tiene la propiedad (b) (Ejemplo 1.1.61), por el Lema 1.1.67, tenemos que S* no
tiene forma trivial.
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Definicién 1.1.69. Dado un continuo X, definimos a los hiperespacios de X como
los siguientes conjuntos:

2% = {A C X|A es compacto y no vacio};

Cn(X) = {A € 2¥| A tiene a lo mas n componentes}, con n € N;

Fn(X) = {A € 2%|A tiene a lo mas n puntos}, con n € N.

El conjunto 2% es conocido como el hiperespacio de subconjuntos compactos de
X, C,(X) como el n-ésimo hiperespacio de X (solemos escribir C(X) = Ci(X))
v Fn(X) como el n-ésimo producto simétrico de X. Al conjunto 2% se le puede
definir una métrica llamada la métrica de Hausdorff, denotada por Hx, que se
hereda a C,(X) y a F,(X), y se define como sigue:

Hx (A, B) = inf{e > 0|A C VYB) y B C V4(A)}.
No escribiremos el subindice cuando no haya confusion.

Observacién 1.1.70. Si X es un continuo con métrica d y 1 y x5 son puntos en
X, entonces

Hx({z1}, {22}) = d(z1, 22).

Definicién 1.1.71. Dados un continuo X y una coleccion finita de subconjuntos
no vacios Uy, ...,U,, de X, definimos el siguiente conjunto:

(Ul,...,Um>:{A€2X‘AC UUkyAﬂUk#(Z)paracadake{1,...,m}}.

k=1

Notemos que la familia B = {(Uy,...,U,) |Uy,...,U, son abiertos de X y n €

N}, es una base para una topologia en 2. Esta topologia es llamada la topologia
de Vietoris [43, Theorem (0.11)].

Observacién 1.1.72. Se sabe que la topologia inducida por la métrica de Haus-
dorff y la topologia de Vietoris coinciden [43, Theorem (0.13)].

Definicién 1.1.73. Sean X un continuo y A y B dos elementos en 2%. Un arco
de orden de A a B es un arco « : [0,1] — 2% tal que (0) = 4, a(1) = By,
para cada s < t, a(s) € a(t).

Observacion 1.1.74. Sea n € N. Se sabe que 2%, C,(X) y F,,(X) son continuos
[40, Corollary 1.8.9, Corollary 1.8.12 y Corollary 1.8.8].
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Los hiperespacios de continuos son un tema muy estudiado en topologia gene-
ral. A continuacién daremos algunos ejemplos de hiperespacios de continuos que
se han podido identificar.

Ejemplo 1.1.75. Para n € {1,2,3}, F,([0,1]) es homeomorfo a [0, 1]™ [5, Theo-
rem 6]. También se sabe que, si n > 4, entonces F,([0,1]) no se puede encajar
en R™ [5, Theorem 7]. En [2] se da una descripcién topolégica de F, ([0, 1]), para
toda n € N.

Ejemplo 1.1.76. C,([0, 1]) es una 2-celda [43, Example (0.54)].
Ejemplo 1.1.77. C5(]0,1]) es homeomorfo a [0, 1] [40, Theorem 6.9.12].

Ejemplo 1.1.78. F,(S'), donde S' es el circulo unitario, es homeomorfo a la
banda de Mébius [5, pag. 877]. En [4], K. Borsuk asegura, de manera equivocada,
que F3(St) es homeomorfo a S x S%. En [6], R. Bott corrige a Borsuk y demuestra
que F3(S') es homeomorfo a S3. En [47], se presenta una prueba elemental de
este tiltimo hecho. En [18], se da una descripcién topoldgica de F,,(S1), para toda
n € N.

Ejemplo 1.1.79. C,(S), donde S! es el circulo unitario, es homeomorfo a una
2-celda [43, Example (0.55)].

Definicién 1.1.80. Un continuo X satisface la propiedad de Kelley si, dado € > 0,
existe una 0 > 0 tal que, si a y b son dos elementos de X tales que d(a,b) < §
y a € A e Ci(X), entonces existe B € Cy(X) tal que b € By H(A, B) < e. El
numero § sera llamado un nimero de Kelley para la € dada.

Ejemplo 1.1.81. Todo continuo localmente conexo cumple con la propiedad de
Kelley [43, Example (16.11)].

Lema 1.1.82. Si X es un continuo, entonces 2~ tiene forma trivial.

Demostracion. Por [40, Theorem 2.1.56], X es homeomorfo al limite inverso de
una sucesién inversa de poliedros {X,,, fm+t1}2_,. Entonces 2% es un retracto
absoluto, para cada m € N [50, Theérem II]. Como todo retracto absoluto es
contrafble (Lema 1.1.37), 2% es un limite inverso de retractos absolutos. Luego,
tiene forma trivial.

Q.E.D.
Corolario 1.1.83. Si X es un continuo, entonces 2~ satisface la propiedad (b).

Demostracion. Por el Lema 1.1.82, 2% posee forma trivial y, por el Lema 1.1.67,
2% tiene la propiedad (b).
Q.E.D.

Definicién 1.1.84. Un continuo X sera llamado suave por arcos en un punto p
si existe una funcién continua « : X — C;(X) tal que:
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Figura 1.5. Abanico armdnico

(1) alp) =A{p}.
(2) a(z) es un arco en X que une a p con x, para todo x € X y

(3) siy € a(z), entonces a(y) C a(x).

Si X es un continuo suave por arcos en alguno de sus puntos, serd llamado suave
poOT arcos.

Observacion 1.1.85. Se sabe que un continuo X es suave por arcos si y sélo si
es libremente contraible [28, Theorem II-3-A].

Definicién 1.1.86. Llamaremos dendroide a todo continuo que sea arcoconexo
y hereditariamente unicoherente. Un abanico es un dendroide con un dnico punto
distinguido, v, que es la parte comun de tres arcos ajenos en cualquier otra parte.
A este punto v lo llamaremos el vértice del abanico. Diremos que un dendroide
es suave si existe un punto p de X tal que para toda sucesiéon {x,}22, C X
convergente a un punto z € X, se tiene que la sucesién de arcos {pz, }5°, converge,
con la métrica de Hausdorff, al arco pr. A este punto p los llamaremos el punto
de suavidad del dendroide. Un abanico es suave si lo es en su vértice.

Observacion 1.1.87. Los continuos suaves por arcos nacieron como una genera-
lizacién de algunas propiedades de los dendroides suaves. Por lo que se sabe que
todo dendroide suave es suave por arcos [27, 3. Some Examples (1), pag. 647].

Vamos a considerar los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.1.88. Consideremos la sucesién armonica {%}neN, esta sucesion es
convergente a 0. Al cono sobre {0} U {2 },en se le llamard abanico armdnico (ver
Figura 1.5). El abanico arménico es un ejemplo de abanico suave.
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Figura 1.6. Sucesion de abanicos armonicos

Ejemplo 1.1.89. Consideremos una sucesion { A, },,en de abanicos arménicos con
diametro decreciente y convergente a cero, de tal manera que el abanico Ay es el
cono sobre una sucesién arménica {ay,, }men que converge al punto aj. Ademds,
al vértice del abanico Aj lo denotaremos como v,. Supondremos que la sucesion
de abanicos arménicos es tal que, para cada entero k£ > 1, v, = ag_1, de tal
manera que Ay NA; # @ siysélosil e {k—1,k+1}. Asi, sil =k — 1, entonces
AN Ay ={w} ={a} y,sil =k +1, entonces A; N Ay = {v;} = {ax}. Asi, la

sucesién de abanicos armonicos converge a un punto p. Sea X = (|J 4,) U {p}
neN
(ver Figura 1.6).

Lema 1.1.90. Si X es el continuo definido en el Ejemplo 1.1.89, entonces X es
conexo en pequeno en el punto p pero no es localmente conexo en p.

Demostracion. Primero veamos que X es conexo en pequeno en p. Sea U un
abierto propio de X que contiene a p (X \ U es un cerrado tal que p & (X \ U)).
Como {A,}nen es una sucesién de continuos convergente a p, existe k € N tal

o]
que, para todo m > k, A,, C U. Entonces |J A; es un continuo contenido en U
i=k

(o]
tal que p € Intx(|J 4;).

Ahora veremols gue X no es localmente conexo. Sean € > 0 tal que existe v
tal que vy € V.(p) y U un abierto de X tal que p € U C V.(p). Entonces existe
[ € N tal que v; € U pero v;_1 no es un elemento de U. Como a;_1 =v, € Uy Aj_1
es el cono sobre la sucesion {G(z—1)m}meN, existe r € N tal que ag_1);, € U, para
j > r. Como el vértice de Aj_1, vx_1, no es elemento de U, para cualesquiera s y
t naturales distintos y mayores que 7, las componentes en U de ap—_1), ¥ ax—1),
son disrtintas. Por tanto U es disconexo.

Q.E.D.

Observaciéon 1.1.91. Es sabido que los espacios de los Ejemplos 1.1.88 y 1.1.89
son dendroides suaves. Por la Observacion 1.1.87, son ejemplos de continuos suaves
por arcos y, por la Obervacion 1.1.85, también son libremente contraibles.
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Figura 1.7. Abanico definido en el Ejemplo 1.1.92

A continuacién daremos un ejemplo de un abanico que no es suave.

Ejemplo 1.1.92. Haremos la siguiente construccién en R%. Para cada n € N,
sean a, = (2,57), b = (3,37 — 5552) ¥ & = (1, 37). Consideremos las sucesiones
{an}nen, {bntnen ¥ {cn}nen, las cuales convergen a a = (2,0), b = (5,0) y a
¢ = (1,0), respectivamente. Denotaremos a los segmentos de recta que unen a
(0,0) con ¢, a (0,0) con ay,, a a, con b, y a b, con ¢, como (0,0)c, (0,0)a,, a,b,
y b,c,, respectivamente. Asi, definimos:

X = (U(0,0)an> U (U anbn> U (U bncn> U {(0,0)c}.

neN neN neN

Por construccién X es un abanico (ver Figura 1.7). Dados dos puntos = y y en
X, xy denotard el unico arco en X que comienza en z y termina en y. Para ver
que X no es suave, basta con notar que, si z € X y consideramos la sucesién
{bn }nen, entonces la sucesién de arcos {zb,}n,en va a converger a un arco que
contiene al arco (0,0)a, el cual contiene a b en su interior relativo. Por lo que no
puede converger a un arco con b como punto extremo. Por tanto, X no es suave.

Los siguientes son ejemplos relacionados con los conceptos anteriores e hiper-
espacios de continuos.

Ejemplo 1.1.93. Sea X un continuo. Entonces 2% es homeomorfo al cubo de
Hilbert si y sélo si X es localmente conexo [43, Theorem (1.97)].

Ejemplo 1.1.94. Sea X un continuo. Entonces C,(X) es homeomorfo al cubo
de Hilbert si y sélo si X es localmente conexo y todo arco en X tiene interior
vacio [40, Theorem 6.1.8].

Ejemplo 1.1.95. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley, entonces, tanto
2% como C,(X), con n € N, son contrafbles [43, Theorem (16.15)] y [40, Corollary
6.1.19], respectivamente.

Ejemplo 1.1.96. Si X es un continuo y n € N, entonces tanto 2% como C,(X)
tienen forma trivial (Lema 1.1.82 y [40, Theorem 6.2.3], respectivamente).

Ejemplo 1.1.97. Si X es el continuo definido en el Ejemplo 1.1.63, entonces
C1(X) no posee la propiedad del punto fijo [43, Theorem (7.2)].
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Capitulo 2

n-suspensiones

Antes de dar la definicién formal de las m-suspensiénes de hiperespacios de
continuos comenzaremos dando una generalizacién de [11, Theorem 3.4] (Teorema
2.1.16). Para eso daremos una nueva definicién. Esta definicién no se encuentra
en el articulo original pero la incluimos en la tesis por tener resultados de interés.

2.1. Propiedad (nD)

En esta seccion introducimos una propiedad que nos parecié interesante y
que llamamos propiedad (nD). Para esto, comenzaremos con las definiciones que
necesitaremos para presentarla.

Definicién 2.1.1. Un continuo serd llamado descomponible si puede ser escrito
como la unién de dos subcontinuos propios de él y sera llamado indescomponible
si no es descomponible. Un continuo serd llamado hereditariamente descompo-
nible (hereditariamente indescomponible) si todos sus subcontinuos propios y no
degenerados son descomponibles (indescomponibles).

Notemos que los ejemplos de continuos que poseen una imagen ilustrativa en
esta tesis, hasta el momento, son descomponibles. A continuaciéon daremos un
ejemplo de un continuo indescomponible.

Definicién 2.1.2. El continuo de Knaster, denotado como C, es un subcontinuo
de R? que consiste en todos los semicirculos con ordenadas no negativas y con
centro en (%, 0) que pasen por los puntos del conjunto de Cantor, junto con todos
los semicirculos con ordenadas no positivas tales que, para cada entero positivo
n, los centros de los semicirculos estén en el punto (%, O) y que los semicirculos
pasen por los puntos del conjunto de Cantor que estén en el intervalo [3%, 3%1]
(ver Figura 2.1).

Observacion 2.1.3. Sabemos que el continuo de Knaster es indescomponible [36,
Remark to Theorem 8, pag. 213].

25
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Figura 2.1. Continuo de Knaster (Definicion 2.1.2).

Observacion 2.1.4. Se sabe que el continuo de Knaster es un continuo encade-
nable [3, pag. 43]. Asi, por la Observacién 1.1.53, el continuo de Knaster es tipo
arco.

Ejemplo 2.1.5. Se define al pseudoarco como el tnico continuo encadenable he-
reditariamente indescomponible [3, Example 1 y Theorem 1]. Luego, por la Ob-
servaciéon 1.1.53, el pseudoarco es tipo arco.

Definicién 2.1.6. Sean X un continuo y n un entero mayor que uno. Diremos

que X cumple con la propiedad (nD) si existen n subcontinuos Ci,...,C, de X
tales que X = |J C; y, para cada j € {1,...,n}, (X \ U C;) # 0.
i=1 i#j

Observacién 2.1.7. En la Definicién 2.1.6, para toda j € {1,...,n}, tenemos
que X \ J C; € C; y, por lo tanto, C; tiene interior no vacio en X.

i#]
Observacién 2.1.8. Es facil notar que, paran € N\ {1}, si X es un continuo que
cumple la propiedad (nD), entonces, también cumple la propiedad ((n — 1)D).

Observacion 2.1.9. Se sabe que los continuos indescomponibles no tienen sub-
continuos propios con interior no vacio [40, Corollary 1.7.26]. De esta manera,
por la Observacién 2.1.7, ningin continuo indescomponible posee la propiedad
(nD), para ningtin nimero natural. En particular el continuo de Knaster (Defini-
ci6én 2.1.2) no cumple la propiedad (nD).

Una pregunta natural que podemos realizar es determinar qué tipo de conti-
nuos cumplen con la propiedad (nD). El Lema 2.1.12 nos da una caracterizacién
de los continuos que cumplen la propiedad (nD) que nos serd de utilidad.



2.1. PROPIEDAD (nD) 27

En el articulo [48], P. M. Swingle define a los continuos indescomponibles bajo
el indice n como aquellos continuos que pueden ser escritos como la unién de
n subcontinuos pero no pueden ser escritos como unién de n 4+ 1 subcontinuos.
Posteriormente, fueron renombrados por C. E. Burgess, en el articulo [7], como
continuos n-indescomponibles. Swingle, [48, Theorem 2], demuestra la siguiente
caracterizacion que presentamos como definicion.

Definicién 2.1.10. Un continuo X se dice n-indescomponible si es la union de n
subcontinuos indescomponibles tal que ninguno de ellos se queda contenido en la
unén de los demas.

Inmediatamente, de la definiciéon anterior, se tiene la siguiente observacion.

Observacion 2.1.11. Si n € N; cualquier continuo n-indescomponible cumple la
propiedad (nD). Ademas, si X es n-indescomponible, entonces comple la propie-
dad (nD) pero no la propiedad ((n + 1)D).

Lema 2.1.12. Sea X un continuo. Entonces, para toda n € N, X tiene la pro-
piedad (nD) si y solo si X es un continuo descomponible pero que no es k-
indescomponible para ningun entero k mayor que uno.

Demostracion. Es claro que si un continuo posee la propiedad (nD), para todo
entero positivo, no puede ser k-indescomponible.

Si X es descomponible, se sigue que tiene la propiedad (2D). Como no es
k-indescomponible, para ninguna k, X debe cumplir la propiedad (3D), de lo
contrario serfa 2-indescomponible (Observacién 2.1.11). De manera recursiva po-
demos repetir este argumento para toda n € N. Asi X cumplird la propiedad
(nD), para toda n € N.

Q.E.D.

Corolario 2.1.13. Todo continuo hereditariamente descomponible posee la pro-
piedad (nD), para toda n € N.

Demostracion. Si X es un continuo hereditariamente descomponible, siempre que
lo vea como unién de dos subcontinuos propios, estos dos continuos seran here-
ditariamente descomponibles. Por tanto, X no puede ser visto como la unién de
subcontinuos indescomponibles. Asi, X no es k-indescomponible, para ninguna
k € N. Por el Lema 2.1.12, X posee la propiedad (nD), para toda n € N.
Q.E.D.

Lema 2.1.14. Sean n € N y X un continuo n-indescomponible. Entonces X no
posee puntos de conexidad local.

Demostracion. Sean C4,...,C, subcontinuos indescomponibles de X tales que
n

X = |J C; tal que ningtin C; estd contenido en la unién de los demas.
i=1
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Supongamos que p es un punto de conexidad local de X. Sea U un abierto
conexo de X alrededor de p tal que C; \ Clx(U) # 0, para toda i € {1,...,n}.

Sea C; tal que U N C; # 0. Tenemos que Clx(U) N C; es disconexo, pues C;
es indescomponible, U N C; es abierto en C; y U N C; C Clx(U) N C;. Asi, si
Clx(U) N C; fuera conexo, Clx(U) N C; serfa un subcontinuo propio de C; con
interior no vacio, pero los continuos indescomponibles no contienen subcontinuos
propios con interior no vacio (Observacion 2.1.9). Més atn, como las composantes
en continuos indescomponibles son ajenas [46, Theorem 11.17], cada componente
de Clx(U) N C; se queda contenida en alguna composante de Cj, y sélo una.
Por [13, Theorem 2.1], existe una composante KC; de C; que no intersecta a Cj,
para ninguna ¢ # j. Por el Lema 1.1.7, existe una componente K de Clx(U) N C}
contenida en KC;. De [46, Theorem 5.6] tenemos que, como K es cerrada en Clx (U),
K N Cloy oy (Clx(U) \ (Clx(U) N C;)) = K N Cloy ) (Clx(U) \ Cj) # 0. Si
K no intersectara a C,,, para ninguna m € {1,...,n} \ {j}, entonces existiria
un abierto V' de Clx(U) que contendria a K y que no intersectaria a C,, para
ningunam € {1,...,n}\{j} (por ser una cantidad finita de cerrados). Pero, como
KN Cla,an(Clx(U)\ C;) # 0, se tiene que V' debe intersectar a Clx (U) \ Cj, es
decir VN C,, # 0, para algunam € {1,...,n} \ {j}, lo que es una contradiccion.
Entonces K intersecta a algin C,, para m € {1,...,n} \ {j} pero esto también
es una contradiccién, pues K C K; y K; no intersecta a C;, para ninguna ¢ # j.
Luego, X no posee puntos de conexidad local.

Q.E.D.

Corolario 2.1.15. Si X es un continuo que posee un punto de conexidad local,
entonces posee la propiedad (nD), para toda n € N.

Demostracion. Se sigue de los Lemas 2.1.14 y 2.1.12.
Q.E.D.

Teorema 2.1.16. Sean n un entero positivo y X un continuo con la propiedad
((n+1)D). Entonces existe una arcocomponente I' de 2%\ C,(X) con interior no
vacio.

Demostracion. Como X tiene la propiedad ((n+1)D), existen n+ 1 subcontinuos
n+1

Ciy...,Chypde X talesque X = |J Cy y (X \ U C;) # 0, para toda j € {1,...,
i=1 i#j
n+1}. Para cada j € {1,...,n}, tomemos un punto z; y un abierto V; de X tales
queijVJ-CX\UC'iCCj.
i#]
Sean T' la arcocomponente de {z1,...,2,41} en 25 vy V = (Vi,..., V1) un

abierto de la topologfa de Vietoris para 2% (Definicién 1.1.71). Tomemos E € V.
Como V se forma a partir de n+ 1 abiertos ajenos dos a dos en X, E € 2%\ C,(X).

Para cada j € {1,...,n + 1}, definimos E; = V; N E. Como E; C Ci y
E =FE UEyU---UE,,1, por [43, Theorem (1.8)], existe un arco de orden «;
de FaCyUFEyU---UFE, ;. Ademas, como x; € Cf, existe un arco de orden [
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de {r7}UEU---UE,;; aCyUFEyU---UE, ;. De esta manera A\; = oy U 5y
contiene un arco en 2% que une E con {1} UEyU---U E,,;. Como, para todo
i€{2,...,n+1}, C;NV; =0, Se sigue \; C 2%\ C,(X).

Sea j € {2,...,n+1}. Como E; C C}, por [43, Theorem (1.8)], existe un arco
de orden o de {zy,...,2; 1} UE,UE; /4 U---UE,+; a{zy,...,2;1}UC; U

E; i1 U---UE,. Como z; € C}, existe un arco de orden 3; de {zy,...,2;} U
E;qnU---UE;1 a{zy,...,z;1} UC; U Ej1 U--- U E,4y. De esta manera,
A; = a; U B contiene un arco que une {zy,...,z; 1 }UE;UE;;;U---UE,; con

{z1,...,2;}JUE;11U---UE, ;. Como, paratodoi € {1,...,j—1,7+1,...,n+1},

C;NV; =0, se sigue \; C 2%\ C,(X). De esta forma, como \; C 2%\ C,(X), para
n+1

toda j € {1,...,n+ 1}, si A= |J \;, entonces A contiene un arco en 2% \ C,(X)
i=1

que une E con {zy,...,Zn11}

Finalmente £ € ' y, como E fue un elemento arbitrario en V, V C I, por lo
que este ultimo posee interior no vacio.

Q.E.D.

Corolario 2.1.17. Si X es un continuo hereditariamente descomponible, enton-
ces, para todo entero n mayor que cero, existe una arcocomponente I' de 2% \Cn(X)
con interior no vacio.

Demostracion. El resultado se sigue del Corolario 2.1.13 y del Teorema 2.1.16.
Q.E.D.

Corolario 2.1.18. Si un continuo X posee un punto de conexidad local, entonces,
para todo entero n mayor que cero, existe una arcocomponente I' de 2% \ Cn(X)
con interior no vacio.

Demostracion. El resultado se sigue del Corolario 2.1.15 y del Teorema 2.1.16.
Q.E.D.

2.2. n-suspensiones

Ahora definiremos el principal objeto de estudio de la tesis, las n-suspensiones
del hiperespacio de subconjuntos compactos de un continuo dado X. Aqui encon-
traremos los principales resultados relacionados a estos espacios.

Definicién 2.2.1. Sean X un continuo no degenerado y n un entero positivo. Al
espacio cociente 2% /C,(X) lo llamaremos la n-suspension del hiperespacio de X
y lo denotaremos como 2:. A la funcién cociente entre 2% y 2X la denotaremos
como ¢"* y a ¢"*(C,(X)) lo escribiremos como C™X.

Observacién 2.2.2. Como consecuencia de [40, Theorem 1.7.3] y de la arcoco-
nexidad de 2% [43, Theorem (1.13)], se tiene que el espacio 22X es un continuo
arcoconexo.
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Observacién 2.2.3. Si restringimos ¢™% a 2% \ C,(X), entonces la funcién resul-
tante ¢"* |ox\c,(x) 1 25\ Cu(X) — 25\ {C"*} es un homeomorfismo. Ademés,
como C,(X) es conexo (Observacién 1.1.74), resulta que ¢"* es mondtona.

Definicién 2.2.4. Sea X un continuo. El conjunto 2% queda definido como el
conjunto de todos los subconjuntos compactos de 2% . Este conjunto es un espacio
métrico con la métrica inducida por la métrica de Hausdorff, H, de 2%, la cual es
denotada por H%, v estd definida como sigue:

Si Ae 22" y Be 22" entonces:

H% (A, B) = inf{e > 0|A C V*(B) y BC V*(A)}.

Definicién 2.2.5. Sea X un continuo no degenerado. Definamos el conjunto €
y la funcién &, : 2X — €X como sigue:

&X = {C. () U{A}|A € 2¥)

y

€n(A) = Ca(X) U (¢"%) 7 (A).
Notemos que &, es un homeomorfismo. La funcién pyx : 2, x 25 — [0,00)
definida como sigue:

P23§(X1, X2) = Hg{(fn(Xl)aﬁn(Xﬁ),

es una métrica para 2 cuya topologia generada coincide con la topologia de
espacio cociente [40, Lemma 7.1.15].

El siguiente lema nos dara informacién sobre la métrica que acabamos de
definir y que nos sera de utilidad mas adelante.

Lema 2.2.6. Sean X un continuo no degenerado, € > 0 y x1 y X2 dos elementos de
20\ {C} SiH((¢™) 7 (xa), (6"F) M (x2)) < e, entonces H(€a(x1), &nlX2)) < €.
Ademds, si e > 0 es tal que VI*(C, (X)) N VE{(¢™*) (x;)}) =0, con j € {1,2}.
Entonces H2(&n(x1), En(X2)) < € implica que H((¢™*) T (x1), (¢™)H(x2)) < e.

Demostracién. Sean Y1 y X2 dos elementos de 22X\ {C"X} y € > 0. Supongamos que

H((4™) (0 () (x2)) < . Bntonees () (x1)} € VEL(@™)" (xa)})
v {(@%) N x2)} € VE{(¢"*)"1(x1)}). De esta forma, obtenemos que C,(X) U
{(¢") ')} € VHC(X) U {("*) " (x2)}) v que Co(X) U {(¢"™) " (xa2)} C
VIC/(X)U{(¢") 7 (xa) D- Ast, &a(xe) € VI (1)) ¥ &a(xa) C VI (&a(x2))- De
donde, H2(§R(X1>’§n(x2)) <é&.

A continuacién, supongamos que X1, X2 y € > 0 cumplen que V*(C,(X)) N
VE{(ax ) (xi)}) = 0, con j € {1,2} y que H*(&(x1) &nlxz)) < e Asf,
&.(x2) € VH(E,(x1)). Entonces resulta que C,(X)U{(¢"™*) Y (x2)} € VH(C, (X)U
{(") " x)}) = VEC(X)) U VIH{(¢™*) ' (x1)}). Como, por hipétesis, se tie-
ne que VX(Co(X)) N VE{(¢%) " (x2)}) = 0, se sigue que {(¢"*)"'(x2)} C
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VA{(¢™)71(x1)}). De manera analoga, se puede demostrar que {(¢"*)"1(x1)} C
({( ") xe )}), por lo que resulta que H({(@" ") ) B @) )} =

H((q 7 x), (@)1 (x2)) < € (Observacién 1.1.70).

Q.E.D.

Teorema 2.2.7. Si X es un continuo, entonces cualquier vecindad de C"X en 2X
contiene curvas cerradas simples que pasan por C™X

Demostracion. Sean € > 0y xy,...,x, puntos distintos en X tales que V.(x1) N
{za..., 2.} = 0. Consideremos V= (z1). Por [46, Corollary 5.5], existe un subconti-
nuo no degenerado K’ de X, tal que z; € K’ C Ve(x1). Sean y1 y y» puntos distin-
tos en K’y K un subcontinuo de K’ irreducible alrededor de {y1, 2} [49, Theorem
28.4]. Por [43, Theorem (1.8) y Theorem (1.11)], existen dos arcos de orden oy y
ag,en C(X) de {y1} a Ky de {y2} a K, respectivamente. Notemos que ys & (1)
y que y; & as(t), para ninguna t € [0, 1), esto porque K es irreducible alrededor
de {y1,y2}. Definimos un arco  en C(X), dado por (t) = az(1 —t). Asi 5 es un
arco de K a {y2} vy y1 € B(t) para ninguna t € (0, 1].

Definamos v; y 72 de la siguiente manera: v,(t) = {y1} U 8(t) U {zq, ..., 2.}
y 72(t) = aq(t) U {ya} U {zs,...,2,}. Entonces 71 es un arco que va de K U
{za, ..., xn}a{yr, y2}U{xs, ..., 2} y 72 esun arco que vade {y1, yo }JU{z2, ..., 2, }
a K U {xg,...,z,}. Por construccién v Ny = {{y1, 92} U {zg,..., 2.}, K U
{z2,...,2,}}, también por construccién, v;(t) € Cni1(X) \ Co(X), para toda
t € (0,1 y 7(t) € Cor1(X) \ Cu(X), para toda t € [0,1). De esta manera
v = 71 U7 es la unién de dos arcos que solo se intersectan en sus puntos fi-
nales, por tanto, 7 es una curva cerrada simple y, como 7; y 72 s6lo intersectan a
Cn(X) en KU{xsy,...,x,}, el cual es uno de los dos tnicos puntos donde se inter-
sectan, tenemos que v N Cy(X) = K U{xs,...,x,}. Entonces, como ¢"*|sx\¢,(x)
es un homeomorfismo (Observacién 2.2.3), ¢"*(v) es una curva cerrada simple.

Como, por construccién, K C V.(x), didm(K) < . Asi, para cada t € [0, 1],
KU{x?v s 7$n} - Vg{(vl(t)) = VsH({yl}UB(t)U{xQ’ e 7In})v pues {yl}Uﬂ( ) -
K. De manera anéloga, para cada t € [0,1], K U {xy,...,2,} C V¥(1n(t)) =
VA (aq(t) U{ya} U {zo, ..., 2,}). Entonces K U {xs,...,2,} C V(7). Por otro
lado, es claro ver que v C V(K U {xy,...,2,}) C V*(C,(X)). Asi, por la Defi-
nicién 2.2.5, ¢"X(7) € VE** (C"X). Finalmente, cualquier vecindad de "X en 2X
contiene curvas cerradas simples que pasan por C"~.

Q.E.D.

A continuacion demostraremos que la dimensién de la n-suspension del hi-
perespacio de un continuo siempre es infinita. Para este fin daremos el siguiente
teorema, el cual es otra manera de escribir los teoremas obtenidos de [43, Theorem
(1.95)] y de [33, Theorem 5.1]:

Teorema 2.2.8. Sean X wun continuo no degenerado y m un numero natural.
Entonces 2X\C,(X) contiene un cubo de Hilbert. Ast, 2% tiene dimensidn infinita.
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Demostracion. Sean p € X y {pn}nen una sucesion de puntos en X convergente
a p. Para cada ¢ € N, sea U; un abierto de X alrededor de p; de tal manera
que, si i # j, entonces Clx(U;) N Clx(U;) = 0 y didm(Clx(U;)) < 1. Sea A;
un continuo no degenerado contenido en U; que contiene a p; [46, Corollary 5.5].
De esta manera, {A;};en es una sucesién de continuos no degenerados en X que
converge a p.

Asi, por [43, Theorem (1.8) y (1.11)], para cada i € N, 2 contiene un arco
de orden f; de {p;} a A; tal que, para cada t € [0, 1], 5;(t) es conexo.

Consideremos el cubo de Hilbert, @ = [][0,1],, donde [0, 1], = [0, 1], para

n=1
toda n natural.

Definamos 8 — [][0,1], — 2% como:

n=1

t; zEN (U ﬁz 7Tz jeN )> U {p} = (U 6@<tz>> U {p}7

ieN ieN

donde 7; es la proyeccién de [] 0, 1], en [0, 1];. Como {B;(%;) }ien €s una sucesién
n=1

de compactos convergente a p y, para ¢ # j, 5;(t;) # B;(t;), [ estd bien definida,
ademds de que, como 5((t;);en) tiene una cantidad infinita de componentes ajenas
dos a dos, obtenemos que B((t;)ien) € 2% \ C,(X). Notemos que 3 es continua.
Por otro lado, si (t;)ien # (1})ien, existe j € N tal que t’ # t;. Por lo tanto,
Bi(t;) # B;(t;). Ast B((t Z)leN) # B((t))ien). Luego, por [49, Theorem 17.14], B es
una inclusién de Q en 2¥%. Como el cubo de Hilbert tiene dimensién infinita [22,
Corollary 7.3.21], 2% tiene dimensién infinita.
Q.E.D.

Corolario 2.2.9. Si X es un continuo no degenerado, entonces 2.\ tiene dimen-
sion infinita.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.8, 2% \ C,(X) contiene una copia del cubo
de Hilbert. De la Observacién 2.2.3, tenemos que 2% \ C,(X) es homeomorfo a
22X\ {C™X}, de donde se tiene que 2X contiene una copia del cubo de Hilbert.
Como el cubo de Hilbert tiene dimensién infinita, [22, Corollary 7.3.21], 2X tiene
dimensién infinita.

Q.E.D.

Teorema 2.2.10. Sean X wun continuo no degenerado y n un entero positivo.
Entonces 2 tiene la propiedad (b) vy, en particular, es unicoherente.

Demostracién. Por el Corolario 1.1.83, 2% cumple la propiedad (b) y, por la
Observacién 2.2.3, la funcién cociente ¢"* : 2% — 2X es monétona. Asi, por [36,
Theorem 2 (ii), pg. 434], 2% tiene la propiedad (b) y, por [21, Théoréme 2|, es
unicoherente.

Q.E.D.



2.2. n-SUSPENSIONES 33

Teorema 2.2.11. Sean X un continuo no degenerado y n un entero positivo. Si
2% es contraible, entonces 22X es contraible.

Demostracion. Supongamos que 2% es contraible. Entonces existe una homotopia
H' . 2% x [0,1] — 2%, tal que H'((A,0)) = Ay H'((A, 1)) = X, para toda
Ae2X,

Definamos la funcién H: 2% x [0,1] — 2% dada por:

H((A, 1) = | J{H (A,9)]0 < s < 1),

La funcién H es continua [43, Lemma (16.3)] y es conocida como homotopia de
segmento asociada a H' [43, (16.4)]. Tenemos que H((A,0)) = A, H((A,1)) =X
y H((A,s)) C H((A,t)), para s <t [43, (16.5.1)].

Tenemos que si H((A,t)) € C,(X), para alguna t € [0, 1], entonces H(A X
[t,1]) C C,(X) [16, Proposition 2.6].

Sea K : 2% x [0,1] — 2% dada por:

" (H(((¢"%) " (x), 1)), six#C™
K((x. 1)) =
cnX, siy = Cn¥.

Por [20, 4.3, pag. 126], K es continua. Como K((x,0))) = x v K((x,1))) = C"¥,
2% es contraible.
Q.E.D.

Corolario 2.2.12. Si X es un continuo no degenerado y contraible entonces 2X
es contraible.

Demostracion. Como X es contraible, por [43, Corollary (16.18)], 2% es contraible.
El corolario se sigue del Teorema 2.2.11.

Q.E.D.

Corolario 2.2.13. Sean X un continuo no degenerado y n un entero positivo. Si
X cumple la propiedad de Kelley, entonces 2X es contraible.

Demostracién. Como X satisface la propiedad de Kelley, 2%
Theorem (16.15)]. Por el Teorema 2.2.11, 2X es contraible.

es contraible [43,

Q.E.D.
El siguiente resultado es un caso particular de [22, 3.12.13]
Teorema 2.2.14. Sea {X,,, [T },.en una sucesidn inversa de continuos y, para

cada m € N, Z,, un subconjunto cerrado y no vacio de X, tal que f™(Z,41) C
Zm. Si Xoo = Um{X,,, [M Y} en ¥ Zoo = Um{Z, [ 2,01 tmen entonces
— —

Xoo/Zs €s homeomorfo a Um{X,,/Z,,, (71 *}en (Notacion 1.1.65).
—
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Teorema 2.2.15. S7 X es un continuo y n es un entero positivo entonces 255
tiene forma trivial.

Demostracion. Sea X un continuo. Por [40, Theorem 2.1.56], X es homeomor-
fo al limite inverso im{X,,, f™™'},cn, donde cada X,, es un poliedro. Por [50,
H

Theérem 1], para cada m € N, 2% es un retracto absoluto. En consecuencia,
2%m es contrafble (Lema 1.1.37). Por el Teorema 2.2.11, se tiene que, si n € N,
entonces 2™ es contraible.

Por [40, Theorem 2.3.4], resulta que 2% es homeomorfo a hm{QXm 2fm ™

}men-

Observemos que si n € N entonces 2/ (Cp(Xpny1)) C Co( m) para toda m € N.
En consecuencia, por el Teorema 2.2.14, obtenemos que 2% /C,,(X) es homeomorfo

a fm{2% /C,(X), 20" }; ie., 2% es homeomorfo a
<—

m—+1x

}

lim{2Xm 2fm
(;

Como cada 2X™ es contraible, obtenemos que 2 tiene forma trivial.
Q.E.D.

Los siguientes resultados estan relacionados con la arcoconexidad de 2:X.

Teorema 2.2.16. Sean X un continuo no degenerado, n un entero positivo y
A€ C,(X). Si BeC,(X)\{A}, entonces existe un arco o en 2%\ {A} que une
a B con algin elemento de 2%\ C,(X).

Demostracion. Supongamos que B tiene (n —[) componentes, con 0 < [ < n. Sea
C' una componente de B. Entonces B \ C tiene (n —[) — 1 componentes.

Supongamos que C' también es una componente de A. Sea U un abierto tal
que C CUyUN((BUA)\C) = 0. Por [46, Corollary 5.5], existe un subcontinuo
no degenerado K de X tal que C se queda contenido propiamente en K y K C U.
Sea {p;}!*? una familia de puntos distintos en K \ A. Por [43, Theorem (1.8)],
existen arcos de orden vy 3 que unen a B con BUK y a (B\ C) U {p;}'*2 con
B U K, respectivamente. Notemos que ((B\ C)U {p;}=?) € 2X\ C,(X) y ni v ni
3 tienen a A. De esta manera, U 3 contiene un arco o en 2% \ {A} que une a B
con un elemento de 2%\ C,(X).

Supongamos que existe un elemento ¢ en C'\ A. Por [46, Corollary 5.5], existe
un subcontinuo no degenerado K de C tal que c € Ky KN A = 0. Sea {p;}, HQ
una familia de puntos distintos dos a dos en K. Notemos que ((B\ C)U{p; ”2) E
2%\ C,(X). Por [43, Theorem (1.8)], existe un arco de orden a que une a B con
(B\ C) U {p;}}*2. Como a no tiene a A, a es el arco que nos sirve.

Finalmente, se supondra que C' se queda contenido propiamente en una compo-
nente D de A. Por [46, Corollary 5.5], existe un subcontinuo propio no degenerado
K de D tal que C es un subcontinuo propio de K. Sea {p;}; ”2 una familia de pun-
tos distintos dos a dos en K \ C. Notemos que ((B\ C) U {pZ B € 2%\ C,(X).
Por [43, Theorem (1.8)], existen arcos de orden v y 8 que unen a (B\ C) U {p;}.12
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con BUK y a B con BU K, respectivamente. De esta manera v U [ contiene un
arco a en 2% \ {A} que une a B con un elemento en 2% \ C,(X) y, ademds, a no
tiene a A.

Q.E.D.

Lema 2.2.17. Sean X wun continuo no degenerado y n un entero positivo. Si
22X\ {C"X} es arcoconexo, entonces 2%\ {A} es arcoconexo, para toda A € C,(X).

Demostracion. Supongamos que 2X \ {C"*} es arcoconexo. Por [43, Theorem
(11.3)], basta considerar elementos en Ci(X). Sean A en Ci(X) y E y F dos
elementos de 2% \ {A}.

Supongamos que E y F estdn en 2%\ C,(X). Como, por la Observacién 2.2.3,
7" ox\co(x) 2 25\ Cu(X) — 2,5\ {C"*} es un homeomorfismo y, por hipdtesis,
22X\ {C"*} es arcoconexo, asi que existe un arco a en 2% \ C,(X) que une a F
con F. En particular, o C 2%\ {A}.

Ahora supongamos que E y F pertenecen a C,(X). Entonces, por el Teorema
2.2.16, existen dos elementos Fy y Fy en 2% \ C,(X) y dos arcos ag y ar en
2%\ {A} que unen E con Ey y a F con Fy, respectivamente. Como Ey y Fy estdn
contenidos en 2% \ C,(X), de manera andloga al caso anterior, existe un arco 3
en 2%\ C,(X) que une a Ey con Fy, en particular 8 C 2% \ {A}. De esta manera
ap Uap U S contiene un arco que une a E con F.

Para concluir, supongamos que E € C,(X) y F € 2%¥\ C,(X). Por el Teorema
2.2.16, existen un elemento Ey € 2% \ C,(X) y un arco v C 2% \ {A} que une Ej
con E. Como Ey y F pertenecen a 2% \ C,(X), al igual que el primer caso, existe
un arco 3 que une a Ey con F. Asi, (yU 3) C 2%\ {A} y contiene un arco que
une £ con F'.

Q.E.D.

Corolario 2.2.18. Sean X un continuo no degenerado, n un entero positivo y T
un subcontinuo propio, no degenerado y terminal de X. Entonces 2X \ {C"*} no
es arcoconero.

Demostracion. Por [40, Theorem 6.5.4], 2% \ {T'} no es arcoconexo y, por el Lema

2.2.17, se concluye que 25X \ {C"™*} no es arcoconexo.
Q.E.D.

Corolario 2.2.19. Sean X un continuo no degenerado e indescomponible y n un
entero positivo. Entonces 225 \ {C™*} no es arcoconexo.

Demostracion. Como X es indescomponible, por [43, Theorem (11.4)], 2%\ {X}
no es arcoconexo. El resultado se sigue del Teorema 2.2.17.
Q.E.D.

El Teorema 2.2.21 nos muestra casos en los que podemos encontrar diferencias
que hay entre nuestro espacio 2% con otro tipo de cocientes de hiperespacios. A
continuacion, una definicién.
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Definicién 2.2.20. Sean X un continuo no degenerado y n un entero positivo.
El espacio cociente C,(X)/F,(X) es nombrado n-ésimo hiperespacio suspension
de X y lo denotaremos como HS,,(X).

Teorema 2.2.21. Si X es un continuo no degenerado e indescomponible y n es
un entero positivo entonces 22X no es homeomorfo a HS,(X).

Demostracién. Supongamos que 2 es homeomorfo a HS,,(X ). Notemos que, por
el Corolario 2.2.19, 2X \ {C"™*} no es arcoconexo. Por otro lado, HS,,(X)\ {x} es
arcoconexo, para cualquier elemento y € HS,,(X) [40, Theorem 7.5.1], lo cual es
una contradiccién. Asf 2% no es homeomorfo a HS,,(X).

Q.E.D.

A continuacién vamos a caracterizar a las n-suspensiones del hiperespacio de
un continuo localmente conexo (Teorema 2.2.24). Para esto, daremos unos resul-
tados previos.

Lema 2.2.22. Sean X un continuo no degenerado y n un entero positivo. Enton-
ces X es localmente conexo si y sélo si 2%\ C,(X) es localmente conezo.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Tenemos, por [43, Theo-
rem (1.92)], que 2% es localmente conexo si y sélo si X es localmente conexo. Como
2%\ C,(X) es un abierto de 2%, también serd localmente conexo.

Ahora supongamos que 2% \ C,(X) es localmente conexo. Sean z; € X y U,
un abierto de X tales que x; € U; C Clx(U;) # X. Sean zy, ..., Ty, Tpr1 PUNLOS
distintos de X \ Clx(U) y Us,...,Uy,, U,y abiertos ajenos por pares tales que
z; € U;, para toda j € {2,...,n,n + 1}. De esta manera {z1,..., %y, Tni1} C
(Up,...,Up, Upyr) C 25\ Co(X). Como 2% \ C,(X) es localmente conexo, existe
un abierto conexo U de 2% \ C,(X) tal que {z1,...,%n, o1} CU C Clox (U) C
(Ury .. Uy Unir).

Se sabe, por [40, Lemma 6.1.1], que | Clyx (U) tiene a lo mas n + 1 compo-

n+1
nentes. Como Clox (U) C (Uy,. ..Uy, Uytr), tenemos que |JClx(U) € U U; y,
=1

como Uy, ..., U, son abiertos ajenos dos a dos, | JClyx (U) posee exactamente
n + 1 componentes.
Por construccion, z; € |JClyx (U). Sea K la componente de | Clyx (U) que

n+1
tiene a x1. Como z; € Uy, K es conexo, K C |JClyx(U) C 0 Uiy Ui, ....,Unpa
j=1
son abiertos ajenos dos a dos, tenemos que K C Uj. Ademads, como | Clyx (U)
tiene exactamente n + 1 componentes, K es la unica componente de | J Clyx (U)
contenida en Uj.

Consideremos (W ..., W) un subconjunto abierto bésico de 2% que cumple
que{xy...,p1} € (Wi..., W) CU. Sea W = (N{W;|z1 € W;})NU;. Entonces
W es un abierto de X que contiene a x;. Si 2’ es un elemento de W, entonces
tenemos que {z',xq, ..., Tpi1} € (Wi,...,Wi) C Clyx (U). Asi, 2’ € [JClyx (U) N
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U;. Como K es la componente de Clyx (U) contenida en Uy, ' € K. Entonces
W C Ky x € Intx(K). De esta manera, X es conexo en pequeno en z;. Como
x1 fue arbitrario, por [40, Theorem 1.7.12], X es localmente conexo.

Q.E.D.

Teorema 2.2.23. Sean X un continuo no degenerado y n un entero positivo.
Entonces X es localmente conexo si y sélo si 2X es localmente conero.

Demostracion. Si X es localmente conexo, por [43, Theorem (1.92)], 2% es lo-
calmente conexo. Como 2X es una imagen continua de un continuo localmente
conexo, también es localmente conexo [46, Proposition 8.16].

Supongamos que 2:X es localmente conexo. Entonces tenemos que 22 \ {C™¥}
es un abierto de 2 y, por lo tanto, es localmente conexo. Por la Observacién 2.2.3,
como 22X\ {C"*} es homeomorfo a 2% \ C,(X), éste es localmente conexo y, por

el Lema 2.2.22, X es localmente conexo.
Q.E.D.

Teorema 2.2.24. Sean X wun continuo no degenerado y n un entero positivo.
Entonces 25X es homeomorfo al cubo de Hilbert, Q, si y solo si X es localmente
conezro.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Entonces 2% es homeo-
morfo a un cubo de Hilbert [43, Theorem (1.97)]. Por [40, Theorem 6.2.3], C,,(X)
tiene forma trivial. Luego, por [14, Theorem 25.2], tenemos que 2% \ C,(X) es
homeomorfo a Q \ {p}, para algin elemento p € Q. Como 2% \ C,(X) es homeo-
morfo a 2% \ {C"*} (Observacién 2.2.3), tenemos que Q \ {p} es homeomorfo a
22\ {C™*}. De esta manera, por [20, Theorem 8.4, pag. 246, 2X es homeomorfo
a 9.

Si 25 es homeomorfo a Q, por la Definicion 1.1.21, Q es localmente conexo.
De donde, 2 es localmente conexo y, por el Teorema 2.2.23, X es localmente
conexo.

Q.E.D.

Corolario 2.2.25. Si X es localmente conexo y n es un entero positivo, entonces
2X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Se sabe que todo retracto absoluto cumple la propiedad del punto
fijo [42, Corollary 3.5.4]. Como el cubo de Hilbert es un retracto absoluto (Ejem-
plo 1.1.22), por el Teorema 2.2.24, 2% tiene la propiedad del punto fijo.

Q.E.D.

Teorema 2.2.26. Si X es un continuo no degenerado y n € N, entonces 2% es
uniformemente conexo por trayectorias.

Demostracion. Por [33, Theorem 2.7], 2% es una imagen continua del cono sobre el
conjunto de Cantor. Como ¢™¥ es la funcién cociente, 2 es una imagen continua
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del cono sobre el conjunto de Cantor. Se sigue de la Observacién 1.1.13 que 25X es
uniformemente conexo por trayectorias.

Q.E.D.

Lema 2.2.27. Sean X un continuo con métrica d y f : X x [0,1] — X una fun-
cién continua. Entonces F : 2% x [0,1] — 2% dada por F((A,t)) = {f((a,t))|a €
A} estd bien definida y es continua.

Demostracion. Notemos que si (a,t) € 2% x [0, 1], entonces F((4,t)) = f(Ax{t}).
Como f es una funcién continua, F' esta bien definida.

Usaremos la métrica del méximo, denotada por Dy, en X X [0,1] y la métrica
del méximo, denotada por Dy, en 2% x [0, 1], para probar que F es continua.

Sean € > 0, 0 > 0, dada por la continuidad uniforme de f,y {(A,t),(B,s)} C
2% x [0, 1] tales que Dy((A,t),(B,s)) < 4. Entonces, por como seleccionamos 4,
d(f((a,t)), f((b,s))) < e. Entonces f((a,t)) € V*(F((B,t))). Por tanto,
F((A,t)) € VH(F((B,t))). De manera similar f((B,t)) C V*(F((A,t))). Fi-
nalmente, H(F'((A,t)), F((B,t))) < £. De donde F es continua.

Q.E.D.

El siguiente teorema es [30, Theorem 1], presentamos una prueba diferente. El
resultado sera de utilidad para demostrar el Teorema 2.2.29.

Teorema 2.2.28. Si X es un continuo no degenerado y suave por arcos en el
punto p, entonces 2% es suave por arcos en {p}.

Demostracion. Por la Observacion 1.1.85, tenemos que X es libremente contraible
en el punto p € X. Entonces existe una homotopia R : X x [0,1] — X tal que,
para toda z € X:

(1) R((#,0)) = p,

(2) R((z,1)) =z y

(3) R((R((x,s)),t)) = R((xz,min{s,t})), para cualesquiera s y ¢ en [0, 1].

Si definimos G = 2% x [0,1] — 2% como G(A,t) = {R((a,t))|la € A},
por el Lema 2.2.27, tenemos que G esta bien definida y es continua. Ademas,
para cada A € 2% G((A4,0)) = {p}, G((A,1)) = A. Por definicién, si s y ¢
estan en [0, 1], tenemos que G((G((A, s)),t)) = {R((b,))|b € G((A, s))}, entonces
b= R((a,s))cona € A, porloque G((G((A,s)),t)) ={R((R((a,s)),t))|a € A} =
{R((a, min{s,t})|a € A} = G((A, min{s,t})).

De esta manera, se tiene que, 2% es libremente contraible y, por la Observa-

cién 1.1.85, 2% es suave por arcos en {p}.
Q.E.D.

Teorema 2.2.29. Sea X un continuo no degenerado y suave por arcos. Entonces
2X es suave por arcos.
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Demostracion. Usando la funcién G definida en la demotracién del Teorema
2.2.28, podemos definir la funcién K : 22X x [0,1] — 2 como sigue:

¢ (G(((¢")H(x), 1)), six #C™Y
K((x,t) =
cnX, siy =C¥.

Por [20, Theorem 4.3, pag. 126] K es una funcién continua. Ademds, para cada
Y €25, K((x,0)) = ¢, K((x, 1)) = x.

Veamos que K((K((x,s)),t)) = K((x,min{s,t})), con sy t en [0, 1]. Conside-
remos primero que x = C"¥. En este caso, por definicién, K((K((C"X,s)),t)) =
K((C™X 1)) =C™ = K((C™X, min{s,t})).

Ahora, supongamos que Y # C"*. Observemos que K((K((x,s)),t)) =
E((g"*(G(((¢"*)7(x),9))),)). Ademds, notemos que si G(((¢"*)(x),s)) =
C.(X), entonces K((K((x,s)),t)) = C"¥ y, como min{s,t} < s, resulta que
K((x,min{s,t})) = C™*. Por lo que K((K((x,s)),t)) = K((x,min{s,t})). Asi,
supongamos que G(((¢"*)7'(x),s)) # Cn.(X). De donde, se tiene que
K((¢"*(G(((¢"¥) 1 (), 8))): ) = " (G(((¢"F) g (G(((¢"*) 1 (X): 9)))), 1)),
ya que q”X|QX\Cn(X) es un homeomorfismo (Observacién 2.2.3). Asi, obtenemos
que:

" (G((@) @ (G((d" )00, ). 1) = ¢ (GG (@) T (1) 5)). 1))

Pero, por las propiedades de G, tenemos que ¢"*(G((G(((¢"*)71(x),9)),t))) =
¢"*(G(((¢"*) " (x), min{s, t}))) = K((x, min{s, })).
Entonces 25X es libremente contraible y, por la Observacién 1.1.85, 22 es suave

por arcos en C"X.
Q.E.D.
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Capitulo 3

Funciones inducidas

3.1. Varias clases de funciones

A continuacién daremos las definiciones de varias clases de funciones para las
cuales encontramos resultados relacionados con las n-suspensiones.

Definicién 3.1.1. Diremos que una funcién continua entre continuos f: X — Y
es atdmica si para todo subcontinuo K de X, tal que f(K) es no degenerado,
tenemos que f7(f(K)) =K.

Observacion 3.1.2. Toda funcién atémica es mondtona [40, Theorem 8.1.24].

Ejemplo 3.1.3. Sea X el espacio definido en coordenadas polares en el Ejem-
plo 1.1.35, es decir X = {(1+¢7%,0)|0 > 0}US". Definamos f : X — [0,1] de la
siguiente manera: si z € S1, entonces f(z) =0y, si z = (1 +e7% ), para alguna
0 > 0, entonces f(x) = e ?. La funcién f es una funcién atémica.

Observacién 3.1.4. Sea X = ({0} x [-1,1]) U {(z,sen (1)) € R*z € (0, 2]},
la curva del topdlogo (Ejemplo 1.1.46). Notemos que la funcién f: X — [0, 1],
definida como f((z,y)) = x, es una funcién atémica.

Definicién 3.1.5. Sean X y Y dos continuosy f : X — Y una funcién continua.
Diremos que f es débilmente confluente si para cada subcontinuo () de Y, existe
una componente K de f~1(Q) tal que f(K) = Q.

Ejemplo 3.1.6. Sea f una funcién con dominio [0, 1] dada por

z-sen(L), size(0,1];

0, siz=0.

Entonces f es una funcion que, restringida a su rango, es débilmente confluente.
La siguiente grafica muestra el comportamiento de la funcion:

41
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TANEA
KAV
Figura 3.1. Grafica de la funcién f

Ejemplo 3.1.7. Se sabe que toda funcién continua y suprayectiva de un continuo

en un continuo tipo arco es débilmente confluente [40, Theorem 2.4.22 y Theorem
2.4.25].

Definicién 3.1.8. Sean f : X — Y una funcién continua y suprayectiva entre
espacios métricos y £ un nimero real positivo. Diremos que f es una e-funcion si
para toda y € Y, didm(f~(y)) < e.

Observacion 3.1.9. Es claro que un homeomorfismo es una e-funcién, para toda
e > 0.

A continuacién daremos un ejemplo de una e-funcion.

Ejemplo 3.1.10. Consideremos el continuo definido en coordenadas polares dado
en el Ejemplo 1.1.35, X = S*U{(1 +¢e79,6)|0 > 0} . Sea ¢ > 0 y definamos
A = Clgz(V.(S')) N X. Supondremos que ¢ es tal que B = X \ V.(S!) # 0.
Entonces B es un arco, X = AU By AN B consta de un tnico punto (1 + e, n),
para alguna n > 0. Llamaremos Y al espacio que consta de la unién de S' con un
arco L tal que S'NL = {(1,n)} y (1,n) es un punto extremo de L (ver Figura 3.2).
Sea f: X — Y la funcién tal que, si (r,0) € A, entonces f((r,0)) = (1,0) v f|s
es un homeomorfismo entre B y L de manera que f((1+¢€7, 1)) = (1,n). Entonces
f es una e-funcién.

Definicién 3.1.11. Sean X y Y dos continuos y f una funcién continua y su-
prayectiva entre ellos, f serda llamada refinable si para toda € > 0, existe una
e-funcién g : X — Y tal que dy(f(x),g(x)) < € para toda x € X.

Ejemplo 3.1.12. Consideremos la curva del topdlogo (Ejemplo 1.1.46):

X = ({0} x [-1,1)) U {(x,sen G)) c R?z € (0, ﬂ } .

Como X es un subespacio de R?, podemos considerar la funcién proyeccién en la

primera entrada restringida a X, f : X — |0, %], ie., f((a,b)) = a, la cual es
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Figura 3.2. Espacio Y en el Ejemplo 3.1.10

continua. Probaremos que f es una funcién refinable. Sean ¢ > 0 y n € N tales
34-4n)mw ,

m % = —1, asi que(m,—l) € X. Sean
g1+ X — [—1,1] dada por g} ((a, b)) = b (la proyeccion en la segunda coordenada
de R? restringida aX)yh:[-1,1 — |0, m] un homeomorfismo tal que
h(—1) = (3+4n) y h(1) = 0. Definamos g1 = hogj y g : X — [0,2] con la
siguiente regla de correspondencia:

g((a,b)) = {.Zl((a, b)), siac€l0, m]:

: 2 2
Sl ac [m, ;]

que < e. Notemos que sen (

Veamos que g estd bien definida como funcién pues, si (a,b) € X es tal que
a = m, entonces b = —1 y tenemos gi((a,b)) = h o gi((

_ 2
h(_l) T (3+4n)m
que fue dividido su dominio. Obervemos que, cuando a € [m, ;] g coincide
con la funcién proyeccién en la primera entrada, la cual es continua, ademas, por
construccion, g; es continua. De esta forma g : X — [0, 2] es una funcién conti-
nua. Ahora veremos que g es una e-funcién. Como g restringida a {(a,b) 6 Xla €
—(3+Zn)ﬂ 7r]} es un homeomorfismo entre {(a,b) € X|a € (3+4n o 2Ny [ 3+4n -, %],
sélo nos fijaremos en las preimagenes bajo g de los elementos en |0, (BJFT} Si
t €0, m] entonces g~ (t) = (¢7) " (h~1(¢)). Como ¢ es la proyeccién en la
segunda entrada, se sigue que, si (a, b) € g7'(t), b = h™1(t) y, por la restricciéon
de g, a € [0, m]. Tomemos a # a’ tales que {(a, h=1(t)), (a, h=1(t))} C g~ 1(t).
Entonces dgz((a, h=(t)), (a,h"(t))) = |a — d| < m < . Por lo ante-
rior, didm(g~'(¢)) < e, para toda ¢ € [0,2]. Consecuentemente g es una e-
funciéon. Como f((a,b)) = g((a,b)) en {(a, b) € Xla € [+2+, 2]}, nos fijare-

(B+4n)m’ w
mos en la distancia entre ambas funciones en {(a,b) € Xla € [0, (3+4n —=—|}. En
Entonces

2 -1)) =
(3+4n)m>
= a, por lo que g coincide en la interseccion de las partes en las

este caso, tanto f((a,b)) como g((a,b)) son elementos de |0, (3+4n)ﬂ]

d(f((a,b)),g((a,b))) < (3+4n)ﬂ < €. Asi, concluimos que f es una funcion refina-
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ble.

Definicién 3.1.13. Sean X y Y dos continuos y f una funcién continua y supra-
yectiva entre ellos, f serd llamada mondtonamente refinable si para toda £ > 0,
existe una e-funcién monétona g : X — Y tal que dy (f(z), g(x)) < &, para toda
xeX.

Notemos que la funcién f que definimos en el Ejemplo 3.1.12 no es monéto-
namente refinable. A continuacién veremos un ejemplo de una funcién mondétona-
mente refinable.

Ejemplo 3.1.14. [31, Example 1] Sea S = {a,, }men una sucesién de nimeros
naturales tal que, para todo n € N, existen una cantidad infinita de elementos
en S iguales a n. Definiremos los siguientes subconjuntos de R?, expresados en
coordenadas polares:

> 1

L={(r0l0<r=<1}U (U{(T,O)V =¥ —5 <0< 0})
j=1

y, para cada entero positivo ¢, T; es la union de {(r L)

) 21
la forma {(Z;,6)

27

0<r< %} con a; arcos de

% <9< 2% + Qi}, con j > 7. Definimos el continuo X = -QOTZ"
La siguiente figura da una ilustracién de X en donde a; =2, a3 =3 y a3 = 1:

Continuo X = |J T;.

=0

(o0}
SeanY = | T,y f: X — Y la funcién que se comporta como la identidad en
i=1
los elementos en Y y al conjunto 7} lo identifica con (0,0). Entonces la funcién
f es una funcién mondtonamente refinable. Para ver esto, sean ¢ > 0 y n el

nimero de arcos en Ty de la forma {(r,0)|r = &, — & <6 <0} de didmetro

mayor a €. Sea {am, }ren C S tal que a,,, = ny didm(7,, ) < 5, para toda
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k € N. Asi, por construccién, para toda k € N, T, posee n arcos de la forma
{(21],9)| s <60 < 1 + Qa%k}, con j > @, . Definimos a la funcién f. : X — Y

que se comporta como la identidad en Y\ (To U <U Ta%)) y a cada T, lo
k=1

manda de manera homeomorfa a T, ., dejando fijo a (0,0). La imagen de Ty,
bajo fe, es Tp,, de la Slgmente manera: primero identifiquemos a cada arco de
la forma {(r, O)|7" =&y — 5 <0 <0}y de didmetro menor que € en el punto
(21] ,0), después de aplicar a Tj este movimiento, lo que nos queda es la unién de la
recta de (0,0) a (1,0) con los n arcos de la forma {(r,0)|r = & y — <6 <0} de
didmetro mayor a €. Por tltimo, a este conjunto lo podemos mandar, de manera
homeomorfa a Ty, , dejando a (0 0) fijo. La preimagen de los puntos de Y bajo f.
son puntos o arcos, por lo que f. es mondtona. Notemos que los tinicos conjuntos
del dominio de f. donde ésta no es inyectiva son los arcos en Ty de la forma
{(r,0)|]r = 2% — 2% < 6 <0} y de didmetro menor que ¢, los cuales van a dar,
cada uno, a un punto pero al tener didmetro menor que €, f es una e-funcion.
Para ver que d(f(x), f-(z)) < €, consideremos 3 casos:

Caso (1). €Y\ (TO U @1 Tamk>).

En este caso se tiene que f(x) = f.(x).

Caso (2). v €T, , para alguna k € N.

Aqui, resulta que f.(z) € Ty - Como didm(Ty,, ) < §, para toda [ € N,
tenemos que d(f(x), f-(z)) < d(z,(0,0)) —i— d((0,0), fo(z)) < 5+ 5 =«

Caso (3). Si z € Ty, f(z) = (0,0) € anl y feo(w) €Ty, -

Como diam(Ty,, ) < 5, d(f(z), f-(z)) <
Concluimos que f; es una e-funciéon monétona, tal que dy (f(z), f-(z)) < ¢, para
toda x € X. Por tanto, f es una funcién mondétonamente refinable.

Definicién 3.1.15. Diremos que una funcién continua y suprayectiva entre con-
tinuos f : X — Y es un casi homeomorfismo si para todo € > 0 existe un
homeomorfismo h : X — Y tal que dy (f(z), h(x)) < &, para todo x € X.

A continuacién un ejemplo de casi homeomorfismo.

Ejemplo 3.1.16. Consideremos la funcién f : [0,1] — [0,1] definida como
sigue: la grafica de f restringida al intervalo [0, 2] es el segmento de recta que
va de (0 0) a (é 1); restringida al intervalo [3, 2] es el segmento de recta que
va de (% 7 2) a (3, l) y restringida al intervalo [ , 1] es el segmento de recta que
va de (3, 2) a (1,1). Notemos que f no es un homeomorﬁsmo pero, dada ¢ > 0,
podemos considerar la funcién A : [0, 1] — [0, 1] definida como sigue: la grafica de
h restringida al intervalo [0, 5] es el segmento de recta que va de (0,0) a (3,5 —3);
restringida al intervalo [3, 3] es el segmento de recta que vade (3,3 —5) a (3, 5+5)
y restringida al intervalo [ 1] es el segmento de recta que va de (%, %+ 5)a(l,1).
Es claro que h es un homeomorﬁsmo y que d(f(x), h(z)) < €, para toda x € [0, 1].
Asi, f es un casi homeomorfismo. La siguiente imagen muesta las graficas de las

funciones f y h.

'3
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Definicién 3.1.17. Diremos que una funcién continua y suprayectiva entre conti-
nuos f : X — Y es casi mondtona siempre que f~1(Q) sea conexo para cualquier
subcontinuo @ de Y tal que Inty(Q) # 0.

Por definiciéon, toda funcién monétona es casi monétona. A continuacién, mos-
tramos una funciéon casimonoétona que no es mondtona

Ejemplo 3.1.18. [15, Remarks 2.3 (a)] Sea:

X = ({0} x [—1,1])U{(x,sen (é)) e Rz € (0,%”;

i.e., X es la curva del topdlogo (Ejemplo 1.1.46). Entonces la funcién cociente que
identifica a los puntos (0, —1) y (0, 1) en uno solo (ver Figura 3.3), es un ejemplo
de una funcién casi mondtona que no es monotona.

Definicién 3.1.19. Diremos que una funcién continua y suprayectiva entre con-
tinuos f : X — Y es fuertemente libremente descomponible si cada vez que A
and B sean subcontinuos propios de Y tales que Y = A U B, se sigue que tanto
f7Y(A) como f~}(B) son conexos.!

Ejemplo 3.1.20. [15, Remarks 2.3 (b)] Consideremos el circulo unitario S' =
{(x,y) € R*|z* + y*> = 1}. Entonces la funcién proyeccién en el eje X restringida
a S! es una funcién fuertemente libremente descomponible.

Definicién 3.1.21. Diremos que una funcién continua y suprayectiva entre con-
tinuos f : X — Y es libremente descomponible si cada vez que A y B sean
subcontinuos propios de Y tales que Y = AU B, existen dos subcontinuos propios

A"y B' de X tales que X = AUB', f(A)C Ay f(B') C B.

Las funciones fuertemente libremente descomponibles (strongly freely decomposable) tam-
bién son conocidas como funciones débilmente monotonas (feebly monotone) en la literatura.




3.1. VARIAS CLASES DE FUNCIONES 47

Figura 3.3. Imagen del continuo X del Ejemplo 3.1.18

Observacion 3.1.22. Es facil notar que toda funcion fuertemente libremente
descomponible es libremente descomponible.

El ejemplo que presentamos a continuacién es de una funcién libremente des-
componible pero no fuertemente libremente descomponible.

Ejemplo 3.1.23. [9, Example 2.1] Sea K = {t € [-1,1]|t = £1 o bient =
+., para alguna n € N}. Sea X el cono sobre K. Definimos Y como
X/{(—1,0),(1,0)}. Si f es la funcién cociente de X en Y, entonces f es libre-
mente descomponible pero no fuertemente libremente descomponible.

Definicién 3.1.24. Una funcién continua y suprayectiva f es abierta si para cada
subconjunto abierto U de X, f(U) es un subconjunto abierto de Y.

Definicién 3.1.25. Una funcién continua y suprayectiva f es casi abierta si para
cualquier punto y de Y, existe z € f~(y) tal que y € Inty(f(U)) para cada
subconjunto abierto U of X con xz € U.

Observaciéon 3.1.26. Es claro que toda funcién abierta es casi abierta. El Ejem-
plo 3.1.27 muestra una funcién casi abierta que no es abierta.

Ejemplo 3.1.27. [51, pag. 52] Consideremos la funcién f : [0,1] — [0, 1] dada
por f(z) =2z para x € [0,3], f(z) =1 —x parax € [}, 2] y f(z) = 22 — 1 para

T € [%, 1]. La grafica de esta funcién se ve como la siguiente imagen.
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Definicién 3.1.28. Diremos que una funcién continua y suprayectiva es casi
interior siempre que para cada y € Y, cualquier componente C' de f~(y) y cada
subconjunto abierto U de X con C' C U, se tiene que y € Inty (f(U)).

Observacién 3.1.29. Es fécil ver que toda funcién casi abierta es casi interior,
no obstante, no toda funcién casi interior es casi abierta. La funcién f del Ejem-
plo 3.1.16 es un ejemplo de funcion casi interior pero que no es casi abierta.

Definicién 3.1.30. Sean X y Y continuos. Se dice que una funcién continua y
suprayectiva f: X — Y es una C'E-funcion siempre que para cualquier elemento
yde Y, f~1(y) tenga forma trivial.

Definicién 3.1.31. Una funcién continua y suprayectiva sera llamada funcion
OM siempre que existan una funcién abierta g y una funcién mondtona h de tal
forma que f = goh.

Observacién 3.1.32. Observemos que, por [40, Theorem 8.1.10], tenemos que
una funcion f es OM siy sélo si f is casi interior.

Incluimos la prueba de la siguiente proposicion para conveniencia del lector.

Proposicién 3.1.33. [12, Proposition 6.13] Sean f: X =Y yg: Z — W funcio-
nes continuas entre continuos tales que existen funciones monotonas q1: X — Z vy
q2: Y — W, donde qao f = goqy. Supongamos que A es cualquiera de las siguien-
tes clases de funciones: casi mondtonas, libremente descomponibles, mondtonas,
OM, casi interiores o fuertemente libremente descomponibles. Si f pretenece a A,
entonces g también pertenece a A.

Demostracion. Supongamos que f es casi mondtona y sea () un subcontinuo de W
tal que Inty (Q) # 0. Como gy es una funcién monétona, ¢, *(Q) es un subcontinuo
de Y tal que Inty (g, '(Q)) # 0. En consecuencia, f~'(g,'(Q)) es un subcontinuo
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de X. Notemos que q;(f (¢ '(Q))) = ¢ Q). De esta forma, g~1(Q) es un
subcontinuo de Z y g es casi mondtona.

Supongamos que f es casi interior. Observemos que, como ¢, es monotona,
por [40, Corollary 8.1.9], ¢o es casi interior. De donde, por [40, Theorem 8.1.7],
¢2 o f es casi interior. Ahora, como g2 o f = g o q1, por [40, Theorem 8.1.13], g es
casi interior. Ademas, por la Observacion 3.1.32, g es OM.

Si f pertenece a A, donde A es libremente descomponible, mondtona, casi
monoétona o fuertemente descomponible entonces go o f pertenece a A ya que
g2 € A, y por [40, Theorem 8.1.7] y [8, Propositions 4.1, 4.3 and 4.4]. Como
g2 0 f =goq, por [40, Theorem 8.1.13 y Remark 8.1.14], g pertenece a A.

Q.E.D.

3.2. Funciones Inducidas

En esta secciéon vamos a encontrar resultados relacionados con funciones en-
tre m-suspensiones de hiperespacios que seran contruidas a partir de funciones
definidas entre los continuos originales. Dichos resultados estaran enfocados a
propiedades de las funciones que sean preservadas a su funcién inducida.

Definicién 3.2.1. Sea f : X — Y una funcién continua entre continuos. En-
tonces a la funcién 2/ : 2% — 2Y dada por 2/(A) = f(A) la lamaremos funcién
inducida por f entre los hiperespacios de compactos de X y Y. Por [40, Theorem
8.2.2], las funciones inducidas entre hiperespacios de compactos son continuas.

Definicién 3.2.2. Sea A € 22" Definimos o(A) = |J{A|4 € A}.

Observacién 3.2.3. La funcién o : 22° — 2% en la Definicién 3.2.2 es continua,
por [40, Lemma 1.8.11].

El siguiente resultado es [32, Lemma 3.1], incluimos una prueba para beneficio
del lector.

Lema 3.2.4. Sea X un continuo. Si A es un subcontinuo de 2% y A € A, entonces
A intersecta a cada componente de o(A).

Demostracion. Sean A un subcontinuo de 2% y A € A. Por [40, Lemma 1.8.11],
o(A) € 2%. Supongamos que existe una componente C de o(A) tal que CNA = (.
Por [40, Theorem 1.6.8], existen dos subconjuntos cerrados y disjuntos K y L de
X tales que o(A)=KUL AC Ky CC L.
Definamos los conjuntos K = (K) N Ay £ = (X, L) N .A. Asi, tenemos que
K v L son dos cerrados ajenos de 2% cuya unién es A. Pero esto contradice la
conexidad de A. Luego, C' debe intersectar a A.
Q.E.D.
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Lema 3.2.5. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos y K
un subcontinuo de Y. Si L es una componente de f~'(K), entonces 2F es una
componente de (27)71(2K).

Demostracion. Si A € 2%, entonces f(A) es un compacto contenido en K. Asf
2/(2L) c 2K. Sea L la componente de (27)71(2%) que contiene a 2L. Notemos
que f(IJL) C K. Por el Lema 3.2.4, L intersecta a cada componente de | J L. De
esta manera, como L es conexo, | J £ es conexo y, como L es una componente de
fYK), L=L. Por tanto, 2 = L.

Q.E.D.

Definicién 3.2.6. Sean f : X — Y una funcién entre continuos no degenerados
y n un entero positivo. Entonces a la funcién 27 : 2X — 2 dada por:

¢ (21 (") (A))), st A#C;
21(A) =
CnY7 si A= CnX’
se le llamard funcion inducida entre las n-suspensiones de X y Y.

Lema 3.2.7. Sean f : X — Y una funcion continua entre continuos no degene-
rados y n un entero positivo. Entonces 2! es una funcién continua y el diagrama

f
2X 2 2Y
an qny (*)
2% f 2
2

conmuta.

Demostracion. Por [20, Theorem 4.3, pdg. 126], 2/ es continua y, por construccién,

el diagrama conmuta.
Q.E.D.

Teorema 3.2.8. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos mno
degenerados y m un entero positivo. Entonces (2{)71(C"Y) es arcoconero o un
punto.
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Demostracion. Supongamos que x € (2/)71(C™) \ {C"*}. Entonces, por el Le-
ma 3.2.7, tenemos que 2/ ((¢"*)7(x)) € C.(Y). Como (¢"™*)~1(x) es un compac-
to de X, existe un arco de orden 7: [0,1] — 2% tal que v(0) = (¢"*)"*(x) vy
(1) = X [43, Theorem (1.8)]. De esta manera o = 2/ o es un arco en 2V tal
que a(0) € C,(Y), reparametrizando si es necesario, podemos suponer que « es
un arco de orden. Entonces, por [16, Proposition 2.6], «([0,1]) C C,(Y), por lo
que ¢"¥ o a([0,1]) = {C"Y'}. Tenemos que 1 = ¢"¥ o es un arco en 2 que une a
x con C™X y tal que 2/ o n([0,1]) = {C"Y'}. Por lo tanto, n([0,1]) C (2/)~1(C™).
Finalmente (27)~1(C"Y) es arcoconexo.

Q.E.D.

A continuacion daremos resultados relacionados con la inyectividad y la supra-
yectividad de las funciones continuas entre continuos y sus funciones inducidas a
sus n-suspensiones. También daremos un teorema que caracteriza a las funciones
inducidas por homeomorfismos.

Lema 3.2.9. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos no dege-
nerados y n un entero positivo. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) f es inyectiva;
(2) 27 es inyectiva;
(3) 2/ es inyectiva.

Demostracion. Supongamos que f es inyectiva. Si A y B son dos compactos dis-
tintos de X, entonces, sin perder generalidad, existe z € A\ B. De esta manera
z € f(A)\ f(B). Luego, f(A) # f(B); ie., 2/(A) # 2/(B) y, en consecuencia, 27
es inyectiva.

Supongamos que 2/ es inyectiva y que tenemos dos elementos distintos y y ¥
en 2X. Entonces, sin perder generalidad, supondremos que y es distinto a C™.
También, sin perder generalidad, existe z € (¢™*)~(x) \ (¢"*)~1(¢)). Como 27 es
inyectiva, de manera analoga al parrafo anterior, 2/((¢"*)~1(x)) v 2/ ((¢"*)~*(¢))
son elementos distintos en 2¥. Ademas 2/ () # C™. Por tanto 2/ (x) # 2/ (¢) y
2/ es inyectiva.

Por 1ltimo, supongamos que 2/ inyectiva y sean a y b elementos distintos
en X. Consideremos n puntos distintos entre si ,...,x,.1 en X \ {a,b}. De
esta manera, A = {a,xq,..., 2411} y B = {b,z2...,2,,.1} son dos elementos
distintos en 2% \ C,(X). Asf 2/(¢"*(A)) # 2/(¢"*(B)) y, por el Lema 3.2.7,
Y (f(A)) # ¢V (f(B)). De esto se sigue que f(A) € 2V \ C,(Y), por lo tanto,
f(A) € Fria(Y), entonces f(x2),. .., f(x,4+1) son elementos distintos dos a dos. De
manera andloga, f(B) € F,41(Y). Tenemos que f(A) y f(B) coinciden en todos

los elementos f(z3),..., f(zne1) , pero f(A) # f(B). Por tanto, f(a) # f(b).
Q.E.D.
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Lema 3.2.10. Sean f: X — Y una funcion continua entre continuos no dege-
nerados y n un entero positivo. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) f es suprayectiva;
(2) 2/ es suprayectiva;
(3) 2! es suprayectiva.

Demostracion. Supongamos que f es suprayectiva. Si L es un compacto en Y, al
ser f continua y X un compacto, f~!(L) es un compacto en X. De esta manera
2/ (f~Y(L)) = f(f~Y(L)) = L. Asi, 27 es suprayectiva.

Supongamos que 2/ es suprayectiva. Como ¢"¥ es suprayectiva, 2/ o ¢"¥ es
suprayectiva. Sabemos que el diagrama (*) del Lema 3.2.7 conmuta, i.e., 2/ og™Y =
2/ 0 ¢"Y. Por tanto, 2/ o ¢"¥ es suprayectiva y 2/ es suprayectiva.

Finalmente, supongamos que 2/ es suprayectiva y sean y € Y ¥ 42, ..., Yns1
n puntos distintos en Y \ {y}. Entonces L = {y,y2,...,yn} € 2Y \ C,(Y) v
¢V (L) # C™Y. Por hipétesis, existe x € 2% tal que 2/(x) = ¢"¥(L). Como
L ¢ C,(Y), por el Lema 3.2.7, se tiene que 2/ (¢"*)"1(x)) = {y,v1,...,yn}. De
esta manera, existe un elemento en (¢"*)~!() cuya imagen bajo f es y. Asi f es

suprayectiva.
Q.E.D.

Teorema 3.2.11. Sean f: X — Y wuna funcion continua entre continuos no
degenerados y n un entero positivo. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(1) f es un homeomorfismo;
(2) 27 es un homeomorfismo;
(3) 2/ es un homeomorfismo,
(4) 2/ es atémica;
(5) 2/ es atomica.

Demostracion. Notemos que el hecho de que (1), (2) y (3) sean equivalentes se
sigue de los Lemas 3.2.9 y 3.2.10 y del hecho de que toda funcién inyectiva entre
un compacto y un espacio Hausdorff es un homeomorfismo [49, Theorem 17.14].

Para ver que (1) implica (5), supongamos que f es un homeomorfismo. Como
(1) y (3) son equivalentes, 2/ es un homeomorfismo y, por tanto, atémica. De
manera similar, podemos ver que (1) implica (4).

Si 2/ es atémica, como 25X es arcoconexo (Observacion 2.2.2), 2/ es homeomor-
fismo [40, Corollary 8.1.26] y, como (1) y (3) son equivalentes, f es un homeomor-
fismo. De manera analoga, si 2/ es atémica, como 2% es arcoconexo [43, Theorem
(1.13)], 2/ es un homeomorfismo [40, Corollary 8.1.26], por lo que f es un homeo-
morfismo ((2) y (1) son equivalentes). Lo que completa la prueba.

Q.E.D.
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La equivalencia entre la monotonia de f y 2/ fue originalmente probada en [32,
Theorem 3.2], nuestra prueba es diferente y la incluimos por completez.

Teorema 3.2.12. Sea f : X — Y wuna funcion continua. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) f es mondtona;
(2) 27 es monétona;
(3) 2/ es mondtona.

Demostracién. Supongamos que f es monétona. Sea A € 2¥ y consideremos L €
(2/)71(A). Entonces para cada componente C' de L, existe una componente E¢ de
A tal que C C f~'(E¢). Como f es monétona, f~!(E¢) es conexo y, por tanto,
existe un arco de orden a¢: [0, 1] — 2% tal que ac(0) = Cy ac(1l) = f~1(E¢) [43,
Theorem (1.8)]. De esta manera, si £ es el conjunto cuyos elementos son las
componentes de L, podemos definir v(t) = |J ac(t). Asi, v es un arco en 2% de
cer

La f~'(A). Como, para cada t € [0,1], L C y(t) C f~'(A) y f(L) = A, tenemos
que f(y(t)) = A, para toda t € [0,1]. Asi v([0,1]) C (2/)71(A) y (29)71(A) es
arcoconexo. De donde, 2f es monétona.

Supongamos que 2/ es monétona. Sabemos, por la Observacién 2.2.3, que ¢"¥
es mond6tona. Asf, ¢"¥ 02/ es monétona [40, Theorem 8.1.7]. Como el diagrama (*)
del Lema 3.2.7 conmuta, 2/ 0 ¢"X es monétona. De esta manera, por [40, Theorem
8.1.13], 2/ es mondtona.

Para probar que (3) implica (1), supondremos que f no es monétona. Entonces
existe y € Y tal que f~!(y) es disconexo. Sean A y B dos componentes distintas
de f~!(y), a y b puntos en A y B, respectivamente, y xa, . .., T, puntos distintos
en X \ (AU B) tales que f(x;) # f(x;), para cualesquiera iy jen {2,...,n+1}.
Para cada j € {2,...,n+ 1}, C; sera la componente de f~(f(x;)) que contiene
axy.

Consideremos los siguientes conjuntos:

n+1

Elz{DEQXDC<Uij)UA,DﬂCj%@paratodajG
=

{2,...,n+1}meA7é®}y

n+1
Egz{DGQXDC ( U C})UB,DOC’]-#@paratodajE
j=2

{2....n+ 1}y DNB #0}.

Notemos que ambos conjuntos son distintos y £; es conexo pues cualquier elemen-
n+1

to en él puede ser unido mediante un arco de orden con ( U C}) UA [43, Theorem

j=2

(1.8)]. De manera andloga, L5 es conexo.
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Veremos que £; también resulta ser una componente de (2/)"*({y, f(x1),...,

f(rn41)}). Si K fuera la componente de (27)~1({y, f(z1),..., f(xns1)}) que con-
n+1
tuviera a L;, entonces | J £, C |JK. Como K es conexo y ( U Cj) UAe K, UK

=2
tiene exactamente n + 1 componentes en X, por el Lema 3.5.4 y porque, para y o
f(x;), paracada j € {2,...,n+1}, existe una componente de | J K que, bajo f, va
a dar a tal elemento. De esta forma, cada componente de | J K se queda contenida
en A o en C}, para alguna j € {2,...,n+ 1}, pues, por construccién, A y C; son
componentes de f~*({y, f(z1),..., f(zni1)}), paratoda j € {2,...,n+1} y cada
uno intersecta a una componente de | J K. Asi, si L € K, tenemos que L intersecta
a cada componente de | J K (Lema 3.2.4), por tanto L C |J £ y L intersecta a cada
componente de | J L1, de donde L € Ly, luego K C L; y, finlamente, K = L;. Por
lo que £; es una componente de (2/)~'({y, f(z1),..., f(rns1)}). Andlogamente,
se tiene que L, es una componente de (27)71({y, f(z1),..., f(xns1)}). De esta
manera, (2/)"({y, f(z1),..., f(r,41)}) consta de al menos dos componentes.

Como {y, f(z1),..., f(xns1)} € 2¥ \ Co(Y) y tanto £, como Ly son subcon-
juntos de 2% \ C,(X), por la Observacién 2.2.3 y el Lema 3.2.7, tenemos que
O g™ {y, f(x1),..., f(xni1)})) tiene al menos dos componentes. Asf, 2/ no
es monotona.

Q.E.D.

Como consecuencia de la Proposicion 3.1.33, tenemos que:

Corolario 3.2.13. [12, Corollary 6.14] Sean X y Y continuuos, n un nimero
entero positivio y f: X — Y una funcion continua débilmente confluente. Supon-
gamos que A es cualquiera de las siguientes clases de funciones: casi mondtonas,
libremente descomponibles, mondtonas, OM , casi interiores o fuertemente libre-
mente descomponibles. Si 27 pretenece a A, entonces 2! también pertenece a A.

Ahora vamos a trabajar con funciones relacionadas con métricas.

Teorema 3.2.14. Sean X y Y dos continuos no degenerados y g y f funciones
continuas de X en'Y, n un entero positivo y € > 0. Consideremos los siguientes
enunciados:

(1) dy(f(x),g(x)) <e, para toda x € X;
(2) Hy(2/(A),29(A)) < &, para toda A € 2%;
(3) pay (21 (x), 24(x)) < e, para cada x € 2.

Entonces (1) y (2) son equivalentes y (2) implica (3).

Demostracién. Para ver que (1) implica (2), consideremos A € 2%. Sabemos que,
para toda a € A, dy(f(a),g(a)) < e. De esta manera f(A) C V.(g(A)). Similar-
mente, resulta que g(A) C V.(f(A)), luego Hy (27 (A),29(A)) = Hy (f(A), g(A)) <
e. Ahora, supongamos (2). Sea x € X. Por hipétesis, Hy (2 ({z}),29({x})) < &,
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por la Observacion 1.1.70 y por la definicién de funcién inducida (Definicién 3.2.1),
tenemos que dy (f(x),g(x)) < e.

Volvamos a suponer (2) para probar (3). Sea x € 2. Entonces tenemos dos
casos:

Caso (1). 2/(x) = 29(x) =C"Y.
En este caso poy (2/(x),29(x)) =0 < e.

Caso (2). Alguna de las funciones manda a y a un elemento distinto de C™Y".

Sin perder generalidad, supondremos 29(x) # C". Por como estan defi-
nidas las funciones inducidas a las m-suspensiones, tenemos y € 2X \ {C"X}.
De esta manera, existe A € 2% \ C,(X) tal que ¢"*(A) = x y, por hipétesis,
Hy (27 (A),29(A)) < e. De aqui tenemos otros dos casos:

Caso (2.1). 2/(x) =C"Y.

En este caso 2/(A) € C,(X). Como el diagrama (*) del Lema 3.2.7 conmu-
ta, se tiene que (¢"") 1 (2](x)) = Ca(Y) ¥ (¢") 71 (25(x)) = {2°(4)}. Ademds,
como Hy(27(A),29(A)) < e, resulta que 29(A) € V¥ (C,(Y)). Asi, C,(Y) C
VI (C,(Y)U{29(A)}) y C.(Y)U{29(A)} C VHY( »(Y)). De donde se sigue que,
pay (21(x), 28.(0) = H(&(2 (X)), (25 (X)) = HY (Ca(Y), Ca(Y)U{29(A)}) < e.

Caso (2.2). 2/(x) #C"Y.
Para este caso, se tiene que 2/(A) & C,(Y). Como el diagrama ( ) del Le-
ma 3.2.7 conmuta, obtenemos que (¢"¥)71(2/(x)) = {2/(A)} vy (¢"V)"1(2%(x)) =
{29(A)}. Por hipétesis, Hy(27(A),29(A)) < e, asi que, 29(A) € VHY(2f( ))
y 2/(A) € VI (29(A)). Entonces C,(Y) U {2/(A)} C VI (C,(Y) U {29(A)})
) G(¥) U2} C VI G0 U (). Finalmnte, py (31(0) 21(0) =
M2 (€21 00), Eu(28())) = H2(CulY) U 127(A)},C, (V) U {29(A4)}) < . Lo que
completa la prueba.

Q.E.D.

Notemos que la implicaciéon de (3) para (1) o (2) en el Teorema 3.2.14 no
estd considerada. A continuacién vamos a mostrar que el que dos funciones f y
g cumplan (3) del Teorema 3.2.14 no es suficiente para que dy (f(z), g(z)) < € se
cumpla.

Ejemplo 3.2.15. Sean ¢ > 0, Y el circulo de radio § en R? con centro en (0,0), /4
y Iy las rectas que pasan por (0,0) con pendientes 1 y —1, respectivamente, y x,
Xo, T3 Y T4 seran los cuatro puntos donde se intersectan [y Ul con Y. Cada punto
se encuentra en un cuadrante del plano, asi x;, con ¢ € {1,2, 3,4}, seré el punto

que se encuentre en el cuadrante 7. Llamemos X al cuadrado cuyos vértices son los
3

puntos x; = (\/Lgv\/ig>a Ty = (_\/iga \/L§)7 I3 = (_\/Lgv _\/ig) Yy T4 = (\/Lga _Tg) (Vel“
Figura 3.4). Sean f: X — X lareflexién con respecto a ly y ¢ la funcion identidad
en X. Observemos que para todo subconjunto A de X con mas de dos puntos,
X C V4(A). También notemos que si z € X \ {x1, Tq, x3, 24}, entonces X C VI(z).
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AN R R A((N0)

~\‘ P

\ 2 "‘~,_>.I1//

Figura 3.4. Continuo X

Consideremos n € Ny y € 2X. Si y = C™X, entonces 2/ (y) = C"* = 29 (), por lo
que pox (24 (x), 2%(x)) = 0 < e.Six # C™¥, entonces (¢"*)(x) € 2¥\Cn(X). Asi,
(¢™X)~1() tiene més de 2 puntos de X. Como f y g son inyectivas f((¢"*)~*(x))
v 9((¢™*)71(x)) son elementos de 2% \ C,(X), por lo que también tienen més
de 2 puntos. Asi, X se queda contenido tanto en VX(f((¢"*)*(x))) como en
VA (g((¢")~(x))), por lo tanto, también cualquier subconjunto de X se quedard
contenido en ambos. Asi,

Hx(F((@) 7' (), 9((@F) 7)) < e
Notemos que, como el diagrama (*) del Lema 3.2.7 conmuta, tenemos que
H((@™) T (2h00), (@)1 20(0) < e
De esta manera, por el Lema 2.2.6,
pax (25,(x), 25(x)) = H2(€a(2](X)), £a(25(X))) < .

No obstante, considerando 3, tenemos que d(f(x3), g(x3)) = d(z1,x3) = €, por lo
que la desigualdad no se cumple.
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Teorema 3.2.16. [12, Theorem 6.17] Sean X yY continuos, n un nimero entero
positivo, y f: X — Y wuna funcion suldébilemte confluente. Consideremos los
siguientes enunciados:

(1) f es mondtona;
(2) 27 es una CE-funcion;
(3) 2/ es una CE-funcién.

Entonces (1) y (2) son equivalentes y (3) implica (1).

Demostracion. Notemos que, por [45, Lemma 2.1], (1) y (2) son equivalentes.
Por [40, Remark 8.4.9], las C' E-funciones son mondtonas. En consecuencia, si 2/
es una C'E-funcién, también es una funcion monoétona y, por el Teorema 3.2.12,
f es una funciéon mondétona.

Q.E.D.

El siguiente resultado y su demostracién contienen una parte de [17, Proposi-
tion 2] que hemos incluido para fines de completez de la tesis.

Corolario 3.2.17. Sean X y Y continuos, f : X — Y una funcion suprayectiva
y n € N. Consideremos los siguientes enunciados:

(1) f es un casi homeomorfismo,
(2) 2/ es un casi homeomorfismo;

(3) 2/ es un casi homeomorfismo.

Entonces (1) implica (2) y (3).

Demostracion. Supongamos que f es un casi homeomorfismo. Del Teorema 3.2.10
tenemos que 2/ y 2£ son suprayectivas. Sea € > 0. Entonces, por hipdtesis, existe
un homeomorfismo h : X — Y tal que dy (f(x), h(x)) < ¢, para toda z € X. Por
el Teorema 3.2.11, tanto 2" como 2" son homeomorfismos. Finalmente, usando el
Teorema 3.2.14,

Hy (27 (A),2"(A)) < ¢,

para cada A € 2% y
pax (2500, 2h(x)) <,

para cada x € 2. De esta manera 2% y 2% son casi homeomorfismos.

Q.E.D.

Teorema 3.2.18. [17, Theorem 3] Sean X y Y continuos localmente conexos, n
un numero entero positivo y f: X — Y wuna fucion mondtona. Entonces tanto
2/ como 2! son casi homeomorfismos.
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Demostracion. Como X y Y son continuos localmente conexos, por [43, Theorem
(1.97)] y el Teorema 2.2.24, tenemos que 2%, 22X v 2 son cubos de Hilbert. En
consecuencia, por el Teorema 3.2.16, obtenemos que tanto 2/ como 2£ son CE-
funciones entre cubos de Hilbert. De donde, por [42, Theorem 7.5.7 and Corollary
7.8.4], ambas funciones son casi homeomorfismos.

Q.E.D.

Corolario 3.2.19. Sean X y Y continuos y n un numero entero positivo. Si
f: X — Y es un casi homeomorfismo, entonces tanto 2/ como 2! son débilmente
confluentes.

Demostracion. Por el Corolario 3.2.17, 2/ vy 2/ son casi homeomorfismos. Por su
definicién, los casi homeomorfismos son funciones refinables y, por [24, Corollary

1.1], las funciones refinables son débilemente confluentes.
Q.E.D.

Corolario 3.2.20. Sean X y Y continuos localmente conexos y n un nimero
entero positivo. Si f: X — Y es una funcién mondtona, entonces tanto 2/ como
2/ son débilmente confluentes.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.18, 2/ y 2/ son casi homeomorfismos. Por su
definicién, los casi homeomorfismos son funciones refinables y, por [24, Corollary
1.1], las funciones refinables son débilemente confluentes.

Q.E.D.

Teorema 3.2.21. Sean X y Y continuos no degenerados, f : X — Y wuna
funcién débilmente confluente, n € N y e > 0. Si 2/ es una 5-funcidn, entonces
2/ es una e-funcién.

Demostracion. Seann € 2X\{C™ } y x1 ¥ X2 dos elementos de (2{)~(n). Tenemos
que (¢")~H(n) € 2"\ Cu(X), {(¢"%) 7 (), (@) (x2)} € (21)H((¢™) () y
{(@)7 0), (@) (x2)} € 2%\ Ca(X).

Por hipdtesis 2/ es una £-funcién. Entonces H((¢™) ™ (x1), (¢") " (x2)) < &.
De esta manera, por el Lema 2.2.6, H*(£,(x1),6n(X2)) < 5. es decir pox (x1, X2) <

£

Sean x € (20)71(C™Y)\ {C™*} v A = (¢™¥)~!(x). Notemos que B = 2/(A) €
Cn(Y). Como f es débilmente confluente. tenemos que existe A’ € C,(X) tal que
f(A’) = B. De esta manera {4, A’} C (27)7}(B). Como 2/ es una £-funcién, te-
nemos que H(A, A") = H*({A},{A'}) < § (Observacién 1.1.70). Tenemos {A} C
V%‘(Cn(X)) v Co(X) C V%{(Cn(X) U{A}). Esto implica que H?(&,(C™¥), &.(x)) <
2, es decir pyx (C™X, x) < 5. Por lo que, si x1 y X2 son elementos de (2/)~1(C™),
entonces pox (X1, X2) < €

Q.E.D.

Corolario 3.2.22. Sean X y Y continuos no degenerados, f : X — Y una
funcion débilmente confluente, n un entero positivo y € > 0. Entonces, si [ es
una 5-funcién, entonces 2/ es una e-funcion.
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Demostracién. Si f es una 5-funcion, entonces 27 es una s-funcién [32, Lemma
2.1]. Por el Teorema 3.2.21, 2/ es una e-funcién, lo que completa la prueba.
Q.E.D.

Teorema 3.2.23. Sean X y Y dos continuos no degenerados y n un entero posi-
tivoy f: X — Y una funcion débilmente confluente y refinable. Entonces 2/ y
2/ son refinables.

Demostracion. Sean € > 0. Primero veremos que 2/ es refinable. Como f es
refinable, existe una e-funcién g de X en Y tal que dy (f(z), g(z)) < &, para toda
x € X. Tenemos que 29 es una e-funcién [32, Lemma 2.1] y, por el Teorema 3.2.14,
tenemos que Hy (2/(A),29(A)) < ¢, para toda A € 2%,

Ahora veremos que 2/ es refinable. Como f es refinable, existe una 5-funcion
g: X — Y talqued(f(z),g(x)) < §, paratodax € X. Como g es una 5-funcién,
por el Corolario 3.2.22, se tiene que 29 es una e-funcién . Luego, por el Teorema
3.2.14, tenemos que pox (21(x),29(x)) < § < €, para toda x € 2.

De esta manera, 2/ y 2/ son refinables.

Q.E.D.

Teorema 3.2.24. Sean X y Y dos continuos no degenerados y n un entero positi-
voy f: X — Y una funcion débilmente confluente y mondtonamente refinable.
Entonces 27 y 25 son mondtonamente refinables.

Demostracion. Se sigue de los Teoremas 3.2.12 y 3.2.23.

Teorema 3.2.25. Sean X un continuo no degenerado, A un subcontinuo no de-
generado de X yn € N. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) r: X — A es una retraccion.
(2) 27: 2X — 24 es una retraccion.
(3) 2r: 2% — 24 es una retraccion.

Demostracion. Supongamos que r es una retraccion. Sea B € 2. Como 7|4 = 14,
se tiene que 2"(B) = r(B) = B. Entonces 2" es una retraccién. Si 2" es una
retraccién, para {a} € 24, tenemos que 2"({a}) = {r(a)} = {a}. De donde se
tiene que r es retraccion.

Supongamos que 2" es una retracciéon. Sea y € 24. Si y = , por definicién
27 (C"™X) = C™X. Supongamos que y # C™¥. Entonces tenemos que (¢"*)7'(x) €

CnX

2°\C,.(X). Asi, por hipétesis, 2"((¢"*) " (x)) = (¢"*) 7' (x) vy 2n(x) = ¢"* (2" ((¢"*) ' (x)))

¢ ((¢™*)71(x)) = x. Por consiguiente, 2" es una retraccién.

Ahora probaremos que, si 2] es una retraccién, entonces r es una retraccion.
Sean a € Ay b,ay,...,a, puntos distintos en A\ {a}. Definimos L, = {a, a4, ...,
an} y Ly = {b,ai,...,a,}. Entonces L; y Ly son elementos de 24\ C,(A) C 2%\
Cn(X). Asf tenemos que ¢"*(L;) € 22 y ¢"X(L;) # C™X. Como 27 es una retrac-
cién, 27 (" (Ly)) = ¢"*(L1). Asi, (¢™*)"*(¢"* (L)) = Ly. Como el diagrama (*)
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del Lema 3.2.7 conmuta, tenemos que (L) = L;. De manera analoga r(Ly) = Ls.
Si r(a) # a, entonces, como r(Ly) = Ly, existe j € {1,...,n} tal que r(q;) = a.
Notemos que a € Ly pero a; € L. De esta manera, a = r(a;) € r(Ly) = Lo,
lo cual es un absurdo. De donde obtenemos que r(a) = a. Por tanto, r es una
retraccion.

Q.E.D.

Proposicién 3.2.26. [12, Proposition 6.2] Sean X un continuo, Y un subcon-
tinuo de X y n un numero entero positivo. Si r: X — Y es una retraccion,
entonces la funcion inducida 2" : 2% — 2¥ es casi abierta.

Demostracion. Sea B un elemento de 2¥. Notemos que, como r|y = ly, tenemos
que 27|yv = lyv. Esto implica que B € (2")7!(B). Sea U un subconjunto abierto
de 2% que tiene a B. Entonces U N 2Y es un subconjunto abierto de 2¥ y B €
Intyy (27(U)). Por tanto, 2" es casi abierta.

Q.E.D.

Lema 3.2.27. [12, Lemma 6.5] Sean X yY continuos, f: X — Y una funcion
continua y suprayectiva, n un nimero entero positivo y x € 2 \ {C"*} tal que
2/ (x) = C™Y. Entonces existe un subconjunto abierto W de 2X tal que x € W y

21 (x) € 23 \ Intyy (2}(#)).

Demostracion. Sean x € 25 \ {C"*} tal que 2/ (x) = C™Y y A el tinico elemento
de 2% tal que ¢"X(A) = x. Como 2/(x) = C"Y, 2/(A) = B, para alguna B €
C,(Y). Debido a que C,(X) es denso en ninguna parte en 2% [40, Theorem 6.1.9],
podemos encontrar un subconjunto abierto U de 2% \ C,(X) tal que A € U y
2V \ Clyy (27 (U)) # 0. Sea {E,,}>_, una sucesion en 2¥ \ (Clyy (27 (U) U Cu(Y))
que converge a un elemento de C,(Y) \ Clyy (2/(U)).
Tomemos # = ¢"*(U). Observemos que # es un subconjunto abierto de 2
X EW y 2L(W) = ¢ (2} (U)). De aqui se sigue que {¢"" (E;)}52, C 27 \ 24(#).
Ademss, {¢™ (E,,)}e_; converge a C™Y. De esta forma, C™ € 2 \ Intyy (2 (#)).
Q.E.D.

Como una consecuencia del Lema 3.2.27, se tiene que:

Corolario 3.2.28. [12, Lemma 6.7 Sean X y Y continuos, f: X — Y una
funcion continua y suprayectiva tal que 2/ es casi abierta, y n un niumero entero
positivo. Entonces 2] es casi abierta si y sdlo si C™Y € Intyy (21(%)), para cada
subcongunto abierto % of 2X que contiene a C™X.

Demostracion. Por el Lema 3.2.27, si 2/ es casi abierta entonces se tiene que
C™ € Inty (25(%)), para cada subconjunto abierto % de 2 que contiene a
cnX.

Probaremos que si C"Y € I ntay (21(%)), para cada subconjunto abierto %
de 2% que contiene a C™X entonces 2/ es casi abierta. Para esto, sea x € 2Y.
Mostraremos que existe v € (24)7'(x) tal que x € Intyy(20(%)), para cada
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subconjunto abierto % of 22X que tiene a ~. Por nuestra suposicién, sélo tenemos
que considerar el caso cuando x # C™Y, y este caso se sigue de la Observacién 2.2.3
y el hecho de que por hipétesis 2/ es casi abierta.

Q.E.D.

Teorema 3.2.29. [12, Theorem 6.15] Sean X y Y continuos, f: X — Y una
funcién continua y n un mimero entero positivo. Entonces 2! es casi mondtona si
y sélo si 2! es fuertemente libremente descomponible.

Demostracion. Es claro que toda funcién casi mondétona es fuertemente libremente
descomponible. Supongamos que 2/ es fuertemente libremente descomponible.
Como 25X es unicoherente (Teorema 2.2.10), tenemos que 2/ es casi monétona. [9,
Theorem 4.2].

Q.E.D.

Teorema 3.2.30. [12, Theorem 6.15] Sean X y Y continuos, n un nimero
entero positivo y f: X — Y una funcion débilmente confluente. Consideremos
los siguientes enunciados:

f es casi mondtona;
f es casi mondtona;
I es casi mondtona;
f es fuertemente libremente descomponible;
I es fuertemente libremente descomponible.

Entonces (2) y (4) son equivalentes, (3) y (5) son equivalentes, y (2) implica (1),

(3) v (5).

Demostracion. Por [10, Theorem 4.6], sabemos que (2) y (4) son equivalentes. Por
el Teorema 3.2.29, obtenemos que (3) y (5) son equivalentes. Por [40, Theorem
8.2.18], se tiene que (2) implica (1). Ahora, por el Corolario 3.2.13, (2) implica
(3). Finalmente, por el Teorema 3.2.29, sabemos que (2) implica (5).

Q.E.D.

Teorema 3.2.31. [12, Theorem 6.18] Sean X y Y continuos, donde Y es local-
mente conexo, n un numero entero positivo y f: X — Y una funcion débilmente
confluente. Consideremos los siguientes enunciados:

(1) 27 es libremente descomponible;

(2) 27 es fuertemente libremente descomponible;
(3) 27 es casi mondtona;

(4) 27 es monétona;

(5) 2! es libremente descomponible;

(6) 27 es fuertemente libremente descomponible;
(7) 21 es casi mondtona:
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(8) 21 es monétona;
(9) f es mondtona.

Entonces (1), (2), (3), (4), (8) and (9) son equivalentes. Mds ain, (6) y (7) son
equivalentes. Ademds, (1) implica (5), (6) y (7).

Demostracion. Por [10, Corollary 4.10], tenemos que (1), (2), (3), (4) y (9) son
equivalentes. Por el Teorema 3.2.12, (8) y (9) son equivalentes. Por el Teore-
ma 3.2.29, (6) y (7) son equivalentes. Por el Teorema 3.2.30, (2) implica (6) y (7).
Por el Corolario 3.2.13, (1) implica (5).

Q.E.D.

La propiedad del punto fijo para hiperespacios ha sido, en general, dificil de
probar. A continucacién mostramos dos clases de continuos con la propiedad de
que sus n-suspensiones de sus hiperespacios tienen la propiedad del punto fijo.

Teorema 3.2.32. Sean X un abanico o un dendroide suave y n € N. Entonces
2X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Supongamos que X es un abanico y sea ¢ > 0. Por [25, Theorem
1], existen un arbol T, contenido en X y una retraccién r.: X — T. tal que
d(z,7.(z)) < &, para todo punto x € X. Por el Teorema 3.2.25, 2": 2% — 24 y
2re: 2X — 24 son retracciones y, por el Teorema 3.2.14, H(A,27(A)) < ¢, para
toda A € 2%,y pax (X, 2,2 (x)) < €, para toda x € 2X. Como ¢ es arbitrario y
2= tiene la propiedad del punto fijo (Corolario 2.2.25), resulta que 2 tiene la
propiedad del punto fijo (Lema 1.1.42).

Si X es un dendroide suave y € > 0, por [26, Theorem 2], existen un arbol
T. C X y una retraccién r.: X — T tal que d(z,7.(x)) < ¢, para toda x € X.
De manera andloga al parrafo anterior, tenemos que 23 tiene la propiedad del

punto fijo.
Q.E.D.
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