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Introduccion

A lo largo de la tesis, suponemos que G es un grupo topolégico Hausdorff
y compacto. El objetivo de este trabajo es estudiar bajo qué condiciones un
G-espacio es un retracto absoluto equivariante (que denotaremos por G-AR),
centrandonos principalmente en el caso en el que G es un grupo finito. En
particular, en el Capitulo 3, estudiaremos especificamente el caso en el que
G es el grupo de dos elementos Zs.

El concepto de G-AR es una generalizacién para G-espacios de la nocién
de retracto absoluto (que denotaremos por AR) en espacios topolégicos. Con
respecto a la pregunta de cuando un G-espacio es un G-AR, en 1975 J. M.
Smirnov probd en [52] que una condicién necesaria para que un G-espacio
metrizable X sea un G-AR es que, para cada subgrupo cerrado H de G, el
conjunto de puntos en X fijados por H,

X" ={x € X | hx =z paracada h € H},

sea un AR. Es natural preguntarse si esta es también una condicién suficiente.

En 1976, en [34, Teorema 2.1], J. Jaworowski dio una respuesta parcial
a esta pregunta. Demostro que si X es un G-espacio metrizable, separable,
localmente compacto y de dimensién finita que tiene un ntmero finito de
tipos orbitales (esto se cumple, por ejemplo, cuando G es finito), entonces la
condicién anterior si es suficiente para que X sea un G-AR. Sin embargo, la
pregunta de si esta es una condicién suficiente en un contexto mas general
permanece abierta y se conoce como el problema de Jaworowski.

Problema (Problema de Jaworowski). Sean G un grupo de Lie compacto
y X un G-espacio metrizable que tiene un ntimero finito de tipos orbitales.
Supongamos que para cada subgrupo cerrado H de G el conjunto X es un
AR. jEntonces X es un G-AR?

En 2005, en [6], S. Antonyan dio una respuesta parcial a esta pregunta.
Demostrd que, si G es un grupo de Lie compacto, un G-espacio metrizable
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X es un G-AR si y s6lo si X es un AR y, para todo subgrupo cerrado H de
G, X" es un H-retracto por deformacién fuerte de X.
En [37], H. Judrez-Anguiano estudio la relacién entre el hecho de que un
G-espacio X sea un G-AR y la existencia de una n-media equivariante en X.
Una n-media en un espacio topologico X es una funcién continua p :
X" — X que satisface las siguientes condiciones:

(M1) p(x,...,z) = x para cada z € X,

(M2) p(z1,...,2,) = p(xa(l),...,:pg(n)) para cada (zy,...,z,) € X"y o
permutacion de {1,...,n}.

Ejemplos clasicos de este tipo de funciones son la media aritmética de n
puntos en un espacio vectorial topoldgico, la media arménica de dos niimeros
en (0,00) o la media geométrica de dos nimeros en [0, 00).

Las n-medias fueron estudiadas en 1954 en [24] por B. Eckmann, y poste-
riormente en 1962 por B. Eckmann, T. Ganea y P. J. Hilton. Ellos probaron
en [25, Corolario 3.2 y p. 90] que si X es un espacio conexo con el tipo de
homotopia de un poliedro y grupos de homologia finitamente generados que
son cero a partir de cierta dimension, entonces X admite una n-media para
alguna n € N si y sélo si es contréctil. En [37], H. Judrez-Anguiano observé
que, como todo ANR es homotépicamente equivalente a un poliedro y la clase
de ANRs contractiles es precisamente la clase de ARs, entonces el resulta-
do de B. Eckmann, T. Ganea y P. J. Hilton puede escribirse de la siguiente
manera.

Teorema. Sea X un ANR conexo con grupos de homologia finitamente ge-
nerados tal que casi todos son cero. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes.

1) Existe una n-media p : X™ — X para toda n > 2.
2) Existe una n-media p : X™ — X para alguna n > 2.

3) X esun AR.

En la década de los ochentas, G. Chichilnisky y G. Heal redescubrieron
las implicaciones 1) <= 3) en [18] y [19], en el contexto de teoria de eleccién
social. En sus resultados, X es un complejo CW que tiene un ntimero finito de
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celdas en cada dimensién y es conexo. Posteriormente, en 2004, S. Weinberger
redescubrié la implicacién 2) = 3) en [58, Teorema 1.1].

En 2020, en [37], H. Judrez-Anguiano mostré que el resultado anterior
puede generalizarse a G-espacios, considerando ahora la existencia de una
n-media equivariante en lugar de una n-media comtn. Si X es un G-espacio,
una n-media equivariante es una funciéon continua p : X™ — X que satiface
las condiciones (M1) y (M2), y ademéds cumple que

p (g1, ..., 9%,) = gp(x1,...,Ty)
para cada (z1,...,z,) € X"y g € G.

Teorema ([37, Teorema 3.3]). Sea X un G-espacio metrizable que es un
G-ANR y tal que para cada subgrupo cerrado H de G, X" es un espacio
conexo con grupos de homologia finitamente generados tal que casi todos son
cero. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

1) Existe una n-media equivariante p : X™ — X para toda n > 2.

2) Existe una n-media equivariante p : X” — X para alguna n > 2.
3) X es un G-AR.

Ademas, H. Juarez-Anguiano también planted el siguiente problema en
[37], en el que pregunta si el teorema anterior serd verdadero si no suponemos
ninguna hipétesis sobre los conjuntos X*.

Pregunta. Sea X un G-espacio metrizable, conexo y compacto que es un
G-ANR. Si existe una n-media equivariante p : X™ — X para alguna n > 2,
jentonces X es un G-AR?

En el Capitulo 2 de este texto, nos inspiramos en esta pregunta y en
el problema de Jaworowski para trabajar en identificar condiciones bajo las
cuales un G-espacio es un G-AR. En el caso en el que G es un grupo finito, en
el Teorema 2.2.5 veremos que el problema de Jaworowski tiene una respuesta
positiva si en X existe una n-media equivariante, donde n es un multiplo de
la cardinalidad de G. Demostramos este resultado también en [36, Teorema

3.5].

Teorema (N. Jonard-Pérez, A. L., 2025). Sea X un G-espacio metrizable,
donde G es un grupo finito. Supongamos que para cada subgrupo H de G el
conjunto X es un AR. Si existe una n-media equivariante en X para algtin
miultiplo n de |G|, entonces X es un G-AR.
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También, en el Corolario 2.2.8 veremos que la pregunta de H. Juarez-
Anguiano tiene una respuesta positiva si n es un miltiplo de la cardinalidad
de G. Demostramos este resultado en [36, Corolario 3.6.1].

Corolario (N. Jonard-Pérez, A. L., 2025). Sea X un G-ANR conexo y
compacto, donde G es un grupo finito. Si existe una n-media equivarian-
te p: X™ — X para algiin miltiplo n de |G|, entonces X es un G-AR.

Si GG no es necesariamente finito, en el Corolario 2.3.8 damos otra res-
puesta parcial a la pregunta de H. Juarez-Anguiano en el caso en el que X
es un espacio métrico y p cumple una condicién relacionada con la distancia
en X. La razén por la que agregamos esto como hipdtesis es un resultado de
S. Weinberger.

En [58], S. Weinberger llamé a una funcién p : X™ — X definida en un
espacio métrico (X, d) saloménica si para cada § > 0 existe (z1,...,z,) € X"
tal que d (p (z1,...,x,), ;) > 9, para cada i = 1,...,n. En [58, Proposicién
3.2], probé que, si X tiene una métrica propia d y es un CW complejo, conexo,
que admite n-medias para cada n € N y no es contractil, entonces toda n-
media en X es salomonica. Esto implica que una n-media p : X™ — X en un
espacio que no es contréactil se comporta de una forma que no esperariamos,
pues no hay ninguna restriccién sobre las distancias d (p (x1,...,z,), ;).
Entonces, es natural preguntarse si agregarle a la pregunta de H. Juarez-
Anguiano una hipdtesis opuesta con respecto a esta distancia puede ser 1til
para resolverla. Por lo tanto, en la Definiciéon 2.3.3 introducimos el concepto
de n-cuasimedia contractiva. Este tipo de funciones estan definidas de manera
que no sean salomoénicas. Cumplen la condicién (M1), pero no necesariamente
(M2).

En el Corolario 2.3.8 probamos que la pregunta H. Juarez-Anguiano tiene
una respuesta positiva si en X existe una n-cuasimedia contractiva equiva-
riante para alguna n natural (en lugar de una n-media equivariante, como la
pregunta supone). Demostramos este resultado en [36, Corolario 4.4.1].

Corolario (N. Jonard-Pérez, A. L., 2025). Sea (X,d) un espacio métrico
completo.

(1) Sipara alguna n € N existe una n-cuasimedia contractiva p : X" — X,
entonces X es contractil.

(2) Si ademds X es un G-espacio tal que X% es no vacio y p es una n-
cuasimedia equivariante, entonces X es G-contractil. Ademas, si X es
un G-ANR, entonces es un G-AR.
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Por otra parte, en el Capitulo 3 trabajaremos en el problema de Jawo-
rowski cuando el grupo G es Z,. Notemos que toda accién del grupo Z, en
un espacio X induce una involucién o : X — X, dada por a(x) = —1 - z.
Reciprocamente, una involuciéon a en X induce una accién de Zs en X. De-
notaremos este Zs-espacio por (X, a).

En el caso especifico en el que G es el grupo Zy, X es homeomorfo al cubo
de Hilbert @ = [[>2,[—1,1] y X* es un conjunto unitario, S. Antonyan
observé en [8] que el problema de Jaworowski es equivalente al siguiente
problema planteado por R. D. Anderson en la década de los sesentas.

Problema (Problema de Anderson). Sea o : @Q — @ la involucién estandar
en @ (i.e., la involucién dada por o ((x,)) = (—2,)). Si @ : @ — @ es una
involucién con un unico punto fijo, jentonces « es conjugada con o? Es decir,
Jexiste un homeomorfismo h : () — @ tal que hoa =coh?

Este caso particular del problema de Jaworwski también permanece abier-
to, a pesar de que se han hecho varios intentos para resolverlo (ver [62], [59],
[5]). En 2022, en [29], L. Higueras-Montanio y N. Jonard-Pérez encontraron
una respuesta parcial al problema de Anderson. Probaron que tiene una res-
puesta positiva si la involucién « es decreciente con respecto a cierto orden
parcial en ). Como el orden jugd un papel importante en este caso, es na-
tural preguntarse si lo hace en un contexto mas general. Asi, en el Problema
1.8.6 planteamos una version débil del problema de Jaworowski, para el caso
en el que existe una estructura de reticula topolégica (X, <,A,V) en X y se
cumple que la involuciéon dada por la accién de Zs en X es decreciente con
respecto a <.

En el Corolario 3.2.4, probamos que esta version débil del problema de
Jaworowski tiene una respuesta positiva si la reticula (X, <, A, V) es modular
(en particular, si es distributiva).

Corolario (N. Jonard-Pérez, A. L., 2025). Sea (X, o) un Zs-espacio metriza-
ble con una estructura de reticula topoldgica (X, <, A, V) tal que « es decre-
ciente con respecto a <. Supongamos que X y X722 son ARs. Si (X, <, A, V)
es modular o distributiva y X% es no vacio, entonces (X, ) es un Zo-AR.

Por otra parte, en el Corolario 3.2.10 damos otras condiciones para que
este problema tenga una respuesta positiva.

Este texto estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 in-
troducimos los conceptos y resultados que son necesarios para el resto del
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trabajo. En el Capitulo 2 damos las respuestas parciales al problema de Ja-
worowski y a la pregunta de H. Judrez-Anguiano mencionadas anteriormente.
El Capitulo 3 esta dedicado al caso en el que el grupo G es Zs y a las respues-
tas parciales de la versién débil del problema de Jaworowski. Finalmente, en
el Capitulo 4 planteamos algunas preguntas en las que seguiremos trabajando
y mostramos otros resultados parciales.

Con los resultados del Capitulo 2 de esta tesis se escribié un articulo,
Equivariant means ([36]), que fue aceptado para su publicacién en la revista
Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana. También, con los resultados
del Capitulo 3 se esta escribiendo un segundo articulo titulado Decreasing
tnvolutions and Zo-means.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notacion

En esta seccion introducimos la notacion que usaremos en este texto.

A lo largo de esta tesis, G denotard un grupo topoldgico Hausdorff y
compacto.

Si X es un espacio topoldgico y A es un subconjunto de X, usaremos los
simbolos A, intA y OA para denotar la cerradura, el interior y la frontera de
A, respectivamente. Si Y es otro espacio topoldgico, denotaremos

CX,)Y):={f:X =Y | f escontinua}.

Si X es un espacio vectorial y A es un subconjunto de X, denotaremos
por conv (A) a la envolvente convexa de A.

Si (X,d) es un espacio métrico, z € X y € > 0, denotaremos las bolas
abierta y cerrada con centro en x y radio ¢ > 0 por B (x,e) y B(z,¢),
respectivamente. Es decir,

B(z,e):={yec X |d(z,y)<e}, B(zr,e):={yec X |d(z,y) <e}.

Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Si z,y € X, escribiremos
x <ycuando x < yy x #y.Six <y, denotaremos por [z;y] al conjunto
{aeX|z<a<uy}.

Escribiremos el simbolo R para denotar el conjunto de ntimeros reales,
R* para los nimeros reales positivos y N para los nimeros naturales. De-
notaremos el grupo multiplicativo {1, —1} por Z,. Usaremos el simbolo @
para denotar al cubo de Hilbert, es decir, @ := [, [-1,1], equipado con
la topologia producto.

11
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1.2. Convergencia en espacios de funciones

En esta seccion introduciremos algunos resultados sobre convergencia de
funciones continuas que usaremos en este trabajo.

Definicién 1.2.1. Sean X y Y espacios topolégicos, (f,) una sucesiéon en
C(X,Y)y f e C(X,Y). Diremos que (f,) converge puntualmente a f
si, para cada € X, (f, (z)) converge a f (z) en Y.

Si X es un espacio topoldgico y Y es un espacio métrico, denotaremos
B(X,Y):={feC(X,Y)]| f es acotada} .
Notemos que si X es un espacio compacto, entonces B (X,Y) = C(X,Y).

Definicién 1.2.2. Sean X un espacio topolégico, (Y, d) un espacio métrico,
(fn) una sucesién en B(X,Y) y f € B(X,Y). Diremos que (f,) converge
uniformemente a f si para cada ¢ > 0 existe N € N tal que, sin > Ny
x € X, entonces d (f, (z), f (x)) <e.

Notemos que si una sucesién (f,) en B (X,Y) converge uniformemente a
f, entonces también converge puntualmente a f.

En el caso en el que X es un espacio topolégico y Y = R, la norma |||
en B (X,R) dada por

If[I' = sup |f ()]
zeX

es llamada la norma uniforme. Una sucesion (f,,) en B (X, R) converge a f
con respecto a la topologia inducida por la norma uniforme si y sélo si (f,)
converge uniformemente a f (ver [49, Teorema 7.9] y [49, p. 151]).

Mas adelante usaremos el siguiente teorema. Su demostracion puede con-
sultarse en [23, Capitulo 12, Teorema 7.5].

Teorema 1.2.3. Sean X un espacio topolégico compacto y primero nume-
rable, Y un espacio métrico, (f,) una sucesion en C(X,Y) y f € C(X,Y).
Si (fn) converge uniformemente a f, entonces, para cada sucesion (x,) en X
que converge a algin v € X, (fn (x,)) converge a f(x) en'Y.

La siguiente es otra forma de definir convergencia en C (X,Y).
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Definicién 1.2.4. Sean X y Y espacios topoldgicos. La topologia compacto-
abierta en C(X,Y) es la generada por la subbase

{[K,U] | K € X es compacto y U CY es abierto},

donde
K. Ul:={feCX,Y)|f(K)CU}.

En el caso en el que X es un espacio compacto, una sucesién (f,) en
C(X,Y) converge a f con respecto a la topologia compacto-abierta si y sélo
si (f,) converge uniformemente a f (ver [61, Teoremas 43.6 y 43.7]).

Definicién 1.2.5. Sean (X,d) y (Y, d') espacios métricos y F C C(X,Y).

1. Sea xy € X. Diremos que la familia de funciones F es equicontinua
en x, si para cada € > 0 existe § > 0 tal que, si v € X y d(xp,2) <
d, entonces d' (f (zo), f(x)) < € para toda f € F. Ademads, si F es
equicontinua en x para cada x € X, diremos que F es equicontinua.

2. Diremos que F es uniformemente equicontinua si para cada ¢ > 0
existe d > 0 tal que,siz,y € X yd(z,y) < d,entoncesd (f (z), f (y)) <
¢ para toda f € F.

La demostracion del siguiente teorema se puede consultar en [61, Teorema
43.14].

Teorema 1.2.6. Sean X y Y espacios métricos y F C C(X,Y) una familia
equicontinua. Sean (f,) una sucesion en F y f € F. Entonces, (f,) converge
a f con respecto a la topologia compacto-abierta si y sdlo si (f,) converge
puntualmente a f.

Como en un dominio compacto la convergencia con respecto a la topologia
compacto-abierta coincide con la convergencia uniforme, tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.2.7. Sean X y Y espacios métricos y F C C(X,Y) una fa-
milia equicontinua. Sean (f,) una sucesion en F y f € F. Entonces, si X
es compacto, (f,) converge uniformemente a f si y sélo si (f,) converge
puntualmente a f.
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1.3. Topologias en hiperespacios

Sea (X, d) un espacio métrico. Denotaremos por 2% a la familia de sub-
conjuntos cerrados de X, y por Cld (X) a la familia de subconjuntos cerrados
y no vacios de X. Es decir,

2¥ .= {AC X |Aescerradoen X}, Cld(X):=2%\{0}.
Denotaremos a las siguientes subfamilias de Cld (X) por
K(X):={A € Cld(X) | A es compacto}
y, en el caso en el que X es R",
Ky :={Ae€Cld(R")| Aesconvexoy 0 € A},

)b = {A € Ky | Aescompactoy 0 € intA}.

A continuacién definiremos tres topologias en Cld (X) que usaremos en
algunos ejemplos a lo largo de este texto.
Si Y es un subconjunto de X, denotaremos

Y i={AcCld(X)|ANY #£0}, Y':={AeCd(X)|ACY}.

Definicién 1.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia en Cld(X)
que tiene como subbase a la familia

{U~,V* | U,V son abiertos en X }

es llamada la topologia de Vietoris.

Esta topologia fue introducida por L. Vietoris en [56] y [57], y E. Michael
identificé gran parte de sus propiedades topoldgicas bésicas en [43].

A continuacion, definimos la topologia de Hausdorff a través de una
métrica infinita. Una métrica infinita en un conjunto X es una funcion
d: X x X — [0,00] que cumple las mismas tres propiedades que una métrica
usual. Esta funcion define una topologia en X de la misma manera que una
métrica. Es decir, las bolas abiertas {y € X | d(z,y) < €}, para cada x € X
y € > 0, forman una base para esta topologia.

Definicién 1.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico. La métrica de Hausdorff
H,: Cld(X) x Cld(X) — [0, 00| estd dada por

Hy(A,B) =sup|d(z,A) —d(x,B)|.

zeX
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La topologia de Hausdorff en Cld(X) es la topologia inducida por H,.
F. Hausdorff introdujo esta topologia originalmente en [28], basdndose en el
trabajo de D. Pompeiu ([47]). Otras de sus propiedades pueden consultarse
en [15, Seccién 3.2]. La siguiente definicién de la métrica de Attouch-Wets
es la usada en [51], que es equivalente a la forma en la que se define en [15,
Definicién 3.1.2].

Definicién 1.3.3. Sean (X, d) un espacio métrico y xo un punto fijo en X. La
métrica de Attouch-Wets d 4y : Cld(X) x Cld(X) — [0, 00) con respecto
a xq estd dada por

daw (A, B) = sup {min {1, sup |d(x,A) —d(x, B)|} ‘ ke N} :
k z€B(z0,k)

La topologia inducida en Cld(X) por esta métrica no depende del punto
xo. Por lo tanto, llamaremos la topologia de Attouch-Wets a la topologia
inducida por d 4y, con respecto a cualquier elemento en X. Esta topologia se
introdujo inicialmente en [46] por U. Mosco, y su estudio se retomé en [11] y
[12] por H. Attouch y R. Wets. Otras de sus propiedades pueden consultarse
en [15, Seccién 3.1].

Sean (X, d) un espacio métrico y zo un punto fijo de X. Notemos que
para cada A, B € Cld(X) se tiene que

k )
x€B(z0,k) xeX

min{l sup |d(x,A)—d(:v,B)|}§sup|d(x,A)—d(x,B)|

para toda k£ € N. Por lo tanto, en general se cumple que daw (A, B) <
H, (A, B). Esto implica que la topologia de Attouch-Wets esté contenida en
la topologia de la métrica de Hausdorff. Ademas, si X es un espacio normado,
estas topologias coinciden en la subfamilia de Cld(X) de subconjuntos de X
que son convexos y acotados ([51, Teorema 3.2]). En particular, coinciden en
Kioys-

Las definiciones introducidas en esta seccién pueden consultarse en las
secciones 2.2, 3.1 y 3.2 de [15].

1.4. Reticulas topoldgicas

Definicién 1.4.1. Diremos que un conjunto parcialmente ordenado (X, <)
es una reticula si para cada z,y € X existen una méaxima cota inferior
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(denotada por x A y) y una minima cota superior (denotada por x V y) de

{z,y}.

En [27, Capitulo 1, Seccién 1, Teorema 1], se demuestra que es equivalente
definir una reticula como un conjunto X junto con dos operaciones A : X X
X - XyV:XxX — X conmutativas y asociativas que cumplen que,
para cada x,y € X,

zV(zAy)=xzy xA(zVy) ==
En este caso, se puede definir un orden parcial en X por
r<ysiysélosizANy=ux,

y entonces x Ay y x V y resultan ser una maxima cota inferior y una minima
cota superior, respectivamente, de {x,y} con respecto al orden <.

Definicién 1.4.2. Diremos que un conjunto parcialmente ordenado (X, <)
es una semireticula inferior si para cada x,y € X existe una maxima cota
inferior (denotada por x A y) de {z,y}. Un conjunto parcialmente ordenado
(X, <) es una semireticula superior si para cada x,y € X existe una
minima cota superior (denotada por x V y) de {z,y}.

En algunos casos, sélo diremos que (X, <) es una semireticula si es una
semireticula inferior o una semireticula superior.

Una reticula es en particular una semireticula inferior y una semireticula
superior. Es claro que en una semireticula inferior (X, <, A) (una semireticula
superior (X, <,V)) siempre se cumplen las siguientes propiedades.

1. Paracadaz € X,z Az =z (zVz=ux).

2. Para cada z,y,a,b € X, six < yya <b, entoncesx Aa < yAb
(xVa<yVb).

Sea (X, <) una semireticula inferior. Si A, B C X, denotaremos
ANB:={aAb|lac A, be B}.

Si A = {a} para alguna a € X, simplemente escribiremos a A B en lugar de
{a} N B. Usaremos la notacién andloga para una semireticula superior.
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Definicién 1.4.3. Consideremos un espacio topologico de Hausdorff X con
una estructura de reticula (X, <,A,V). Decimos que (X,<,A,V) es una
reticula topoldgica si los operadores A : X x X - X yV: X xX —- X
son funciones continuas. Similarmente, si X es un espacio topoldgico con
una estructura de semireticula (X, <,A) (o (X, <,V)), decimos que es una
semireticula topoldgica si A : X x X — X es una funcién continua (o
V:X x X — X es una funcién continua).

Ejemplo 1.4.4. 1. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea 2% la familia de
subconjuntos cerrados de X . Consideremos el orden de la contencién C
en 2%, y los operadores N : 2% x 2X — 2X y U : 2% x 2% — 2% dados
por la interseccién y la unién de conjuntos, respectivamente. Entonces
(2X, c,n, U) es una reticula.

2. Sea (X, d) un espacio métrico. Consideremos la métrica de Hausdorff
en Cld (X) = 2%\ {0}. En [20, Proposicién 2.4] se demostré que la
funcién unién U : Cld (X)) x Cld (X') — Cld (X) es continua, y entonces
(Cld (X), C,U) es una semireticula topolégica. <

Sea (X, <, A) una semireticula. Si A es un subconjunto de X, denotamos
L(A)=ANX={aANzx|acA e X}.

Diremos que un subconjunto A de X es un ideal si A = L (A).
En el Capitulo 3 usaremos los conceptos de reticula modular y reticula
distributiva, que definimos a continuacion.

Definicién 1.4.5. Sea (X, <, A, V) una reticula. Diremos que (X, <, A, V)
es modular si para cualesquiera z,a,b € X tales que x < b se cumple que

zV(aAb)=(zVa)Ab.

Definicién 1.4.6. Sea (X, <, A,V) una reticula. Diremos que (X, <, A, V)
es distributiva si para cualesquiera x,y, z € X se cumple que

rA(yVz)=(xAy)V(xAz).

Las reticulas distributivas son modulares, como demostramos en la si-
guiente proposicién.

Proposicién 1.4.7. Si (X, <, A, V) es una reticula distributiva entonces es
modular.
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Demostracion. Sean x,a,b € X tales que x < b. Entonces x = x A by, como
X es una reticula distributiva,

zV(aNb)=(zAb)V(aAb)=(zVa)Ab.
Por lo tanto, X es una reticula modular. O

Los siguientes son ejemplos de reticulas topoldgicas distributivas.

Ejemplo 1.4.8. Consideremos el cubo de Hilbert @ = [[72,[-1,1], v la
estructura de reticula en () dada por los operadores A y V, definidos como

(@) A (o) = min{zn, yn}),  (@0) V (yn) = (méx {2, yn})
y el orden parcial < definido por
(xn) < (yn) siy solosix, <y, para toda n € N.

Entonces (@, <, A, V) es una reticula topoldgica distributiva. «

Ejemplo 1.4.9. Sea (X, <, A) una semireticula topolégica tal que X es com-
pacto, y consideremos el espacio de ideales cerrados

X' ={ACX|A=L(A) y Aescerrado en X},

equipado con la topologia de Vietoris, junto con el orden de la contencién
C y los operadores N y U de interseccién y unién. En [41, Teorema 1.2] se
demostr6 que (X', C,N,U) es una reticula topolégica distributiva. <

Sea (X, <, A, V) una reticula topoldgica. Diremos que un subconjunto A
de X es convexo con respecto a < si, para cada z,y,z € X tales que
z,y € Ay z € [z;y], se cumple que z € A. Diremos que X es localmente
convexo con respecto a < si su topologia tiene una base formada por
conjuntos convexos con respecto a <. En el caso en el que X es metrizable,
definimos la siguiente condiciéon uniforme de convexidad local.

Definicién 1.4.10. Sea (X, <, A, V) una reticula topolégica tal que X es
metrizable. Diremos que X es uniformemente localmente convexo si
hay una métrica d en X compatible con su topologia que cumple que, para
toda e > 0, existe § > 0 tal que, si z,y € X son talesque z < yy d(z,y) <9,
entonces d (z,z) < ¢ para cada z € [z;y].
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Si X es compacto, esta condicion siempre se cumple, como demostramos
a continuacion.

Lema 1.4.11. Sea (X, <,A,V) una reticula topoldgica tal que X es metri-
zable y compacto. Entonces X es uniformemente localmente convezxo.

Demostracion. Sea d una métrica en X que induce su topologia. Sea ¢ > 0.
Supongamos por contradiccién que para cada n € N hay xz,,y, € X con
T < Yp y d(Tn,ypn) < % tales que existe z, € [r,;y,] con d(x,,z,) > €.

X es compacto, por lo que existen subsucesiones (2, ), (Yn,) ¥ (2n,) de
(1), (yn) ¥ (2n), respectivamente, que son convergentes. Como d (,,, y,) <
para cada n € N, (z,,) v (yn,) convergen al mismo punto. Sea x este limite
comun y sea z el limite de (z,,). Como V y A son continuas, tenemos que
(@, V 2p,) converge a £V 2y (Yn, A 2n,) converge a x A z. Pero

para cada k£ € N. Entonces, 2 =z V z = x A z y podemos concluir que =z = z,
pero esto contradice el hecho de que d (x,, z,) > ¢ para cada n € N. O

El converso del resultado anterior no es cierto. Es decir, si X es uniforme-
mente localmente convexo no necesariamente es compacto, como muestran
los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.4.12. Sea d la métrica usual de R"”. Consideremos la estructura
de reticula en R™ dada por los operadores A y V, definidos como

(371, R 71:71) A <y17 B 7yn) = (mfﬂ {xlayl} PRI ,1’[11/1’1 {xnyyn}) )

($1,...,In)\/ (ylw"ayn) - (méx{xl,yl},...,méx{xn,yn}),
y el orden parcial < definido por

(1, T0) < (Y1, .-, Yn) siysélosiz; <y; paratodai € {1,...,n}.

Entonces (R", <, A, V) es una reticula topoldgica. Ademés, notemos que los
intervalos [(ai,...,a,); (b,...,b,)], paracada (ay,...,a,) < (by,...,b,),son
los rectangulos

(a1, ... an): (by,. .. by)] = H[ai,bi].
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Q

Lyeooryn) < (by,....b,), e >0y (by,...,b,) es un
ai,...,a,),€), entonces

Afirmamos que si (
elemento de la bola B (

— =

lai, b)) € B ((an,- ... an) ). (1.1)

=1

En efecto, si (t1,...,t,) € [, [a;,b;], entonces t; € [a;,b;] para cada i €
{1,...,n}, y por lo tanto |a; — t;| < |a; — b;|. Asi,

d((ala-"aan)7<t1a"-7tn)):\Z|ai_ti|2

< D e = bl
=1
=d((ay,...,an),(by,....by)) <&,

y (t1,...,tn) € B((a1,...,a,),¢).

Por lo tanto, R™ es uniformemente localmente convexo, pues la contencion
(1.1) implica que, para cada € > 0, § = ¢ satisface la condicién de convexidad
local uniforme. <«

Ejemplo 1.4.13. Sea IC?O) , €l espacio de subconjuntos compactos y convexos
de R™ que contienen al origen en su interior, equipado con la métrica de

Hausdorff H;. Consideremos la estructura de reticula (lCELO) S A, \/> , donde
los operadores A y V estan definidos como

ANB=ANB, AV B =conv(AUB),

y C es el orden de la contencion. Mas adelante, en el Ejemplo 1.8.10, obser-
varemos que esta es una reticula topoldgica.

Notemos que, si A, B,C € ’C?O),b y A C B C C, entonces d(z,C) <
d(z,B) < d(z,A) para cada x € X, y por lo tanto

|d(z,A) —d(xz,B)| < |d(z,A) —d(z,C)|.
Entonces,

Hy (A, B) = sup|d (z, A) — d (z, B)| < sup |d (x, A) — d (z,C)| = Hy (A, C).

zeX zeX
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Esto implica que IC?O) , €s uniformemente localmente convexo pues, para cada
e > 0, 6 = ¢ satisface la condicion de convexidad local uniforme.
Sin embargo, IC?O) , 10 es compacto. En efecto, notemos que

Hy(B(0,1),B(0,N)) =N —-1—
cuando N — oo, por lo que la métrica H; no es acotada. <«

Sea (X, <, A, V) una reticula. Diremos que un subconjunto A de X es una
subreticula si A es cerrado bajo las operaciones A y V. Similarmente, un
subconjunto de una semireticula es una subsemireticula si es cerrado bajo
su operacion.

Se dice que una semireticula topoldgica (X, <, A) es una semireticula de
Lawson si la topologia de X tiene una base formada por subsemireticulas.
J.Lawson intrudujé este concepto en [40].

Las definiciones y propiedades sobre reticulas mencionadas en esta seccién
pueden consultarse en [27, Capitulo 1]. Por otra parte, mas informacién sobre
semireticulas topoldgicas y semireticulas de Lawson puede encontrarse en
[40].

1.5. (G-espacios

Definicién 1.5.1. Una accién de un grupo topoldgico G en un espacio
topoldgico X es una funciéon continua o : G x X — X que cumple las
siguientes condiciones:

1. a(e,z) = x para cada x € X, donde e es la identidad en G.

2. a(g,a(h,z)) = a(gh,z) paracada g,h € Gy x € X.

Para simpificar la notacién, escribiremos gz en lugar de « (g, z). Un espacio
X junto con una accién de G es llamado un G-espacio.

Ejemplo 1.5.2. Si GG es un grupo topoldgico, G actiia en si mismo con la
accién de la conjugacién, dada por gh = ghg™! para cada g, h € G. Entonces
G es un G-espacio. 4

Ejemplo 1.5.3. El grupo lineal general GL (n,R) de matrices invertibles
de n x n con entradas en R actia en R"™, y el grupo ortogonal O (n,R) de
matrices ortogonales de n x n con entradas en R actiia en la esfera S"~! y en
el disco unitario D" de R"™. Entonces R" es un GL (n, R)-espacio, S"~! y D"
son O (n,R)-espacios. <
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Un espacio vectorial topoldgico X junto con una accién lineal de G, es
decir, una accién que cumple que g (sz +ty) = s(gx) + t(gy) para cada
r,y € X, s,t e Ry g€ G, es llamado un G-espacio lineal.

Ejemplo 1.5.4. R" es un GL (n, R)-espacio lineal. <

A continuacién, definiremos algunos conceptos relacionados con G-espacios.
Sea X un G-espacio. Si x € X, escribiremos GG, para denotar al estabi-
lizador de x, definido por

G, ={ge€G|gr=ux}.

Si A es un subconjunto de X, la saturacién de A, denotada por G (A),
se define como el conjunto

G(A):={ga|geqG, ac A}.

Cuando G (A) = A se dice que A es invariante. Si A = {z} para alguna
xr € X, escribiremos G (z) en lugar de G ({z}). En este caso, diremos que
G (z) es la érbita de z.

Observacién 1.5.5. El conjunto de 6rbitas {G (x) | x € X} es una particién
de X. En efecto, z = ex € G (z) paracada x € X, por lo que X = U,exG ().
Ademas, si z,y € X y z € G (x) NG (y), entonces existen g1,g2 € G tales
que z = g1x = ¢oy. Por lo tanto, para cada g € GG

g7 = g9 g1z = g9y 'g2y € G (y),

y entonces G (x) C G (y). De manera andloga, tenemos que G (y) C G (z).
Por lo tanto, para cada z,y € X se cumple que si G (x) NG (y) # 0 entonces
G (x) = G (y). Podemos concluir que el conjunto de drbitas es una particién
e induce una relacién de equivalencia en X.

Llamaremos al conjunto de orbitas, equipado con la topologia cociente,
el espacio orbital de X, y lo denotaremos por X/G.

Definicién 1.5.6. Sea X un G-espacio. Dado un subgrupo H de G, X
denota el conjunto de puntos fijos por H, definido como

X" .={r € X |hr=xparacada h € H}.

Si 2 € X9, decimos que z es un punto G-fijo.
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Si X es un espacio de Hausdorff, el conjunto de puntos fijos X siempre
es cerrado en X, como demostramos a continuacién.

Proposicion 1.5.7. Sean X un G-espacio y H un subgrupo de G. Suponga-
mos que X es un espacio de Hausdorff. Entonces X es cerrado en X .

Demostracién. Sea y € X\X. Entonces existe h € H tal que hy # v.
Como X es de Hausdorff, existen conjuntos abiertos U y V' en X tales que
hy e U,y e VyUnNV = 0. Ya que la accién de G en X es continua,
la funcién f : X — X dada por f(x) = hx es continua. Entonces, como
f(y) = hy € U, existe un abierto W en X tal que y € Wy f (W) CU. Esto
implica que para cada z € W NV se cumple que f (z) =hz e Uyx eV, y
debido a que U NV = (), entonces hx # x. Por lo tanto,

yeWnV C{reX|hr#az} CX\X",

y podemos concluir que y es un punto interior de X\ X*. Entonces, X\ X#
es abierto en X, y X es cerrado en X. O

Sea X un G-espacio. Para cada subgrupo H de G, la familia de todos los
subgrupos de G que son conjugados con H serd denotada por (H). Es decir,

(H):={gHg ' |g€G}.

Para cada x € X, (G,) serd llamado el tipo orbital de la érbita G (x). Si
(H) es el tipo orbital de alguna érbita de X, entonces (H) sera llamado un
tipo orbital de X.

Los G-espacios son los objetos de una categoria cuyos morfismos son lla-
mados funciones equivariantes. Estas son funciones continuas que conmutan
con la accion de G, como definimos a continuacién.

Definiciéon 1.5.8. Una funcién continua f : X — Y entre G-espacios es
llamada equivariante si f (gx) = ¢gf () para cualesquiera g € G, x € X.

En varias ocasiones a lo largo de este texto consideramos funciones de
la forma f : X™ — X, donde X es un G-espacio. En este caso, cuando
decimos que f es equivariante, estamos considerando la accién de G en X"
dada coordenada a coordenada. Es decir, f es equivariante si cumple que

flgze,. .. 92,) = gf (x1,...,2,)

para cada (z1,...,x,) € X"y g € G.
Las definiciones y resultados intruducidos en esta secciéon pueden consul-
tarse en [17, Capitulo 1].
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1.6. Retractos y retractos equivariantes

Definicién 1.6.1. Un espacio metrizable Y es un retracto absoluto de
vecindad (denotado por ANR) si para cada espacio metrizable X que con-
tiene a Y como un subconjunto cerrado existen una vecindad U de Y en X
y una retraccion r : U — Y. Si ademds siempre podemos tomar U = X,
entonces se dice que Y es un retracto absoluto (denotado por AR).

Definicién 1.6.2. Un espacio metrizable Y es llamado un extensor abso-
luto de vecindad (denotado por ANE) si para cada subconjunto cerrado
A de un espacio metrizable X y cada funcién continua f : A — Y, existen
una vecindad U de A en X y una funcién continua F' : U — Y tales que
F [ 4= f. Si ademas siempre podemos tomar U = X, entonces se dice que Y
es un extensor absoluto (denotado por AE).

Es un hecho sabido que un espacio metrizable X es un ANR si y sélo
si es un ANE, y X es un AR si y sélo si es un AE ([50, Teorema 6.2.5]).
Ademas, si un espacio es un AR entonces es contrictil (ver, por ejemplo,
[50, Proposicién 6.2.8]), vy todo ANR contractil es un AR ([31, Capitulo 2,
Teorema 7.1]).

Ejemplo 1.6.3. 1. El teorema de Tietze ([31, Capitulo 2, Teorema 3.1])
garantiza que el intervalo [0, 1] es un AR.

2. Cualquier intervalo en R es un AR.

3. Todo retracto de un AR es un AR ([31, Capitulo 2, Proposicién 5.1])
y todo producto numerable de ARs es un AR ([31, Capitulo 2, Propo-
sicién 4.1]). En particular, R™ y el cubo de Hilbert @) son ARs.

4. En la clase de los espacios metrizables de dimensién finita, los ARs son
precisamente los espacios que son contréctiles y localmente contractiles
([22, Teorema 15.2]). <

Ejemplo 1.6.4. 1. La esfera unitaria S en R"™! es un ANR, pero no es
un AR ya que no es contractil. La esfera unitaria en un espacio normado
de dimensién infinita es un AR ([31, Capitulo 2, Teorema 15.2]).

2. Cualquier subconjunto abierto de un ANR es un ANR ([31, Capitulo
2, Proposicién 6.1]).
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3. En la clase de los espacios metrizables de dimension finita, los ANRs son
precisamente los espacios localmente contractiles ([22, Teorema 15.1]).
|

El siguiente teorema de Dugundji muestra que todo subconjunto convexo
de un espacio vectorial topoldgico localmente convexo es un AR. Recordemos
que un espacio vectorial topoldégico es localmente convexo si su topologia
tiene una base formada por conjuntos convexos. En particular, los espacios
normados son localmente convexos ([50, Teorema 3.6.10]). La demostracién
del siguiente teorema se puede consultar, por ejemplo, en [31, Capitulo 2,
Teorema 14.1].

Teorema 1.6.5 (Teorema de Dugundji). Sean X un espacio metrizable y L
un espacio vectorial topoldgico localmente convexo. Si A es un subconjunto
cerrado de X y f : A — L es una funcion continua, entonces existe una
extension F' : X — L tal que F'(X) C conv (f (A)), donde conv (f (A)) es la
envolvente convezxa de f(A).

Ejemplo 1.6.6. Consideremos el conjunto C ([0, 1],R) de funciones conti-

nuas de [0, 1] en R, equipado con la norma uniforme ||-|| : C([0,1],R) — R,
dada por
191 = m 1 ().

Como este espacio es normado, es localmente convexo. Ademas, notemos
que
Cvx(I):={fe€C(0,1],R) | f es convexa}

es un subconjunto convexo de C([0,1],R). En efecto, si f,g € Cvx(I) y
s,t € [0, 1], entonces

(sf+(1—s)g)(tz+ (1—1)y)
=sfltz+(1—t)y)+ (1 —s)g(tz+ (1 —1t)y)
<s(tf(a)+ (1=t f(y) +(1—s)(tg(x) +(1—1)g(y))
=t(sf(x) +(1=s)g(@) + 1 —1t)(sf () + (1 —5)g (1))
=t(sf+(1=s)g) (@) + 1A —1t)(sf+(1—=5)9) (),

y por lo tanto sf + (1 —s) g € Cvx ({).
Entonces, por el teorema de Dugundji, Cvx (1) es un AR. «
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Mas adelante usaremos el siguiente teorema. Su demostracion puede con-
sultarse en [14, Proposicién 1.2.1]. Recordemos que un subconjunto ¥ de un
espacio topolégico X es llamado homotépicamente denso en X si exis-
te una homotopia H : X x [0,1] — X tal que Hy es la identidad en X y
H(X x (0,1]) CY.

Teorema 1.6.7. Sean X wun espacio metrizable y Y un subconjunto ho-
motdpicamente denso en X. St X es un AR (ANR), entonces Y es un AR
(ANR).

Ejemplo 1.6.8. Consideremos el espacio K de subconjuntos cerrados y
convexos de R™ que contienen al origen, y el espacio K?O),b de subconjuntos
compactos y convexos de R™ que contienen al origen en su interior, equipados
con la métrica de Attouch-Wets. En [29, Proposicién 3.3]-(3) se demostré que
Ky es un AR, y que ’C?O),b es homotépicamente denso en K. Por el Teorema
1.6.7, esto implica que IC?O)J) es también un AR. <«

En [42] y [13] se estudié la relacién entre semireticulas de Lawson y re-
tractos absolutos. En [42, Teorema 2.1], se demostré que si (X, <, A) es una
semireticula de Lawson y X es un espacio métrico, compacto, conexo y local-
mente conexo, entonces X es un AR. En [13, Proposicién 3.2], se probé que
una semireticula de Lawson (X, <, A) tal que X es metrizable cumple que X
es un ANR (AR) si y solo si es localmente conexo por trayectorias (conexo
y localmente conexo por trayectorias).

Las nociones de retracto y extensor absolutos se generalizan a G-espacios
de la siguiente manera.

Definicién 1.6.9. Un G-espacio metrizable Y es un retracto absoluto
de vecindad equivariante (denotado por G-ANR) si para cada G-espacio
metrizable X que contiene a Y como un subconjunto cerrado e invariante
existen una vecindad invariante U de Y en X y una retraccién equivariante
r: U — Y. Si ademas siempre podemos tomar U = X, entonces se dice que
Y es un retracto absoluto equivariante (denotado por G-AR).

Definicién 1.6.10. Similarmente, un G-espacio metrizable Y es llamado un
extensor absoluto de vecindad equivariante (denotado por G-ANE) si
para cada subconjunto invariante y cerrado A de un G-espacio metrizable
X y cada funcién equivariante f : A — Y, existen una vecindad invariante
U de A en X y una funcién equivariante F' : U — Y tales que F' [4= f.
Si ademas siempre podemos tomar U = X, entonces se dice que Y es un
extensor absoluto equivariante (denotado por G-AE).
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En [3, Teorema 14| se prob6 que un G-espacio metrizable X es un G-ANR
(G-AR) si y sélo si es un G-ANE (G-AE).

La siguiente version equivariante del teorema de Dugundji muestra que,
si G es un grupo de Lie compacto, todo subconjunto convexo e invarian-
te de un G-espacio lineal localmente convexo es un G-ANR. Ademas, todo
subconjunto convexo e invariante que contiene un punto G-fijo es un G-AR.

Teorema 1.6.11 ([2]). Sean G un grupo de Lie compacto, X un G-espacio
metrizable y Z un G-espacio lineal localmente convexo. Si A es un subcon-
Junto cerrado e invariante de X y V' es un subconjunto convexo e invariante
de Z, entonces toda funcion equivariante f : A — V admite una extension
equivariante F': L — V a alguna vecindad invariante L de A. Si ademds el
conjunto de puntos fijos V& es no vacio, entonces se puede tomar L = X .

A continuacién definimos unos conceptos relacionados con algunos resul-

tados sobre G-ARs.

Definicién 1.6.12. Sean f,g : X — Y funciones equivariantes entre G-
espacios. Una G-homotopia de f a g es una homotopia H : X x[0,1] =Y
tal que Hy = f, H; = gy H, es equivariante para cada t € [0, 1]. Un G-espacio
X es llamado G-contractil si la funcion identidad en X es G-homotopica a
una funcién constante X — {zo}.

Notemos que si X es G-contractil, el punto xy debe ser un punto fijo, y
entonces el conjunto X es no vacio.

Definicién 1.6.13. Un subconjunto invariante A de un G-espacio X es un
G-retracto por deformacién fuerte de X si existe una G-homotopia
H: X x[0,1] =Y tal que Hy es la identidad en X, H; es una retraccién de
X en Ay Hy(a) = a para todos a € Ayt el0,1].

En el capitulo 2 usaremos los siguientes resultados sobre G-ARs, probados

por S. Antonyan.

Teorema 1.6.14 ([1, Teorema 6]). Sea X un G-espacio metrizable. Entonces
X es un G-AR si y solo si X es un G-ANR y es G-contrdctil.

Este resultado implica en particular que todo G-AR tiene un punto G-fijo.

Teorema 1.6.15 ([6, Teorema 3.7]). Sea G un grupo de Lie compacto. Un
G-espacio metrizable X es un G-AR si y solo si X es un AR y, para todo
subgrupo cerrado H de G, X" es un H-retracto por deformacion fuerte de
X.
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El teorema anterior implica que un G-AR siempre es un AR, cuando G
es un grupo de Lie compacto. El siguiente ejemplo muestra que un AR no es
necesariamente un G-AR, incluso si el grupo G es Zo.

Ejemplo 1.6.16. Sea X = S,,, la esfera unitaria en el espacio de Hilbert
5. Por [16, Capitulo 6, Teorema 5.1], X es homeomorfo a /5, y por lo tanto
es un AR debido al teorema de Dugundji. Sin embargo, si consideramos la
accion de Zsy en X dada por

(t,x) — tx,

entonces el conjunto de Zs-puntos fijos es vacio. En particular, X no es un

Zs-AR. <

Maés informacién sobre la teoria de retractos absolutos puede consultarse
en [31, Capitulo 2] y [50, Capitulo 6]. Por otra parte, las definiciones y re-
sultados sobre retractos absolutos equivariantes mencionados en esta seccién
pueden encontrarse en [1], [2] y [3].

1.7. Equiconexidad y estructuras convexas

En esta seccion introduciremos las nociones de equiconexidad y estructura
convexa, y algunas de sus propiedades. Usaremos el siguiente teorema de
encaje, cuya demostracién puede consultarse en [50, Teorema 6.2.1].

Teorema 1.7.1 (Teorema de encaje de Arens-Eells). Todo espacio métrico
puede encajarse isométricamente en un espacio normado como un subcon-
Junto cerrado y linealmente independiente.

Definicién 1.7.2. Un espacio X es equiconexo si existe una funcién con-
tinua 7 : X x X x [0,1] — X tal que 7(z,9,0) = =z, 7(x,y,1) = y y
7 (x,x,t) = x para cada x,y € X y t € [0,1]. En este caso llamaremos a 7
una funcién de equiconexidad.

Ejemplo 1.7.3. Cualquier subconjunto convexo A de un espacio vectorial
topoldgico es equiconexo, pues 7: A x A x [0,1] — A, dada por

T(J}7y,t) :(1—t)$+ty,

es una funcion de equiconexidad. <«
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Este ejemplo implica que todo AR es equiconexo, como demostramos en
la siguiente proposicion.

Proposicion 1.7.4. Si X es un AR, entonces es equiconexo.

Demostracion. Como X es metrizable, puede encajarse en un espacio norma-
do E como un subconjunto cerrado, debido al Teorema 1.7.1. Sea i : X — F
un encaje cerrado. El espacio X es un AR, entonces existe una retrac-
cion r : E — i(X). Ademds, como en el ejemplo anterior, existe una
funcién de equiconexidad 7 : E x E x [0,1] — E. Entonces, la funcién
7 i (X) x i (X) x [0,1] = i (X), dada por

™ (x,y,t) =71 (7 (2,y,1)),

es también una funcién de equiconexidad. Asi, i (X) es equiconexo, y por lo
tanto X es equiconexo. O]

El converso de este resultado es verdadero para espacios de dimension
finita. Esto es debido a que los espacios equiconexos son contractiles y local-
mente contractiles.

Proposicion 1.7.5. 5i X es equiconezo, entonces es contractil y localmente
contractil.

Demostracion. Sean 7 : X x X x [0,1] — X una funcién de equiconexidad y
p un elemento de X. Entonces, la funcion H : X x [0,1] — X, dada por

H (z,t) =7 (x,p, 1),

es una contraccion de X.

Por otra parte, para ver que X es localmente contractil, consideremos
p € X y U una vecindad de p en X. Queremos probar que existe una vecindad
Vdeptal que VC U y V es contractil en U. Como 7 (p,p,t) = p € U para
toda ¢t € [0,1], existen vecindades A; de p en X y B; de t en [0,1] tales
que 7 (z,p,s) € U para cada z € A; y s € By. Por la compacidad de [0, 1],
podemos tomar t1,...,t, € [0,1] tales que { By, };_, es una cubierta de [0, 1].

Entonces,
V= (ﬂ Ati) NnU
i=1

es la vecindad de p buscada, pues H [y o es una contraccion de V' en
U. ]
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En la clase de espacios metrizables de dimensién finita los ARs son pre-
cisamente los espacios que son contréictiles y localmente contréctiles ([22,
Teorema 15.2]). Por lo tanto, las dos proposiciones anteriores implican que,
en esta clase, un espacio es equiconexo si y sélo si es un AR. Otras propie-
dades de espacios equiconexos pueden consultarse en [30].

En [44, Definicién 1.1], E. Michael generalizé la nocién de convexidad en
espacios vectoriales a espacios métricos, definiendo una estructura convexa
de la siguiente manera.

Definicién 1.7.6. Una estructura convexa en un espacio métrico (X, d)
es un conjunto de funciones continuas {k, : X" x A,, — X | n € N}, donde

An:{(tl,...,tn)eR”HiE[O,l] paracadai=1,...,ny Ztizl},
i=1

que satisfacen las siguientes condiciones.
1. ky (x,1) = x para cada z € X.

2. Sin > 2,1 <n, (l'l,...,l’n) e X" y (tl,...,ti_l,o,ti+1,...7tn) € An,
entonces
k’n ((.’El,...,ln),(tl,...,ti_l,o,ti+1,...,tn))

= kn,1 ((371, e Li 1, Lj 1y - - ,Jjn) y (tla Ce ,tifl,thrl, Ce ,tn)) .

3.85in>2i<n-—1, (r1,...,2,) € X", (t1,...,t,) € A, y se cumple
que x; = T;+1, entonces

ko (21,0 xn), (t1, .y t0))
— kn—l ((1‘1, ey Ly iy 2y - - - 7xn) ) (tla CRC 7ti—17ti + ti+17ti+27 s 7tn)) .
4. La funcién t — k, (z,t) de A, a X es continua, para cada = € X.

5. Para cada ¢ > 0 existe una vecindad V. de la diagonal en X x X tal
que, para cadan € Ny z,y € X" con (x;,y;) € Vo, i = 1,...,n, se
cumple que d (k, (z,t),k, (y,t)) < € para toda t € A,,.

Definicién 1.7.7. Sea X un espacio métrico con una estructura convexa
{kn: X" x A, = X |n € N}. Un subconjunto A de X es convexo si para
cada xq,...,x, € Ay (t1,...,t,) € A, se cumple que

b (1, o) s (Hy 1)) € AL
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Observacién 1.7.8. La estructura convexa usual de un espacio vectorial
topoldgico es una estructura convexa en el sentido de E. Michael. Es decir,
si X es un espacio vectorial topoldgico, las funciones k,, : X" x A,, — X, con
n € N, dadas por

Fo (@1, ), (b t)) = D i,
=1

cumplen las condiciones de la Definiciéon 1.7.6. Es obvio que en este caso los
conjuntos convexos de X son exactamente los conjuntos convexos segun la

Definicién 1.7.7.

Ejemplo 1.7.9. Sea IC?O) , €l espacio de subconjuntos compactos y convexos
de R™ que contienen al origen en su interior, equipado con la métrica de
Hausdorft. En este espacio se puede definir la suma de Minkowski, dada por

A+B={a+blac A, be B},
y un producto por escalar, dado por
tA={ta|ac A},

para cada A, B € ’C?O),b y t € R. Notemos que esta suma es cerrada en IC?O)J,,
pero el producto por escalar no lo es, pues el conjunto 0A = {0} no es un
elemento de K?O),b para ninguna A € ’C?O),b‘ En particular, estas operaciones
no definen una estructura de espacio vectorial en IC?O)J,. Sin embargo, las
funciones ky, : (K{) ;)™ X A — Kfg) 5, con m € N, dadas por

ko (A1, A) (B b)) = ) LAy
=1

definen una estructura convexa en /C(‘O) b 4

En la siguiente proposicion notamos que cada AR tiene una estructura
convexa.

Proposicion 1.7.10. 5i X es un AR, entonces tiene una estructura convezxa.

Demostracion. Por el Teorema 1.7.1, existe un encaje cerrado i : X — F,
donde F es un espacio normado. Como X es un AR, existe una retraccion r :
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E — i (X). Consideremos la estructura convexa {k, : E" x A,, — E | n € N}
en F, dada como en la Observacién 1.7.8. Entonces, las funciones k], :

i(X)" x A, —i(X), conn €N, definidas por

ky (21, @), (b, ) =7 (kn (1, - 20) , (B1y -2y 80)))
forman una estructura convexa en i (X). O

Notemos también que cada espacio con una estructura convexa es en
particular equiconexo.

Observacién 1.7.11. Las condiciones 1 y 2 de la Definicién 1.7.6 implican
que, si (x1,...,x,) € X", entonces

ko ((z1,...,2,),(0,...,0,1,0,...,0)) = z,

donde la i-ésima entrada de (0,...,0,1,0,...,0) es 1.
Por otra parte, las condiciones 1 y 3 de la Definicién 1.7.6 implican que,
six € Xy (t,...,t,) € A, entonces

kn((z,...,2), (t1,...,tp)) = x.

En particular, esto significa que la funcién 7 : X x X x [0, 1] — X, dada por

T(x’%t) = ko (($7y)7(t71_t))7

es una funcién de equiconexidad. Es decir, si X tiene una estructura convexa,
entonces es equiconexo.

En los capitulos 3 y 4 usaremos el siguiente teorema sobre selecciones en
espacios con una estructura convexa, probado por E. Michael.

Recordemos que, si X y Y son espacios topolégicos y C C P (Y), se dice
que una funcién ¢ : X — C es semicontinua inferiormente si para cada
U CY abierto se cumple que

pTU) ={r e X [ ¢ (z)NU # 0}

es abierto en X. Ademas, si f : X — Y es una funcién continua tal que
f(z) € ¥ (x) para cada z € X, se dice que f es una seleccién de ).
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Teorema 1.7.12 ([44, Teorema 1.3]). Sean E un espacio métrico completo
con una estructura conveza, y Conv (E) la familia de subconjuntos cerrados,
no vacios y converos de FE. Sea Y un espacio paracompacto y supongamos
que ¢ : X — Conv (F) es semicontinua inferiormente. Entonces existe una
seleccion de ¢.

A continuacién, demostraremos un lema que usaremos méas adelante para
verificar que ciertas funciones son semicontinuas inferiormente.

Lema 1.7.13. Sean X y Y espacios metrizables, C' un subconjunto cerrado
de X y f,g: X =Y, h:C —Y funciones continuas. Supongamos que se
cumplen las siguientes condiciones.

1. Eziste una estructura de reticula (Y, <,\,V) en'Y que es topoldgica.

2. Existe una estructura convera en Y tal que los conjuntos [x;y| son
convexos para cada r,y €Y con x < y.

3. f(z) <h(x)<g(z)para cada x € C y f (z) < g(x) para cada x € X.

Entonces, la funcién ¢ : X — Conv (Y), dada por

~f {h(2)} six e C,
“@‘{quwm siz e X\C,

es semicontinua inferiormente, donde Conv (Y') es la familia de subconjuntos
cerrados, no vacios y converos de Y .

Demostracion. Notemos que ¢ (z) C [f () ; g (x)] para cualquier z € X.

Sean U C Y un conjunto abierto y z € ¢ (U). Entonces ¢ (z) N U # 0,
por lo que existe
2 €p(@)NUC[f(2);9@)NU.

Como g (x) Az = z € U y las funciones g y A son continuas, entonces existen
conjuntos abiertos Uy C X y Uy C Y tales que

rely, 2€ly y g(')ANZ €U

para cada 2’ € Uy y 2’ € Us. Ademas, como f (z)V z = z € U, y las funciones
f y V son continuas, entonces existe un conjunto abierto Us C X tal que

relUs y f(@)VzelU
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para cada x’ € Us.
Afirmamos que
[f (@) ;9@)]NU #0
para cada 2’ € Uy NUs. En efecto, sea ' € U; NUs. Entonces f (2')V z € Us,
debido a nuestra eleccién de Us. Esto implica que

w=g@)N(f(2)V2)eU,
por nuestra eleccién de U; y Us. Notemos que, por la definicion de w, w <
g () y
f@E)=f@)Nng @) < (f@)Vvz)Ang)=uw,
por lo que w € [f (2'); g (2')]. Como w € U, esto prueba la afirmacién.

Ahora consideramos los siguientes dos casos.
Caso 1. x € X\C. Entonces, notemos que

ZL’GUlﬂUgﬂ(X\C) qu(_(U)
En efecto, si ' € Uy NU; N (X\C), entonces, debido a la afirmacién anterior,

[f (@) 9 ()] NU #0
y, como z’ ¢ C, ¢ (2') = [f (2'); g (2')]. Entonces 2’ € ¢ (U). Ademads, como
C' es cerrado en X, el conjunto U;NU3N(X\C') es abierto en X. Esto significa
que z € int (¢ (U)).
Caso 2. x € C. Entonces ¢ () = {h(z)} y, como ¢ () NU # (), tenemos

que h(z) € U. La funcién h : C — X es continua, por lo tanto existe un
conjunto abierto V' C X tal que h™! (U) = V N C. Entonces

erlﬂUgﬂV§¢‘_(U).

En efecto, si 2’ € UyNUsNV y 2’ ¢ C, entonces, de manera andloga al caso
anterior, se tiene que ' € ¢* (U). Ysiz’ € C, entonces 2’ € CNV = b1 (U),
y por lo tanto ¢ (z) = {h (z)} C U. Esto implica que 2’ € ¢ (U), y podemos
concluir que z € int (¢ (U)).

Entonces, ¢ (U) es abierto en X y ¢ es semicontinua inferiormente. [

Maés informacion sobre estructuras convexas puede encontrarse en [44].

En [7, Definicién 3.1}, se definié una generalizacién de estructuras con-
vexas para (G-espacios, que debe cumplir ser compatible con la accién de G.
En [7, Teorema 3.3], se prob6 que, si G es un grupo de Lie compacto, todo
G-espacio con una estructura convexa equivariante y tal que X & es no vacio
es un G-AR. Este y otros resultados sobre estrucutras convexas equivariantes
pueden consultarse en [7].



1.8. PROBLEMA DE JAWOROWSKI Y PROBLEMA DE ANDERSON35

1.8. Problema de Jaworowski y problema de
Anderson

J. Jaworowski comenzé a estudiar retractos y extensores equivariantes en
[33], [34] y [35]. Una condicién necesaria para que un G-espacio metrizable
X sea un G-ANR (G-AR) es que el conjunto de puntos fijos X sea un ANR
(AR), para cada subgrupo cerrado H de G ([52], [32, Proposicién 8.45]). En
la década de los setentas, J. Jaworowski planteod el problema converso a esto.

Problema 1.8.1 (Problema de Jaworowski). Sean G' un grupo de Lie com-
pacto y X un G-espacio metrizable que tiene un nimero finito de tipos or-
bitales (por ejemplo, cuando G es un grupo finito). Supongamos que para
cada subgrupo cerrado H de G el conjunto X es un AR. ;Entonces X es
un G-AR?

Este problema permanece abierto incluso en el caso mas simple, cuando
X es homeomorfo al cubo de Hilbert @ = [[°2,[—1,1], G es el grupo Z,
y X%2 es un conjunto unitario. En este caso, el problema de Jaworowski
resulta equivalente a un problema planteado por R. D. Anderson en los anos
sesentas, referente a la cantidad de clases de conjugacién de involuciones en
el cubo de Hilbert.

Recordemos que una involucién en un espacio topoldgico X es una
funciéon continua o : X — X que es su propia funcién inversa, es decir,
aoa = Idx. Si a y 8 son involuciones en los espacios X y Y, se dice que
a y [ son conjugadas si existe un homeomorfismo h : X — Y tal que
hoa = foh. A lo largo de este texto, llamaremos a la involucién o : Q — @,
dada por o (z) = —z, la involucién estdndar en el cubo de Hilbert.

Notemos que toda accion del grupo Zs en un espacio X induce una invo-
lucién o : X — X, dada por a (z) = —1 - z. Reciprocamente, una involucién
a en X induce una accién de Z, en X. Denotaremos este Zs-espacio por
(X, ). En este caso, es claro que X%2 es un conjunto unitario si y sélo si «
tiene un dnico punto fijo.

En 1977, en [60, Teorema 1], J. E. West y R. Wong probaron que si
a : ) — @ es una involucién con un tnico punto fijo y el espacio orbital @/
Zs de (X, a) es un AR, entonces « es conjugada con la involucién estdndar.
Por otra parte, en 1988, en [4, Teorema 8|, S. Antonyan demostré que si un
Zo-espacio (X, «) es un Zy-AR, entonces el espacio orbital X/Z, es un AR.
En [8], S. Antonyan usé estos resultados para probar el siguiente teorema.
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Teorema 1.8.2. Si X es un espacio homeomorfo a Q y o : X — X es una
involucién con un unico punto fijo, entonces (X, ) es un Zo-AR si y sélo si
a es conjugada con o : QQ — Q.

Este resultado implica que, en este caso especifico, el problema de Jawo-
rowski es equivalente al siguiente problema planteado por R. D. Anderson.

Problema 1.8.3 (Problema de Anderson). Sea o : @ — @ la involucién
estandar en ). Si a : Q — @ es una involucién con un unico punto fijo,
jentonces « es conjugada con o7

Este problema permanece abierto a pesar de que se han hecho varios
intentos para resolverlo. En 1974, en [62, Teorema 1], R. Wong probé que,
para que una involucién « : () — () con un unico punto fijo sea conjugada
con o, es necesario y suficiente que el punto fijo tenga una base de vecindades
abiertas, contractiles e invariantes bajo a.

En 1977, en [59], J. E. West intenté dar una respuesta negativa al proble-
ma de Anderson, construyendo involuciones en ciertos hiperespacios que son
homeomorfos al cubo de Hilbert. Sin embargo, demostré que estas resultan
ser conjugadas con o, como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.8.4. Dado un espacio métrico (X, d), consideremos el espacio
Cld (X) equipado con la métrica de Hausdorff. Si (X, d) es compacto, conexo,
localmente conexo y tiene méas de un punto, entonces Cld (X') es homeomorfo
al cubo de Hilbert (|21, Teorema 1]). J. E. West demostrd que, en este caso,
si a: X — X es una involuciéon con un unico punto fijo y

S={AeCld(X)|a(A) = A},

entonces Cld (X)) /S es también homeomorfo al cubo de Hilbert, y la funcién
a:Cld(X)/S — Cld (X) /S, dada por a ([A4]) = [a (A)], es una involucién

con un unico punto fijo que es conjugada con o. «

El siguiente es un ejemplo mas complejo de otra involucién que es conju-
gada con 0.

Ejemplo 1.8.5. Consideremos el conjunto

oo

T:={-1,1} U (U(—1,1)”> x {—1,1} U ﬁ(—1,1).

n=1
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Los elementos de 7" son sucesiones z = (z (n)) que son infinitas y tienen todas
sus coordenadas en (—1,1), o bien, son finitas y tienen su iltima coordenada
en {—1,1} y sus coordenadas anteriores en (—1,1).

Se define el orden de un elemento y € T' como el nimero de coordenadas
de y si y es una sucesion finita, y como oo si y es una sucesion infinita. Lo
denotaremos por ord(y).

Para cada n € N, n > 1, definimos ¢, : T'— [—1, 1] por

p1(x) =z (1),
[ eIIS A= lz@) sin<ord(), N
on (7) = { 0 si n > ord(x) para n = 2.
Entonces d : T x T — [0, 00), definida por
1
d(z,y) = _ o len (@) —on W],
n=1

es una métrica en 7.

La definicién y propiedades de (7', d) pueden consultarse en [16, Capitulo
3, Seccién 3|, donde este espacio se usa para probar el teorema de Keller
([16, Capitulo 3, Teorema 3.1]). En particular, se demuestra que el cubo de
Hilbert @ es homeomorfo a T'. El homeomorfismo dado en [16, Capitulo 3,
Proposicién 3.2] estd definido de la siguiente manera.

Consideremos la norma usual ||-||, en el espacio de Hilbert f5. Definimos

g:Q — {y por
g9((z,)) = (n (1+ ||(%")Hz)> |

Denotemos por g, : @ — R a cada funcién coordenada de g, para todan > 1.
Para cada x € @, definimos Ky (z) := @ y, para todan > 1,

K, (z) ={yeQ]g(x) =g (y) paracadai>n}.
Finalmente, para cada n > 1 definimos b,, : ) — R por
bn (x) = max {gn (y) | y € Kn-1(2)}
Y fo:{z € Q[ by () #0} — R por
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Entonces, la funcién F : Q) — T, definida por

J (A@),.. fe(x) sik+1=min{n>1]b,(x)=0},
F ()= { (fn (%)) hen si by, (z) # 0 para todan > 1

es un homeomorfismo.

Observemos que el espacio T también tiene una involucién natural o’ :
T — T, dada por ¢’ ((z(n))) = (—z(n)). De la definicién de F, es facil
verificar que F'oo = ¢’ o F. Entonces, o y ¢’ son involuciones conjugadas. «

En 1999, en [5, Corolario 2], S. Antonyan demostré que si X es un espacio
compacto y  : X — X es una involucién con un tinico punto fijo, entonces
existe un encaje j : X — @ tal que joa =0 o07.

En 2020, en [54, Teorema 1.1], J. van Mill y J. E. West probaron que, en
el espacio de Hilbert /5, la pregunta analoga al problema de Anderson tiene
una respuesta negativa. Es decir, existen dos involuciones con un tinico punto
fijo en /5 que no son conjugadas.

En 2022, en [29], L. Higueras-Montano y N. Jonard-Pérez encontraron una
respuesta parcial al problema de Anderson. Probaron que el espacio K de
subconjuntos cerrados y convexos de R™ que contienen al origen, equipado con
la métrica de Attouch-Wets, es homeomorfo a ), y que todas las involuciones
con un unico punto fijo en Kf que son decrecientes con respecto al orden de
la contencion son conjugadas con o. Como el orden jugd un papel importante
en este caso, es natural preguntarse si lo hace en un contexto mas general.
Asi, planteamos la siguiente versién débil del problema de Jaworowski.

Problema 1.8.6 (Versién débil del problema de Jaworowski). Sea (X, «)
un Zs-espacio metrizable. Supongamos que X y X?2 son ARs, y que existe
una estructura de reticula (X, <, A, V) en X que es topoldgica y tal que « es
decreciente con respecto al orden parcial <. Entonces, jes (X, a) un Z,-AR?

En el Problema 1.8.6, es equivalente suponer que existe una estructura
de semireticula en X a una estructura de reticula, como demostramos a
continuacion.

Lema 1.8.7. Sea (X, a) un Zg-espacio. Supongamos que existe una estruc-
tura de semireticula (X, <,A) (o0 (X,<,V)) en X que es topoldgica y tal que
a es decreciente con respecto al orden <. Entonces, existe una funcion conti-
nuaV: X xX =X (oN: X xX — X) tal que (X, <,A,V) es una reticula
topologica.
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Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que (X, <, A) es una
semireticula topoldgica tal que «a es decreciente con respecto a <. Definimos
V:X xX — X por

TVy=a(a(®)Aaly).

Sean x,y € X. Veamos que x V y es el supremo de {z,y}. Como « (z) A
a(y) < a(x), a(z) Na(y) < a(y) vy a es decreciente con respecto al or-
den, entonces z < a(a(x)ANa(y) vy < a(a(z)ANa(y)), y por lo tanto
a(a(xz) Aa(y)) es una cota superior de {z,y}.

Por otra parte, si s € X es tal que z < sy
a(x)y a(s) < al(y),y por lo tanto a (s) < a(x)
a(a(x)Na(y)) <s,y podemos concluir que « («
del conjunto {z,y}.

Entonces (X, <, A, V) es una reticula, y es topoldgica porque V es continua
(ya que es una composicién de funciones continuas). O

y < s, entonces a(s) <
A a (y). Esto implica que
() A (y)) es el supremo

En la siguiente definicién damos un nombre a un espacio que cumple las
condiciones del Problema 1.8.6.

Definicién 1.8.8. Sea (X, «) un Zs-espacio metrizable. Llamaremos una
Zs-reticula decreciente a una reticula topoldgica (X, <, A, V) tal que « es
decreciente con respecto a <. La denotaremos por (X, o, <, A, V).

Los siguientes son ejemplos de situaciones en las que se cumplen
las hipotesis del Problema 1.8.6. Es decir, son Zs-reticulas decrecientes
(X, a, <, A, V) tales que X v X% son ARs.

Ejemplo 1.8.9. Consideremos la involucién estandar o en (). La estructu-
ra de reticula (Q, <, A, V) es topolégica, donde los operadores A y V estan
definidos como

(@n) A (yn) = (min{@n, yn}),  (20) V (yn) = (méx{zn, ya}),
y el orden parcial < estd dado por
(2n) < (yn) siy sélosiz, <y, para toda n € N.

El tinico punto fijo de o es (0), entonces Q%2 = {(0)}. Por lo tanto, Q y Q%2
son ARs. Ademas, si (z,,) < (y,), entonces (—y,) < (—x,), por lo que o es
decreciente con respecto a <. «
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Ejemplo 1.8.10. Sea K?O),b el espacio de subconjuntos compactos y conve-
xos de R™ que contienen al origen en su interior, equipado con la métrica de
Hausdorff (recordemos que en este conjunto la topologia de Hausdorff coin-
cide con la topologia de Attouch-Wets). Este espacio es un AR, como vimos
en el Ejemplo 1.6.8.

Consideremos la involucion polar o : IC?O)J) — IC?O)J), definida por

A° = {x € R" | sup(a, z) < 1},

a€A

donde (-, -) es el producto escalar usual en R". Esta involucion se estudié en

[45] y en [29]. Su tinico punto fijo es la bola unitaria B (0,1), y por lo tanto

?0) bZQ es un AR también.

Consideremos la estructura de reticula <IC?0) b S A, \/), donde los opera-
dores A y V estan definidos como

ANB=ANB, AV B=conv(AUB),

y C es el orden de la contencion. La involucion polar es decreciente con
respecto a C.

Ademés, en [51, Lema 2.1] se demostré que la funcién A +— conv (A)
es continua en Cld (X), equipado con la métrica de Hausdorff, para todo
espacio normado X. Por otra parte, recordemos del Ejemplo 1.4.4 que la
funcién union es continua. Entonces, en particular, la funcién V es continua

y, por lo tanto, el Lema 1.8.7 implica que <’C?O),b7 C, A, \/) es una reticula
topologica. <

Ejemplo 1.8.11. Recordemos que en el Ejemplo 1.6.6 vimos que el espacio
Cvx(I)={f:]0,1] - R | f es convexa y continua},

equipado con la métrica inducida por la norma uniforme en C ([0, 1],R), es
un AR.
Le damos la estructura de reticula (Cvx (1), <, A, V), definida por

f<gsiysolosi f(x)<g(x) para toda x € [0, 1]

fAg(r)=sup{h(z)|heCvwx(), h<fyh<g},
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fVv g (@) =méx{f(z),g(x)}
para cada z € [0, 1].

En este espacio, consideramos la involucién de Legendre £ : Cvx (/) —
Cvx (I), definida por

L(f) (x) = max (zy — f (y))

y€[0,1]

para cada = € [0, 1]. Esta involucién es decreciente con respecto al orden <,
. . ., 2
y su unico punto fijo es la funcién fy : [0,1] — R dada por fo(z) = %,

Entonces, Cvx (I)* también es un AR. La involucién de Legendre se estudié
en [9] y en [10, Seccién 4, Ejemplo 2].

Finalmente, notemos que la funcién V es continua. Consideremos la métri-
ca en Cvx (I) x Cvx (/) dada por

A((4.9). (h. ) = max (1 = Wl g = 31}
donde ||| es la norma uniforme en C ([0, 1] ,R). Sean (f, g), (h,j) € Cvx (I)x
Cvx (I). Veamos que para cada x € [0, 1] se cumple que

iméx {f (z),g(z)} —max{h(z),j (@)} <d((f g).(hJ))- (1.2)

Sea x € [0,1]. Consideremos el caso en el que

max {f (z), g (x)} = méx{h(z),j(x)}

y f(z) > g(x) (en los otros casos, la demostracion de (1.2) es andloga).
Entonces se cumple que

iméx {f (z),g ()} — max{h(z),]j ()}
=méx {f (z),g(x)} —max{h(z),j ()}

= f(z) = mix {h(z), 7 (v)}

< f(z) = h(r)

<|f () = h(z)]

<méax{|f () = h(2)|,|g(z) —j ()]}

< méax {||f —nll,llg —jlI} = d((f,9), (R, J)),

como queriamos probar. Esto implica que
1 Vg =hVjll = mix méx {f (x),g (x)} - méx {h(z),] (@)}
<d((f.9),(h 7)),
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y por lo tanto V es una funcion Lipschitz continua. Asi, como L es de-
creciente con respecto al orden <, el Lema 1.8.7 implica que la reticula
(Cvx (I),<,A,V) es topoldgica. «

1.9. Medias

Definicién 1.9.1. Sea X un espacio topoldgico. Una n-media en X es una
funcién continua p : X™ — X que satisface las siguientes condiciones:

(M1) p(z,...,z) =x para cada = € X

(M2) p(x1,...,2,) = p(xg(l),...,xa(n)) para cada (zy,...,z,) € X"y o
permutacién de {1,...,n}.

Cuando n = 2, simplemente diremos que p es una media

Este tipo de funciones fueron estudiadas en [24] por B. Eckmann en 1954,
donde demostré que si un poliedro conexo y compacto admite una n-media
para cada n € N, entonces es contractil. En 1962, B. Eckmann, T. Ganea y P.
J. Hilton generalizaron este resultado en [25, Corolario 3.2 y p. 90], probando
que si X es un espacio conexo con el tipo de homotopia de un poliedro y
grupos de homologia finitamente generados que son cero a partir de cierta
dimensién, entonces X admite una n-media para alguna n € N si y sélo si
es contractil. En [37], H. Judrez-Anguiano observé que, como todo ANR es
homotépicamente equivalente a un poliedro y la clase de ANRs contréctiles
es precisamente la clase de ARs, entonces el resultado de B. Eckmann, T.
Ganea y P. J. Hilton puede escribirse de la siguiente manera.

Teorema 1.9.2. Sea X un ANR conezxo con grupos de homologia finitamente

generados tal que casi todos son cero. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes.

1) Eziste una n-media p : X" — X para toda n > 2.
2) Eziste una n-media p : X™ — X para alguna n > 2.

3) X es un AR.
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Posteriormente, en la década de los ochentas, G. Chichilnisky y G. Heal
estudiaron n-medias en [18] y [19] en el contexto de teoria de eleccién social,
y redescubrieron las implicaciones 1) <= 3). En esta drea, {1,...,n} es
un conjunto de votantes, y cada elemento de X es una preferencia. Una n-
media es una regla de eleccién social, y las condiciones (M1) y (M2) son
llamadas unanimidad y anonimidad, respectivamente. En los resultados
de G. Chichilnisky y G. Heal, X es un complejo CW que tiene un nimero
finito de celdas en cada dimensién y es conexo. En [18], se demostré que el
hecho de que X sea contractil es suficiente para que admita una n-media para
toda n € N, y en [19] se demostr6 que la contractibilidad de X es también
necesaria.

En 2004, S. Weinberger redescubri6 la implicacién 2) = 3) en [58,
Teorema 1.1].
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Capitulo 2

n-Medias equivariantes

En este capitulo estudiaremos la relacién entre n-medias equivariantes y
G-ARs.

En la primera secciéon definiremos la nocién de n-media equivariante, e
introduciremos una pregunta planteada por H. Juédrez-Anguiano (Pregunta
2.1.4) sobre cuando la existencia de una n-media equivariante en un G-espacio
implica que este sea un G-AR.

En la segunda seccién daremos respuestas parciales al problema de Jawo-
rowski (Problema 1.8.1) y a la Pregunta 2.1.4, en el caso en el que el grupo
G es finito. En particular, veremos que si X es un G-espacio, G es un grupo
finito y se cumplen las hipdtesis del problema de Jaworowski o de la Pregunta
2.1.4, entonces la existencia de una |G|-media equivariante en X implica que
X sea un G-AR.

En la tercera seccion daremos otra respuesta parcial a la Pregunta 2.1.4.
Veremos que la existencia de una n-cuasimedia contractiva equivariante en
un G-ANR que es métrico y completo implica que este es un G-AR.

2.1. n-Medias equivariantes

Retomando la definicién de n-media (Definiciéon 1.9.1), ahora daremos
una versién equivariante de este concepto.

Definicién 2.1.1. Si X es un G-espacio metrizable, una n-media equiva-
riante es una funcién continua p : X" — X que satiface las condiciones
(M1) y (M2), y ademds cumple que

p(gxla"'ag$n> :gp(xla"'axn)

45
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para cada (x1,...,2,) € X"y g € G. Cuando n = 2, simplemente diremos
que p es una media equivariante.

Recordemos que, si X es un ANR conexo con grupos de homologia fi-
nitamente generados tal que casi todos son cero, entonces la existencia de
una n-media en X es equivalente a que X sea un AR (Teorema 1.9.2). En
2020, en [37], H. Judrez-Anguiano demostré la siguiente versién equivariante
de este resultado.

Teorema 2.1.2 ([37, Teorema 3.3]). Sea X un G-espacio metrizable que es
un G-ANR vy tal que para cada subgrupo cerrado H de G, X" es un espacio
conexo con grupos de homologia finitamente generados tal que casi todos son
cero. Entonces los siquientes enunciados son equivalentes.

1) Eziste una n-media equivariante p : X" — X para toda n > 2.

2) Eziste una n-media equivariante p : X™ — X para alguna n > 2.

3) X es un G-AR.

Si un G-espacio X es un G-ANR, el conjunto de puntos fijos X es un
ANR para cualquier subgrupo H de G ([1, Teorema 7]). Ademés, cualquier
ANR compacto tiene grupos de homologia finitamente generados tal que casi
todos son cero ([31, Capitulo 4, Corolario 7.2]). Estos dos hechos implican
que el siguiente resultado de H. Juarez-Anguiano es consecuencia del teorema
anterior.

Corolario 2.1.3 ([37, Corolario 3.4]). Sea X un G-espacio metrizable que es
un G-ANR vy tal que para cada subgrupo cerrado H de G, X" es un espacio
conexo y compacto. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

1) Eziste una n-media equivariante p : X™ — X para toda n > 2.

2) Eziste una n-media equivariante p : X™ — X para alguna n > 2.

3) X es un G-AR.

En [37], H. Judrez-Anguiano planteé la pregunta de si, en el resultado
anterior, la hipétesis de que los conjuntos de puntos fijos X sean conexos y
compactos puede cambiarse por que X lo sea.

Pregunta 2.1.4. Sea X un G-espacio metrizable, conexo y compacto que
es un G-ANR. Si existe una n-media equivariante p : X™ — X para alguna
n > 2, jentonces X es un G-AR?
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2.2. Grupos finitos

En esta secciéon damos una respuesta positiva al problema de Jaworowski
(Problema 1.8.1) en el caso en el que G es un grupo finito y X admite una
|G|-media equivariante. Bajo estas hipdtesis, también damos una respuesta
parcial a la Pregunta 2.1.4.

Antes de eso, demostraremos los siguientes tres lemas. Empezaremos ob-
servando que la existencia de una n-media (n-media equivariante) garantiza
la existencia de k-medias (k-medias equivariantes) para todo k divisor de n.

Lema 2.2.1. Sip: X" — X es una n-media (n-media equivariante) y k € N
divide a n, entonces existe una k-media (k-media equivariante) q : X* — X

Demostracién. Definimos ¢ : X¥ — X por

q(xy, .. xk) =p (X1, Thy ooy X1y, Th)

donde y,..., 7, se repiten 7 veces en el argumento de p. Claramente ¢
es una k-media. Ademads, si p es equivariante, entonces ¢ es equivariante
también. O

En el siguiente lema demostramos que la existencia de una |G|-media
equivariante nos permite obtener una G-homotopia a partir de una homo-
topia.

Lema 2.2.2. Sea X un G-espacio, donde G es un grupo finito. Supongamos
que existe una n-media equivariante p : X™ — X, donden = |G|. Si ® : X x
[0,1] = X es una homotopia y g1, ..., gn son los elementos de G, entonces
la funcion ¥ : X x [0,1] — X dada por

U (2,t) =p (97 ® (g1, t) ..., g, @ (gn, t))
es una G-homotopia. Ademds, cumple lo siguiente:

(1) Si ®q es la funcion identidad en X, entonces Wy es la funcion identidad
en X.

(2) Si @y es una funcion constante, entonces Wy es una funcion constante.

Demostracion. Primero demostraremos que ¥ es una G-homotopia. Clara-
mente, ¥ es continua. Notemos que para cada h € GG la regla g; — ¢;h define
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una biyeccion en G. Entonces, como p es equivariante y satisface la propiedad
(M2), tenemos que

U(ha,t) = p(g; ' @(giha, t), ..., g, ®(guha,t))
= hh”'p(gr '@ (g1ha 1), . .., g, ®(gnh, 1))
= hp(h_lgf(b(glh:v, t),...,h g 1 ®(g,h, t))
= hp((glh)_lfb(glhx, t),...,(gnh) ' ®(gnhe, t))

= hp(g9; ' ®(q1,t), ..., g, ' ®(gn,t))
= h¥(z,t)

para cada h € Gy (z,t) € X x [0,1]. Entonces, ¥ es una G-homotopia.
Ahora, demostramos que ¥ cumple (1) y (2).

(1) Supongamos que ® (z,0) = z para cada = € X. Entonces, por la
condicién (M1) tenemos que

U (2,0) =p (97 ® (q12,0) ..., g, @ (g7, 0))

=P (gflglxa s 797:19711')
=X.

(2) Sice€ X estal que @ (z,1) = ¢ para cada x € X, entonces
U (z,1) =p (97" ® (q12,1) ..., 0, ® (a7, 1))
=p(gite...,g:').
Por lo tanto, ¥; es una funcién constante. O

Lema 2.2.3. Sean X un G-espacio metrizable, donde G es un grupo finito,
y H un subgrupo de G tal que |H| = n. Supongamos que existe una n-media
equivariante p : X™ — X. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) El conjunto X es no vacio.

(2) Si X es un AR y X es un retracto de X, entonces X" es un H-
retracto por deformacion fuerte de X.

Demostracion. Como |H| = n, podemos suponer que H = {g1,...,gn}
(1) Sea x € X un punto arbitrario. Definimos

Zo ::p<glx7 <o 7gnx> .
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Afirmamos que zy € X. En efecto, si h € H, notemos que g; — hg; define
una biyeccién en H. Entonces, usando el hecho de que p es equivariante y
satisface la condicién (M2), podemos concluir que

hxo = hp(giz, . . ., gT)
- p(hgyf', ey hgnx)
=p(q1z, ..., gnx) = To.

Esto implica que zo € X .
(2) Sea r : X — X una retraccién. Consideremos

A= (X x{0h U (X x {1}) U (X" x [0,1])
y la funcién ¢ : A — X dada por

I si (z,t) € X x {0},
o ={ Ty 5 () €1 o (67 0.1

Como X es un AR metrizable, también es un AE. Entonces, ya que A es
cerrado en X x [0, 1], existe una extensién continua ® : X x [0,1] — X de ¢.
Definimos ¥ : X x [0,1] — X por

U (z,t) :=p (97" (gr2,1) .., g, @ (gn, 1)) -

Por el Lema 2.2.2, ¥ es una H-homotopia. Ademads, como ® (z,0) = ¢ (z,0) =
x, el Lema 2.2.2-(1) implica que ¥y es la funcién identidad en X.
Ahora, si x € X entonces g;z € X para cada g; € H, por lo que

U (2,t) =p (97" ® (i, 1), ..., g, @ (gna, t))
=p (970 (qz,t), ..., 9, ¢ (g, 1))
(g (1), ... g, (gnt))
(9 1z, 9, gu)

usando que p satisface la condicién (M1). Entonces W (z,t) = z para cada
(z,t) € XH x [0,1].

Finalmente, demostraremos que W es una retraccién de X en X. En
efecto, como ¥ (z) = x para cada x € X sélo necesitamos demostrar que
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U, (X) C XH. Sea x € X. Notemos que hr (z) = r (z) para cada h € H, ya
que 7 (z) € X Esto implica que

h\ljl (l’) = hp (gl_lr (glx) ) 7.%717‘ (gnx))
=P (hgl_lr (glx) ) 7hg7:17ﬂ (gnl'))
=p(r(giz),...,7(gnt))

=p (g, 'r (1), ... 9, (gn))
=V, (z)

para cada h € H. Entonces ¥, () € Xy por lo tanto ¥; es una retraccién
de X en X#. Podemos concluir que X es un H-retracto por deformacién
fuerte de X. m

Con respecto al Lema 2.2.3-(1), es interesante remarcar que, en general,
el conjunto de puntos fijos X puede ser vacio, incluso si el grupo G es finito
y el espacio X es un AR (y, por lo tanto, contractil).

Ejemplo 2.2.4. Sea X = Sy,, la esfera unitaria en el espacio de Hilbert /.
En el Ejemplo 1.6.16 vimos que X es un AR, pero, si consideramos la accion
de Zs en X dada por

(t,x) — tx,

entonces el conjunto de Zs-puntos fijos es vacio. <

Ahora, estamos en condiciones de probar que, si G es un grupo finito y
X admite una |G|-media equivariante, entonces el problema de Jaworowski
tiene una respuesta positiva.

Teorema 2.2.5. Sea X un G-espacio metrizable, donde G es un grupo finito.
Supongamos que para cada subgrupo H de G el conjunto X7 es un AR. Si
existe una n-media equivariante en X para algin mailtiplo n de |G|, entonces
X es un G-AR.

Demostracion. Como X = X{¢ tenemos que X es un AR. Ademés, por
el teorema de Lagrange, si H es un subgrupo arbitrario de G entonces |H |
divide a |G|, y por lo tanto |H| divide a n. Asi, por el Lema 2.2.1, existe una
| H|-media equivariante para cada subgrupo H de G.

Por otro lado, como X es cerrado en X y X es un AR para cada
subgrupo H de G, entonces existe una retraccién r : X — X, Asi, el Lema,
2.2.3 implica que X es un H-retracto por deformacién fuerte de X. Esto,
junto con el Teorema 1.6.15, implica que X es un G-AR. m
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Corolario 2.2.6. Sea X un G-espacio metrizable, donde G es un grupo
finito. Supongamos que para cada subgrupo H de G el conjunto X es un
AR. Si existe una |G|-media equivariante, entonces X es un G-AR.

Con respecto a la Pregunta 2.1.4, en el Corolario 2.2.8 probaremos que
podemos obtener una respuesta positiva si el grupo G es finito y n es un
multiplo de |G].

Teorema 2.2.7. Sea X un G-ANR conexo, donde G es un grupo finito.
Supongamos que X tiene grupos de homologia finitamente generados tal que
casi todos son cero. Si existe una n-media equivariante p : X" — X para
algin maltiplo n de |G|, entonces X es un G-AR.

Demostracion. Por el Lema 2.2.1, podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que n = |G].
Como X es un G-ANR, es un ANR ([6, Teorema 3.7]). Entonces, se sigue
del Teorema 1.9.2-((2)=-(3)) que X es un AR, y por lo tanto es contractil.
Sea ® : X x [0,1] — X una contracciéon de X, y sean gq,...,g, los
elementos de G. Consideremos la funcién ¥ : X x [0,1] — X dada por

U (2,t) = p (97" ® (12, 1) 5., g, '@ (gn, 1)) -

Por el Lema 2.2.2, U es una G-homotopia de la identidad en una funcién

constante, y por lo tanto X es G-contractil. Asi, por el Teorema 1.6.14, X es
un G-AR. ]

Si X es un ANR compacto, entonces tiene grupos de homologia finitamen-
te generados y casi todos cero ([31, Capitulo 4, Corolario 7.2]). Este hecho,
junto con el teorema anterior, nos da el siguiente corolario.

Corolario 2.2.8. Sea X un G-ANR conexo y compacto, donde G es un grupo
finito. St existe una n-media equivariante p : X™ — X para algin mailtiplo n
de |G| (en particular, si n =|G|), entonces X es un G-AR.

2.3. n-Cuasimedias equivariantes

Recordemos que una n-media es una funcién continua p : X™ — X que
satisface (M1) y (M2) de la Definicién 1.9.1.
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Definicién 2.3.1. Una n-cuasimedia en un espacio topolégico X es una
funcién continua p : X™ — X que satisface la condicién (M1). Cuando n = 2,
simplemente diremos que p es una cuasimedia.

Definicién 2.3.2. Si X es un G-espacio metrizable, diremos que una n-
cuasimedia p : X — X es una n-cuasimedia equivariante si cumple que

p (g1, ..., 9%,) = gp(T1,...,Ty)

para cada (x1,...,2,) € X"y g € G. Cuando n = 2, simplemente diremos
que p es una cuasimedia equivariante.

Recordemos que una métrica d en un espacio X se llama propia si todas
las bolas cerradas en (X, d) son compactas.

Consideremos un espacio métrico (X, d). En [58], se llama a una funcién
p: X" — X saloménica si para cada § > 0 existe (z1,...,x,) € X" tal
que d(p(x1,...,x,),2;) > 0, para cada i = 1,...,n. En [58, Proposicién
3.2], S. Weinberger probé que, si X es un CW complejo conexo con una
métrica propia d y, ademas, X admite n-medias para cada n € N y no es
contréactil, entonces toda n-media en X es saloménica. Esto implica que una
n-media p : X” — X en un espacio que no es contractil se comporta de
una forma que no esperariamos, pues no hay ninguna restriccion sobre la
distancia d (p (x1,...,2,),x;). Por el Teorema 1.6.14, sabemos que para que
un G-espacio metrizable sea un G-AR debe ser contractil. Por lo tanto, es
natural preguntarse si agregarle a la Pregunta 2.1.4 una hipdtesis con respecto
a la distancia d (p (z1,...,x,),x;) puede ser 1til para resolverla.

En esta seccion damos una respuesta parcial a la Pregunta 2.1.4. Pro-
baremos que, si (X,d) es un G-espacio completo tal que X es no vacfo, y
ademds existen una funcién equivariante p : X — X y A € (0, 1) tales que

max d(z;,p(z1,...,2,)) <A max d(z;,zy) (2.1)
i=1,....,n 7,k=1,...n
para cada (xy,...,z,) € X", entonces X es G-contrdctil. Si, ademds, X es

un G-ANR (como se supone en la Pregunta 2.1.4), entonces X es un G-AR.
Notemos que si una funcion continua p : X™ — X satisface la desigualdad
(2.1), para alguna A positiva, entonces

0 <d(z,p(z,...,x)) < Xd(z,z) = 0.

Esto implica que p satisface la condiciéon (M1) y por lo tanto es una n-
cuasimedia. Esta situaciéon motiva la siguiente definicién.
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Definicién 2.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcién continua p :
X" — X es una n-cuasimedia contractiva si existe A € (0, 1) tal que

max d(zy,p(T1,...,2,)) <A mix d(x), )

=1,.., sfv—=Lyeeey

para cada (xy,...,x,) € X". Cuando n = 2, simplemente diremos que p es
una cuasimedia contractiva.

A primera vista la desigualdad (2.1) puede parecer artificial. Sin embar-

go, involucra una propiedad deseada: p(z1,...,x,) yace entre los valores
x1,...,%,. Ademas, esta desigualdad se cumple en algunas situaciones clasi-
cas.

Ejemplo 2.3.4. Si X es un subconjunto convexo de un espacio normado, la
n-media aritmética A : X” — X dada por

1 n
A(Q?l,...,l’n)zg E ZT;
i=1

satisface la desigualdad (2.1) para A = =1, <

Ejemplo 2.3.5. Si I = [a,b] es un intervalo contenido en el conjunto de
reales positivos RT, con a < b, entonces la media geométrica g : I x I — I,
dada por g(z,y) = /7y, satisface la desigualdad (2.1) para A\ = %?

En efecto, consideremos la funcién f : {(z,y) e R* xR" |z <y} - R

dada por
Y— /2y
floy)=—".
y—

Las derivadas parciales de f estdn dadas por

0 (o) = LT v 0)

Ox 2,7y (y — x)°
y

o y>:—x(2*/@_y_x).

dy 2\/:1:_y(y—:1:)2

Notemos que g—i es negativa y g—i es positiva para cada (z,y) en el dominio

de f. Entonces, f [(04)x{y} €s decreciente para cada y € R y f [{z1x(a,00) €8
creciente para cada x € R™. Esto implica que

y—,/:)sy<b—\/%

y—x ~ b—a

(2.2)
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para cada (z,y) € (I x I)N{(z,y) € RT xR | z < y}.

Ahora queremos probar que la media geométrica g : I x I — I satisface
la desigualdad (2.1) para A = %‘E Es claro que esta desigualdad se cumple
para cada z,y € [ tales que x = y. Entonces, tomemos =,y € [ tales que
x # y. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x < y. Notemos que,
como la media geométrica de dos nimeros es siempre menor o igual a su
media aritmética, entonces

mésc {2 — /77, |y — Val} = ly — /7Tl =y — V7.

Por lo tanto, la desigualdad (2.2) implica que

) b— Vab
méx {|z — zyl, ly — ry|} < D a |z —yl,
como queriamos probar. <«

El resto de esta seccidén usaremos la siguiente notaciéon. Para cada n € N
denotaremos por D,, al conjunto

D, = {5_“ yje{o,1,...,2"}}

y por D alaunién | J 7, D,, es decir, D es el conjunto de racionales diddicos
en [0, 1]. Ademds, para toda x € D denotaremos

h(z)=min{n e N|z € D,}.

Lema 2.3.6. Supongamos que s,t € D y s < t. Entonces existen k,l € N y
80581y - -+, Sk, to, t1, ..., t; € D que satisfacen las siguientes condiciones:

1. s=50<...<s,=t4(,,<...<tg="t.

2. h(80)>...>h(8k) yh(t0)>...>h(tl).

1
oh(si) *

3. Para cada i € {0,...,k — 1}, 8,841 € Di(sy) Y |5 — Sig1| =

4. Para cadai € {0,...,1 =1}, ti,ti1 € Dy y |ti — tisa| = 2’4;%)
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Demostracion. Si s,t € D entonces s,t € Daxin(s),n(t)}, POr lo que existe
una tnica ¢ € N tal que
1

|5—t|:m'

Denotemos p (s,t) := i. Vamos a probar el resultado por induccién sobre
p(s,1).
Sean s,t € D tales que s <ty p(s,t) = 1. Entonces existe j € N tal que
J j+1

57 omax(n(e)h) Y t= omax{h(s),h(1)} "

Notemos que, dado que j 0 j+1 es par, entonces h (s) # h(t). Si h(s) > h(t),
entonces sg := s, §1 := t =: ty satisfacen las propiedades (1)-(4) del lema. Por
otro lado, si h(t) > h(s), entonces sy := s =: t, to := ¢ son los elementos
buscados de D.

Sea n > 1 y supongamos que el resultado es cierto si p(s,t) < n. Sean
s,t € D tales que s <ty p(s,t) =n+ 1. Definimos sq := sy to :=t.

Si h(sg) > h(to), definimos

1

S1 = 80+W.

Como sg,ty € Diysy), entonces |so — to| > m, lo que implica que s; < ty.
Ademas, ya que sy = Fitsyy Para alguna m € N impar, entonces s = %
con m + 1 par. Esto implica que h(sg) > h(s1). Asi, si s; = to, entonces
S0, 1, o satisfacen las propiedades (1)-(4) del lema. Si s; < ty, entonces,
como p (s1,t9) < p(So,to), podemos usar nuestra hipétesis de induccién para
encontrar s; = s,..., S, to = t;,...,t; € D que satisfacen las propiedades
(1)-(4) para sy y to. Por lo tanto, sg, sy ..., Sk, ), - - -, t; las satisfacen para s
y L.
Si h(sg) < h(to), ahora definimos

o 1
tl = to — W

y usamos un argumento analogo al del parrafo anterior. ]
Teorema 2.3.7. Sea (X,d) un espacio métrico completo.

(1) Si existe una cuasimedia contractiva p : X x X — X, entonces X es
contrdctil.
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(2) Si ademds X es un G-espacio tal que X% es no vacio y p es una cua-
simedia equivariante, entonces X es G-contrdctil.

Demostracion. (1) Sea A € (0,1) tal que

méx {d(z, p(z,y)),d(y, p(z,y)) } < (z,9)

para cada x,y € X.

Fijemos 6 € X y consideremos ¢q : X x Dy — X dada por ¢ (z,0) =z y
¢o (r,1) = 0. Para cada n > 1, definamos recursivamente ¢,, : X x D, — X
por

qb(xi):{%l( ZL) si j es par,
"\ on p(fn-1 (2. 52) ¢t (x, 2H))  sij es impar.

Puede verificarse por induccién que ¢, es continua para cada n € N. Asi,
podemos definir & : X x D — X por <I>( ,2n) = gbn( ,2n) Entonces
® [xxq es continua para cada t € D.

Para cada x € X, sea ®, : D — X dada por @, (t) = ® (z,t). Vamos a
probar que cada ®, es uniformemente continua. Sea x € X.

Afirmacion 1. Para cada n € N,

d (@x<%),¢m(j;1>) < \d (2, 0)

para cada j € {0,1,...,2" — 1}.

Prueba de la Afirmacion 1. Procedemos por induccién sobre n. Como
d(@m(()), <I>x(1)) =d(z,0),

la afirmacién es verdadera para n = 0.

Sea m > 1. Supongamos que la afirmacién es cierta para m — 1 y sea
j€40,1,...,2™ — 1}. Vamos a suponer que j es impar, pues el caso cuando
j es par es analogo. Usando el hecho de que p es una cuasimedia contractiva
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y nuestra hipotesis de induccién, obtenemos que
(o) ()~ (o () o () ()
<o (500 (2)
i—1 i+l
Y (@1(2;_1),@x(2;_1>>

<M (2,0) = \"d (2,0).

Por lo tanto, la afirmacion es verdadera para toda n € N. [ |

Afirmacion 2. Para cada s,t € D,

2d (z,0
1(2.(9). 2.(0) < “TED e (2.3)
donde « := —ﬁ((g‘g > 0.
Prueba de la Afirmacion 2. Sean s,t € D con s <t,y s = Sg,...,S,t=

to,...,t; € D tales que satisfacen las propiedades (1)-(4) del Lema 2.3.6.
Notemos que, por la Afirmacién 1 y las propiedades (3) y (4) del Lema 2.3.6,

A(®(si), Po(si11)) < N'CId (2,0)
para cadai € {0,... k— 1}y

A(®(t;), Pu(tivr)) < N (2,0)
para cada i € {0,...,l — 1}. Ahora, por el Lema 2.3.6, h(sg) > ... > h(sk_1)
v h(ty) > ... > h(t;—1), lo que implica que

-1

d(®,(s Zd Oy(5i41)) + Y d(Dati), Pyltinr))

1=0

-1
< Z)\h(si)d(x,ﬁ) + ) XM d (2,0
i=0 1=0
< d(z,0) Z A" 4 Z A"

n=h(sp_1) n=h(t;_1)

:d(x,H)l—

— (Ah(szc—ﬂ + )\h(tl—l)) ] (2.4)
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También, notemos que Qh(si_l) = |sg—1 — sx| < |s —t|, y por lo tanto

)\h(sk_l) _ eln(/\)h(sk_l) _ e—ocln(Q)h(sk_l) _ 1 S |S . t|a’
Qh(sk-1)

Sk—1

In
T (2
|s —t|“, y por lo tanto podemos concluir que

donde o = . Usando el mismo argumento, podemos probar que M*(-1) <

2d (x,0) s — ¢

d(®a(s), (1)) < T

Esto termina la prueba de la afirmacion. |

La Afirmacién 2 implica que ®, : D — X es Holder continua, y por
lo tanto es uniformemente continua. Como D es denso en [0,1] v (X,d) es
completo, existe una extensién continua ®, : [0,1] — X de ®, (|26, Teorema
4.3.17]). Notemos que, tomando limites en los dos lados de la desigualdad

(2.3), podemos probar que ®, satisface la misma desigualdad. Es decir, para
cada s,t € [0,1],

O P
A(@(5).8,(1)) < 220D jo g (25
Ahora, definamos ® : X x [0,1] — X por ® (z,t) = B, (t). Notemos

que, para cada t € D, ® (z,t) = O, (t (t) = @, (t) = @ (,1), entonces ® es
una extension de ®. Esto significa que ®(z,0) =z y ®(z,1) = 6 para cada
x € X. Asi, para probar que ® es una homotopia, y que por lo tanto X es
contractil, sélo falta demostrar que ® es continua. Para probar esto, tomemos
un punto (z,7) € X x [0,1] y supongamos que ((Zn,tn)),cy € X x [0,1] es
una sucesion que converge a (z,n) en X x [0, 1]. Tenemos que demostrar que
(&D (T, tn) )neN converge a @ (z, 7).

Afirmacién 3. La familia H := {EI;M |n e N} U {@c} es uniformemente

equicontinua.

Prueba de la Afirmacion 3. Como (z,,), .y converge a z, el conjunto

A:={z, | neN}U{z} (2.6)
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es compacto, y por lo tanto podemos encontrar M > 0 tal que A C B (6, M).

Entonces, por la desigualdad (2.5), para cada z € A y cada par s,t € [0, 1]
tenemos que

~ ~ 2M

d(®.(s), ®.(t)) < T |s —t|*. (2.7)

Sea € > 0 y escojamos § > 0 tal que, si s,t € [0,1] y |[s—¢t < 6,

entonces % |s — t|* < e. Esto, junto con la desigualdad (2.7), garantiza que

d(&sz(s),(ﬁﬁz(t)) < e para cada z € Ay s,t € [0,1] con |s —t| < §. Esto

significa que H es una familia uniformemente equicontinua. [ |

Afirmacién 4. La sucesién (fAI;xn (t)) _ converge a ®, (t) para cada t €

0, 1].

neN

Prueba de la Afirmacidén 4. Sit € D, sabemos que ® [x.y) es continua.
Entonces, la sucesién (®(z,, t))neN = (P, (15))71EN converge a ®(z,t) = O,(t).

Sit € [0,1]\D, supongamos que (®,, (t))neN no converge a ®,(t). En-

tonces, existen gy > 0 y una subsucesion (zp,),cy de (Zn),oy tales que

d((fznl (1), &)z(t)) > ¢ para cada [ € N. Por la Afirmacién 3, podemos encon-

trar 0 > 0 tal que, si s € [0,1] y |t — s| <, entonces d(éz(t),cfz(s)) <2
para toda z € A (donde A es el conjunto definido en la ecuacién (2.6)). En

particular, para cadal € Ny r e DN (t —d,t+9),

c0 < d(®s,, (), a(t))
< d(D,, (1), Da, (1)) + d(Pa,, (), Du(r)) + d(Pul(r), Du(t))

< d(,, (r), D,(r)) + ?

Por lo tanto, d(EI;xnl (r),EI;x(r)) > P paracada l € Ny r € D, pero esto
contradice el hecho de que (5xn(r))neN converge a @, (r) para cada r € D.

Esta contradiccion nos permite concluir que (&)xn (t))neN converge a @, (),
como queriamos probar. |

Después de la Afirmacién 4, podemos concluir que (&)xn) converge

neN
puntualmente a ®,. Sin embargo, como H es una familia equicontinua y
[0, 1] es compacto, el Corolario 1.2.7 implica que esta convergencia también

es uniforme. Entonces, debido al Teorema 1.2.3, la sucesion (EI;% (tn) )neN =

(:IS (T, tn) )neN converge a @ (x,7n), como se queria probar.
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(2) Ahora, supongamos que X es un G-espacio tal que X es no vacio y p
es equivariante. Como X es no vacio, podemos suponer que ¢, el punto que
usamos para definir la homotopia ®, es un punto G-fijo. Esto implica que
®o [xx{t} es equivariante parat = 0y t = 1, y se puede probar por induccién
que ¢, [xx{; es equivariante para cada t € D,. Por lo tanto, ® [x.y es
equivariante para cada t € D. B

Para probar que X es G-contractil, falta demostrar que @ [x .y es equi-
variante para cada t € [0,1]. Sean r € [0,1], z € X, y g € G. Sea (r,,) una
sucesion en D que converge a 7. Como @ [xy(.,} €s equivariante para cada
n € N, entonces

¢ (gz,r) =P (gx, lim rn> = lim @ (gz,7,) = lim @ (gz,7)
n—oo

n—oo n—o0

= lim ¢® (z,7,) = g lim @ (z,7r,) = g® (z,7) .
n—oo n—oo

Por lo tanto, ® [xx{r} €S equivariante. O
Corolario 2.3.8. Sea (X, d) un espacio métrico completo.

(1) Si para alguna n € N eziste una n-cuasimedia contractiva p : X" — X,
entonces X es contrdctil.

(2) Si ademds X es un G-espacio tal que X es no vacio y p es una n-
cuasimedia equivariante, entonces X es G-contrdactil. Ademds, si X es

un G-ANR, entonces es un G-AR.

Demostracion. Definimos p’ : X x X — X por p'(z,y) = p(x,y,...,y).
Entonces, p’ es una cuasimedia contractiva. Por lo tanto, por el Teorema
2.3.7, X is contractil.

Si ademds X es un G-espacio tal que X¢ es no vacio y p es equivariante,
entonces p’ también es equivariante y, por el Teorema 2.3.7, X es G-contractil.
Si X es también un G-ANR, entonces, por el Teorema 1.6.14, es un G-AR. [

El siguiente ejemplo muestra que la condicion de que p : X™ — X satis-
faga que

max d(x;,p(z1,...,2,)) <A max d(xj,xg)
i=1,...,n jk=1,...n

para cada (z1,...,2,) € X", para alguna \ € (0, 1), no puede debilitarse a

.mé“x (:Eiyp(xlv"'axn)) Sj@ﬁxnd(:E]’xk)

7’:11“'1n VT Ly

para cada (z1,...,z,) € X"
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Ejemplo 2.3.9. Sea G un grupo actuando en el circulo S!. Consideremos
p: S'xS! — S! definida por p (z,y) = z. Esta es una cuasimedia equivariante
que satisface

méx {d (z,p (z,9)),d (y,p(2,y))} = d(z,y)
para cada z,y € S'. Sin embargo, S! no es G-contréctil porque no es contrictil.

Es natural preguntarse si el hecho de que X sea compactoy p: X" — X
cumpla que

méx d(z;,p(z1,...,2,)) < max d(x;,xy) (2.8)
i=1,...,n 7,k=1,....,n
para cada (z1,...,x,) € X" implica que p sea una n-cuasimedia contractiva.

Por ejemplo, la media geométrica en los reales positivos ¢ : Rt x Rt — R*,
dada por g(z,y) = /7y, cumple la desigualdad (2.8), pero no cumple (2.1)
para ninguna A € (0, 1). Sin embargo, si consideramos un intervalo compacto
I contenido en R, entonces g : I x I — I si es una cuasimedia contractiva,
como vimos en el Ejemplo 2.3.5. Pero, en general, la compacidad de X y la
desigualdad (2.8) no son suficientes para que se cumpla la desigualdad (2.1),
como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.10. Consideremos p : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] dada por

lz — y|?

p(r,y) =min{z,y} + 5

Se cumple que |z —p (z,y) | < |r—y| para cada x,y € [0, 1]. Sin embargo,
notemos que
1 1
n P <_7 0) | 1
(TR 8 V7% R R S
L0 2n
cuando n — o0, y por lo tanto no existe A € (0, 1) tal que |z—p (z,y) | < A|z—
y| para cada x,y € [0, 1]. Entonces, p no es una cuasimedia contractiva. <
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Capitulo 3

Medias e involuciones
decrecientes

En este capitulo estudiaremos el problema de Jaworowski en el caso en el
que el grupo G es Zs. En la primera seccién daremos algunos ejemplos de me-
dias equivariantes en este caso especifico. En la segunda seccién trabajaremos
en la versién débil del problema de Jaworowski (Problema 1.8.6).

3.1. 2-Medias equivariantes

Los siguientes son ejemplos de n-medias equivariantes cuandon =2y G
es el grupo Zs.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos el Zy-espacio (@, 0), donde @ es el cubo de
Hilbert [[°2, [-1,1] y o es la involucién estdndar en @ (es decir, o (z) = —z
para cada = € Q). Entonces p: Q x Q — @, dada por

(G ) = (252,

es una media equivariante en (Q,0). <«

Ejemplo 3.1.2. Consideremos el Zs-espacio (R™, 7), donde 7 es la involucién
en R dada por 7(z) = 1. Entonces la media geométrica g : Rt x RT — R¥,
dada por g (z,y) = /7y, es una media equivariante en (R™, 7). <«

63
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Ejemplo 3.1.3. En [45], V. Milman y L. Rotem definieron una media equi-
variante en el espacio K?O),b de subconjuntos compactos y convexos de R"
que contienen al origen en su interior, equipado con la métrica de Hausdorff.
Este es un Zs-espacio si consideramos la accién inducida por la involucién
polar A — A°, dada por

A° = {x € R" | sup(a, z) < 1},

acA
donde (-, -) es el producto escalar usual en R".
Para definirla, se inspiraron en la media geométrica de dos niimeros reales
positivos, que puede verse como el limite de dos sucesiones construidas uti-

lizando las medias aritmética y armonica. Es decir, si x,y > 0, entonces las
sucesiones (a,) y (hy) dadas por

ap = T, h0:y7

an + hp at+h N\
an41 = 9 ) hpy1 = T )

cumplen que (a,) es decreciente, (h,,) es creciente, h,, < a, para toda n > 1
Yy iy, 00 @ = My 500 by, = VY-

Siguieron el mismo proceso, cambiando la involucion x — z7 en los
nimeros reales positivos por la involucién polar en IC?O)’b, y la suma y pro-
ducto de reales por la suma de Minkowski y la homotecia de conjuntos. Asi,
dados K, T € K{;) , definieron las sucesiones (4,) y (H,) dadas por

1

AOIK, H():T,

A, + H, A° + Ho\°

2 2
En [45, Teoremas 2, 6] se probé que (A,) es decreciente con respecto al
orden de la contencién, (H,) es creciente, H,, C A, para todan > 1y
lim,, oo A, = lim,,_oo H,, € IC?OM. Asi, definieron g : ICE‘O)J) X IC?OM — ,C?O),b
por

g(K,T)= lim A, = lim H,,

n—oo n—oo

y llamaron a g (K,T) la media geométrica de K y T. En [45, Proposicién
8] v [48, Proposicién 3| se probé que g cumple las propiedades para ser una
media equivariante en el Zj-espacio (IC?O)J,, ). <
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Nos basamos en esta construccion de V. Milman y L. Rotem para definir
los siguientes conceptos. Sean (X, ) un Zs-espacio y < un orden parcial en
X.

Definicién 3.1.4. Decimos que una media £ : X x X — X es buena si,
para cada z,y € X, las sucesiones (a,) y (h,) definidas por

ap = T, h0:y7

i1 = E (an, hn) s hogr = o (E (o (an) , a (ha)))

cumplen que (a,,) es decreciente, (h,) es creciente, ambas son convergentes y
lim,, oo @, = M, oo Ay

Definicién 3.1.5. Decimos que una media £ : X x X — X es una media
que preserva el orden si cumple que x < E (z,y) < y para cada z,y € X
con x < .

Si, ademds, cumple que z < F (z,y) < y para cada x,y € X con z < y,
decimos que es una media propia izquierda que preserva el orden.

Si cumple que z < F (z,y) < y para cada z,y € X con x < y, decimos
que es una media propia derecha que preserva el orden.

Si cumple que z < F (z,y) < y para cada x,y € X con x < y, simple-
mente decimos que es una media propia que preserva el orden.

Definicién 3.1.6. Decimos que una media £ : X x X — X es una media
aritmética si para cada x,y € X se cumple que

E(r,y) > a(E(a(r),a(y)))

Decimos que una media £ : X x X — X es una media armoénica si
para cada x,y € X se cumple que

E(r,y) <a(E(a(z),a(y)))

Observacion 3.1.7. Si F : X x X — X es una media aritmética propia
derecha que preserva el orden, entonces la funcion E' : X x X — X, dada
por

E'(x,y) = a(E(a(z),a(y)),
es una media armoénica propia izquierda que preserva el orden. Conversa-
mente, si I/ es una media armoénica propia izquierda que preserva el orden,
entonces ' es una media aritmética propia derecha que preserva el orden.
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Ejemplo 3.1.8. Consideremos la acciéon de Zs en ’C?o),b dada por la invo-
luciéon polar, y el orden de la contencién en K?O),b' Entonces las funciones
A H IC?O)J) X IC?O)J) — IC’(%O)’b, dadas por

K+T

A(K,T) = =

K°+T°>°

, H(K,T):( ;

son una media aritmética propia que preserva el orden y una media armoénica
propia que preserva el orden, respectivamente. <«

3.2. Version débil del problema de Jaworows-
ki

En esta seccién estudiamos el problema de Jaworowski en el caso especifi-
co en el que el grupo G es Z,. Damos unas respuestas parciales a la version
débil del problema de Jaworowski (Problema 1.8.6). Recordemos que este
problema pregunta si es cierto que, si (X, o, <,A,V) es una Zy-reticula de-
creciente (Definicién 1.8.8) tal que X y X%2 son ARs, entonces (X, a) es un
Zo-AR.

En el capitulo anterior, en el Teorema 2.2.5 demostramos que el problema
de Jaworowski tiene una respuesta positiva cuando el grupo G es finito y X
admite una n-media equivariante para algin multiplo n de |G|. En el caso
en el que el grupo G es Z,, este teorema tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.1. Sea (X, a) un Zy-espacio metrizable tal que X y X% son
ARs. Si eziste una media equivariante en X, entonces (X, a) es un Zg-AR.

Por este resultado, sabemos que para encontrar una respuesta positiva a
la versién débil del problema de Jaworowski es suficiente construir una media
equivariante. En los siguientes resultados de este capitulo damos condiciones
para la existencia de una funcién de este tipo en una Zs-reticula decreciente.
Primero, probaremos el siguiente lema.

Lema 3.2.2. Sea (X,a,<,A,V) una Zs-reticula decreciente. Entonces se
cumplen las siguientes condiciones.

(1) Para cada z,y € X,

a@Vy)=al)Naly) y al@ry)=a(x)Valy).
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(2) El conjunto |x;y] es cerrado en X para cada x,y € X con x < y.

(3) Si X es conexo, el conjunto [r;y] es conexo para cada x,y € X con
z <.

(4) Los conjuntos {(x,y) € X x X |z <y} y{(z,y) € X x X |y <z} son
cerrados en X x X.

(5) El conjunto A = {(z,y) € X x X |z <y oy < x} es cerrado en X X
X.

(6) Los conjuntos
A" ={(zy) e Xx X |z <y} y AT :={(r,y) € X x X |y <z}
son abiertos en A.

Demostracion. (1) Sean z,y € X. De la demostracién del Lema 1.8.7, sabe-
mos que el supremo V estda dado por

zVy=ala@) Aa(y). (3.1)

Entonces, a (z Vy) = a (z)Aa (y). Ademas, como la igualdad (3.1) se cumple
en particular para o (z) y a(y), entonces a (z) V a (y) = a(x A y).

(2) Sea z € X. La funcién V es continua, pues (X, <, A, V) es una reticula
topoldgica. Entonces,

X\{zeX|z<z}={we X |wVreX\{z}}

es abierto en X, ya que es la imagen inversa de un conjunto abierto bajo una
funcién continua. Entonces {z € X | z < z} es cerrado en X, y similarmente
tenemos que {z € X |z < z} es cerrado en X.

Por lo tanto,

[Tyl={reX|z<ytn{zeX |z <2}

es cerrado en X para cada z,y € X con x < y.

(3) Sean z,y € X con z < y. Consideremos la funcién f : X — X dada
por f(z) =z V (y A z). Como las funciones V y A son continuas, f es una
funcién continua.

Ahora, notemos que f(X) = [z;y]. En efecto, si p € f(X), entonces
p=2xzV (yA z) para alguna z € X. Esto implica que x < py, como z < yy
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yAz <y, entonces p < y. Por lo tanto p € [z;y]. Conversamente, si p € [z;y],
entonces z < p < y. Esto implica que f (p) =z V (y Ap) =z V p = p. Por lo
tanto p € f(X).
Asi, [z;y] es la imagen de un conjunto conexo bajo una funcién continua,
por lo que podemos concluir que [z;y| es conexo.
(4) Sean
U:=(XxX)\{(z,y) e X x X |z <y}

y (w,z) € U. Entonces wVz # zy, como X es Hausdorff (por ser metrizable),
existen V1,Vo C X talesque z € Vi, wVz € Vo y ViNVy = 0. Como V es
continua, existen conjuntos abiertos V3, Vy C X tales que w € V3, 2 € V y
Vs Vv V4 C Vs, Entonces,

(w,2) e Vax (ViNnVy) CH{(z,y) e X x X |aVy#y}="U.

Por lo tanto, U es abierto en X x X y {(x,y) € X x X | 2 <y} es cerrado
en X x X.

(5) Esta condicién se sigue de (4), pues este conjunto es la unién de dos
cerrados. N

(6) Los complementos de A~ y AT en A son {(z,y) e X x X |y<uz}y

{(z,y) € X x X | x <y}, respectivamente, por lo que esta condicién se sigue
de (4). O

En el Teorema 3.2.3 y el Corolario 3.2.4 veremos que, si (X, <, A, V) es
una reticula modular y X%2 es no vacio, la versién débil del problema de
Jaworowski tiene una respuesta positiva.

Teorema 3.2.3. Sea (X, o, <, A, V) una Zs-reticula decreciente.

(1) Si existe § € X% tal que para cualesquiera a,b € X con a < b se
cumple que
aV (0Ab)=(aVO)AD, (3.2)

entonces p : X X X — X, dada por
plz.y)=(@Ay) V(A (zVy)),
es una media equivariante en X .

(2) Si ademds X y X722 son ARs, entonces (X, a) es un Zy-AR.
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Demostracion. (1) Notemos que p es simétrica y continua, pues (X, <, A, V)
es una reticula topolégica, y para cada x € X tenemos que p(x,z) = x.
Ademas, debido a la condicién que cumple 6 (considerando a = z Ay y
b=2xVy)yadqued es un punto fijo de o, para cada x € X se cumple que

Por lo tanto, p es una media equivariante.
(2) Como existe una media equivariante en X, del Corolario 3.2.1 pode-
mos concluir que (X, a) es un Zo-AR. O

Como las reticulas distributivas son modulares, y todo punto de una
reticula modular cumple la condicién (3.2), tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.4. Sea (X, a, <,A,V) una Zy-reticula decreciente. Suponga-
mos que X y X% son ARs. Si (X,<,A,V) es modular o distributiva y X%
es no vacio, entonces (X, ) es un Zy-AR.

Ejemplo 3.2.5. Consideremos la estructura de reticula en el cubo de Hilbert
@ dada por los operadores A y V, definidos como

y el orden parcial < en () dado por
(xn) < (yn) siy sélosiz, <y, para toda n € N.

Esta es una reticula topoldgica distributiva. Por lo tanto, para toda involucién
a: @Q — @ que sea decreciente con respecto al orden < y tal que X%2 sea un
AR no vacio, se cumple que (X, a) es un Zy-AR. <

En el caso més general en el que (X, <, A, V) no es necesariamente modu-
lar, para encontrar condiciones para la existencia de una media equivariante
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en X nos basamos en la construccién de V. Milman y L. Rotem en el es-
pacio ,C?O),b (Ejemplo 3.1.3). En los siguientes resultados, mostramos que la
existencia de una media buena (Definicién 3.1.4) implica la existencia de una
media equivariante, y posteriormente damos condiciones para que haya una
media buena en X.

Proposicién 3.2.6. Sea (X, o, <, A, V) una Zy-reticula decreciente. Supon-
gamos que X y X2 son ARs. Si X es uniformemente localmente convexo v
E: X x X — X es un media buena, entonces p: X x X — X, dada por

p(z,y) = lim ay (v,y) = lm hy, (z,y)

(donde las sucesiones (a, (x,y)) y (h, (z,y)) estan definidas como en la Defi-
nicion 3.1.4), es una media equivariante, y por lo tanto (X, a) es un Zy-AR.

Demostracion. Sea d una métrica en X, compatible con su topologia, que
cumple la condicién necesaria para que X sea uniformemente localmente
convexo. Sea d’ una métrica en X x X compatible con su topologia.

Sea x € X. Notemos que las sucesiones (a, (z,z)) y (h, (z,z)) son la
sucesion constante (), por lo que p (x,x) = x para cada x € X. Ademds, p
es simétrica, pues a, : X x X = X y h,, : X x X — X son simétricas para
cada n > 1.

Ahora, vamos a probar que p es continua. Notemos que a, y h, son
continuas para cada n > 0. Sean (a,b) € X x X y ¢ > 0. Debido a la
condiciéon que cumple la métrica d, existe 4; > 0 tal que, si x,y € X con
v <yyd(w,y)<d, entonces d (v, z) < 5 para cada z € [1;y].

Como p (a,b) = lim,,_,o a,, (a,b) = lim,,_,o h, (a,b), existe N € N tal que

d(p(a,b),an (a,b)) < min{%,%} (3.3)
y
d(p(a,b), hy (a,b)) < min {% g} . (3.4)
Entonces,
d(an (a,b),hy (a,b)) < % (3.5)

Como ay y hy son continuas, existe d; > 0 tal que, si (z,y) € X x X y
d ((a,b),(x,y)) < b2, entonces
51 £

d (ay (a,b),ay (z,y)) < min{g,g} (3.6)
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d(hy (a,0), hy (z,y)) < ml’n{%, g} (3.7)

Sea 6 = min {dy,d2}. Sea (z,y) € X x X tal que d’ ((a,b), (x,y)) < . Por
las desigualdades (3.5), (3.6) y (3.7), tenemos que

d(aN(x,y),hN(x,y))<§+§—I—§:51. (3.8)

Ahora, notemos que

hy (z,y) <p(z,y) <an(z,9).

En efecto, como A es continua, la sucesion (hy (z,y) A h, (z,y)) converge
a hy (z,y) A p(x,y). Pero (h, (x,y)) es una sucesién creciente porque E es
buena, entonces (hy (x,y) A hy, (x,y)) es eventualmente la sucesién constante
(hy (z,y)). Esto implica que hy (z,y) = hy (x,y) A p(z,y), y por lo tanto
hy (xz,y) < p(x,y). Similarmente, tenemos que p(x,y) < ay (x,y), por lo
que podemos concluir que

p(:l:,y) S [hN (xay);aN (x>y>]

Esto implica, por la desigualdad (3.8) y nuestra eleccién de 41, que

d (hy (2,9),p (2,y)) < g. (3.9)

Por las desigualdades (3.4), (3.7) y (3.9), tenemos que

9 g 15
d<p(a7b)7p($ay)> < §+§+§—€7

asi que podemos concluir que p es continua. Por lo tanto, p es una media.
Ahora, notemos que a, (a(x),a(y)) = a(h, (z,y)) para cadan > 1y
x,y € X. Entonces,

pla(z),a(y) = lim a, (a(2),a(y)) = lim a(h, (z,y)) = a(p(2,y))

n—oo n—oo
para cada x,y € X. Esto significa que p es una media equivariante. ]

Por el Lema 1.4.11, sabemos que si X es compacto entonces es uniforme-
mente localmente convexo. Entonces, tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 3.2.7. Sea (X, a, <,A\,V) una Zg-reticula decreciente. Suponga-
mos que X y X”2 son ARs. Si X es compacto y existe una media buena en
X, entonces (X, a) es un Zy-AR.

En el siguiente resultado veremos que la existencia de una media aritméti-
ca propia derecha que preserva el orden (Definiciones 3.1.5 y 3.1.6) implica la
existencia de una media buena. Equivalentemente, la existencia de una me-
dia armonica propia izquierda que preserva el orden implica la de una media
buena, debido a la Observacién 3.1.7.

Proposicién 3.2.8. Sea (X, a, <, A, V) una Zy-reticula decreciente. Supon-
gamos que X y X% son ARs, que X es localmente compacto y que to-
da sucesion creciente acotada superiormente en X tiene un supremo. Si
E: X xX — X es una media aritmética propia derecha que preserva el
orden, entonces E es buena.

Demostracion. Primero, notemos que el hecho de que toda sucesién creciente
acotada superiormente en X tiene un supremo implica que también toda
sucesion decreciente acotada inferiormente tiene un infimo. En efecto, si (z,,)
es una sucesion decreciente acotada inferiormente por M € X, entonces,
como « es decreciente con respecto a <, la sucesién (« (z,)) es creciente
y acotada superiormente por « (M). Entonces (a(x,)) tiene un supremo,
digamos S, y a(S) es un infimo de (z,).

Ahora, sean z,y € X y consideremos las sucesiones (a,) y (h,) dadas por

Qg = T, hozyv

i1 = E(an, hn), o1 = a(E(a(an) ,a(h))).

Tenemos que mostrar que (a,) es decreciente, (h,) es creciente, que ambas
son convergentes y que lim, . a, = lim,, . hy,.

Primero notemos que h, < a, para cada n > 1, porque E es una media
aritmética. Y como « es decreciente con respecto a <, entonces « (a,) <
a(hy,) para cada n > 1. Ya que E es una media que preserva el orden,
tenemos que

hyn < E(an, hy) < ay (3.10)

a(a,) < E(a(ay),a(h,)) < a(hy,) (3.11)
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para cada n > 1. Evaluando « en la desigualdad (3.11) obtenemos
hp < a(E(a(a,),a(h,))) < ay,. (3.12)

Entonces, de (3.10) y (3.12) podemos concluir que (a,,) es decreciente y (h,,)
es creclente.
Ahora, para cada n > 1 tenemos que

hngangal y hlghngana

asi que (h,) es acotada superiormente y (a,) es acotada inferiormente. Por
nuestra hipdtesis, esto implica que (h,) tiene un supremo y (a,) tiene un
infimo. Sean h y a estos puntos, respectivamente.

Mostraremos que (a,) converge a a. Sea U una vecindad compacta de a.
Supongamos que existe una subsucesién (a,, ) de (a,) tal que a,, ¢ U para
cada k € N. Notemos que, debido al Lema 3.2.2-(3), cada conjunto [a; ay,|
es conexo (X es conexo porque es un AR). Entonces, como a,, € X\U y
a € intU, existe by € [a;a,,] tal que by € OU. Como OU es un conjunto
compacto, podemos suponer que la sucesién (by) converge a b € OU. Ahora,
fijemos m € N. Como (a,,) es decreciente, existe K € N tal que a,, < a,, para
cada k > K. Entonces, by < a,, para cada k > K, y por lo tanto la sucesién
(am V by),en €8 eventualmente la sucesién constante (a,). Pero, como V es
continua, esta sucesion converge a a,, V b, por lo que tenemos que

Ay, = A, V b

Esto implica que b < a,, para cada m € N. Como a es el infimo de (a,),
entonces b < a. Por otra parte, (b; A a),.y converge a b A a, pero

bp. Na=a

para cada k € N, por lo que a = b A a. Esto implica que a < b, y por lo
tanto a = b € QU. Sin embargo, esto contradice que U es una vecindad de
a, asi que podemos concluir que (a,) converge a a. Similarmente, podemos
demostrar que (h,) converge a su supremo h, por lo que ambas sucesiones
son convergentes.

Finalmente, notemos que

a= lim a, = lim a,41 = lim FE (a,, h,) = E (a,h)
n—oo n—oo n—o0
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h = lim h, = lim A,
n—00 n—00

= lm o (E(a(an),a(hn))) = a(E(a(a),a(h))).

n—00

Como E es una media aritmética, tenemos que h < a. Pero FE es una media
propia derecha que preserva el orden, por lo que el hecho de que F (a,h) = a
implica que a = h. Entonces, podemos concluir que lim,, . a,, = lim,,_s h,.

]

El siguiente corolario muestra que el resultado anterior es cierto si X es
un espacio localmente compacto tal que los conjuntos [z;y] son compactos
para cada x,y € X con x < y. En particular, es cierto si X es compacto.

Corolario 3.2.9. Sea (X, a, <,A,V) una Zy-reticula decreciente. Suponga-
mos que X y X722 son ARs, que X es localmente compacto y que [x;y] es
compacto para cada x,y € X conx <y. Si EF: X x X — X es una media
aritmética propia derecha que preserva el orden, entonces E es buena.

Demostracion. Por la Proposicion 3.2.8, tenemos que mostrar que toda su-
cesién creciente acotada superiormente en X tiene un supremo. Sea (x,) una
sucesion creciente y sea M una cota superior de (z,,). Como (z,) es una su-
cesion en el espacio compacto [xy; M], existe una subsucesion (z,,) de (z,)
que converge a algin punto z € [x;; M]. Afirmamos que x es el supremo de

Primero, mostraremos que x es una cota superior de (x,,). Fijemos m € N.
Como (z,,) es creciente, existe K € N tal que z,, < z,, para cada k > K.
Entonces, la sucesion (zp, A n, ),y €8 eventualmente la sucesién constante
(). Pero, como A es continua, esta sucesién converge a x,, A z, por lo que
Tm = Ty, A\ x. Esto implica que z,, < x, para cada m € N.

Ahora, supongamos que y es una cota superior de (z,,). Queremos mostrar
que z < y. Como V es continua, la sucesion (z,, V ¥),oy converge a x V y,
pero x,, Vy = y para cada k € N, por lo que y = x V y. Entonces, z < y.
Podemos concluir que z es el supremo de (z,,). O

Juntando las proposiciones 3.2.6 y 3.2.8, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.10. Sea (X, o, <, A, V) una Zs-reticula decreciente. Suponga-
mos que X y X% son ARs, que X es localmente compacto y uniformemente
localmente convezxo y que toda sucesion creciente acotada superiormente en X
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tiene un supremo. Si existe una media aritmética propia derecha que preserva
el orden en X, entonces (X, a) es un Zs-AR.

Juntando los corolarios 3.2.7 y 3.2.9, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.11. Sea (X, o, <,A,V) una Zy-reticula decreciente. Supon-
gamos que X y X2 son ARs y que X es compacto. Si existe una media
aritmética propia derecha que preserva el orden en X, entonces (X, ) es un

Zy-AR.

Notemos que si X cumple las hipétesis del Corolario 3.2.10 (es decir, X
es localmente compacto, uniformemente localmente convexo y toda sucesion
creciente acotada superiormente en X tiene un supremo) no necesariamente
es compacto, como muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.2.12. Consideremos la estructura de reticula en R™ dada por los
operadores A y V, definidos como

(X1, oy x) A (Y1, -y yn) = (min{zy, 11}, ..., min{z,, ya}) ,

(:L‘l)'-'vxn)v (y17-'-ayn) = (méX{xlayl}7"'amé“x{mnayn})7
y el orden parcial < definido por

(1, Tn) < (Y1, -+, Yn) siy sélosiz; <y; para todai e {1,...,n}.

R™ es localmente compacto, pero no compacto. Por otra parte, en el Ejemplo
1.4.12 observamos que R™ es uniformemente localmente convexo. Ademads, si
((z1(k),..., 24 (k)))sey €8 una sucesion creciente y acotada superiormente,
el punto (sy,...,s,) es su supremo, donde s; es el supremo de cada sucesién
(7 (k))en en R. <

Ejemplo 3.2.13. Consideremos la reticula topologica (IC?O) b S5 A, \/> defi-

nida en el Ejemplo 1.8.10.

En el Ejemplo 1.4.13 observamos que ’C?O),b es uniformemente localmente
convexo y no es compacto. Ademas, ’C?O),b es localmente compacto. En efecto,
recordemos que en este conjunto la topologia de Hausdorff coincide con la de
Attouch-Wets, por lo que basta observarlo con esta tltima. En [29, Proposi-
cién 3.3]-(1) se demostré que K{6),» €8 un subconjunto abierto del espacio Kg
de subconjuntos cerrados y convexos de R™ que contienen al origen, cuando
ambos espacios estan equipados con la topologia de Attouch-Wets. Ademas,
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en [29, Teorema 3.4] se probé que K es homeomorfo al cubo de Hilbert Q.
Entonces, IC’(IO)’b es abierto en un espacio compacto y Hausdorff, y por lo tanto
es localmente compacto.

Por ultimo, los conjuntos [A; B] son compactos para cada A, B € ,CELO),b
con A C B (debido a que son subconjuntos cerrados de Kf, equipado con la
topologia de Attouch Wets, que es un espacio compacto). Esto implica que
toda sucesion creciente acotada superiormente en ’C?O),b tiene un supremo,
como vimos en la demostraciéon del Corolario 3.2.9.4

Los Corolarios 3.2.10 y 3.2.11 implican que para obtener una respuesta
positiva a la versién débil del problema de Jaworowski es suficiente cons-
truir una media aritmética propia derecha que preserva el orden en X (o,
equivalentemente, una media armonica propia izquierda que preserva el or-
den). Notemos que siempre existe una media aritmética propia izquierda que
preserva el orden en X.

Observacién 3.2.14. Si (X, «a, <,A,V) es una Zs-reticula decreciente, las
funciones V: X x X — X y A : X x X — X son una media aritmética propia
izquierda que preserva el orden y una media armomica propia derecha que
preserva el orden, respectivamente.

En el siguiente lema, mostramos que para construir una media aritmética
propia derecha que preserva el orden en X, es suficiente construirla en el
espacio B

A={(z,y) e XxX|z<yoy<ux}

de pares comparables. Para este resultado usaremos el teorema de Michael
(Teorema 1.7.12), y supodremos que X es localmente compacto y tiene una
estructura convexa (Definicién 1.7.6) tal que los conjuntos [z; y] son convexos
para cada z,y € X con x < y. Esto se cumple, por ejemplo, en el espacio
K:?O),b? como veremos en el Ejemplo 3.2.17.

Lema 3.2.15. Sea (X, a, <,A,V) una Zs-reticula decreciente. Supongamos
que X es localmente compacto y tiene una estructura convexa tal que los
conjuntos [x;y] son convexos para cada x,y € X con x < y. Si existe una
funcion continua E : A X que satisface las condiciones

1. E(x,x) =z para cada x € X,

2. E(z,y) = E(y,x) par cada (x,y) € A,
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3. v < E(x,y) <y para cada (x,y) € X x X conz <y,
4. x < E(x,y) <y para cada (z,y) € X x X con x <y,
5. a(E(a(z),a(y) < E(z,y) para cada (z,y) € A,

entonces, existe una media aritmética propia derecha que preserva el orden
en X.

Demostracion. Como X es localmente compacto, existe una métrica d en
X, compatible con su topologia, tal que (X, d) es un espacio completo ([50,
Corolario 2.5.6]). Sea Conv (X) la familia de todos los subconjuntos convexos,
cerrados, no vacios de X. Consideremos la funcién ¢ : X x X — Conv (X),
dada por

oy L E@y)y  si(ey) €A
¢ (@) { [z ANy;zVyl si(z,y) ¢ A.

Notemos que, debido al Lema 3.2.2, A es cerrado en X x X. Ademas, las
funciones A, V' y FE son continuas y, como E satisface la condiciones 2 y 3,
se cumple que x Ay < E(x,y) < x Vy para cada (z,y) € A. Entonces, del
Lema 1.7.13 podemos concluir que ¢ es semicontinua inferiormente.

Ahora, por el Teorema 1.7.12, existe una funcion continua h : X x X — X
tal que h (z,y) € ¢ (x,y) para cada (z,y) € X x X. Notemos que h [3= E.
Definimos p: X x X — X por

pea) = (M) Vi) ) v (ol o) at)) Aa o) a @),

Esta funcién es continua, simétrica y es facil verificar que p (z,z) = =

para cada x € X. Entonces p es una media. Ademas, si (z,y) € A, entonces

pa) = (E@nVE@) v (alE @ at)raEa)aw))

= E(z,y)Va(E(a(z),ay))
=E(z,y),
pues F satisface las condiciones 2 y 5. Entonces p [3= F, y esto implica que

p es una media propia derecha que preserva el orden, pues F satisface las
condiciones 3 y 4.
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Solo falta demostrar que p es una media aritmética. Sea (z,y) € X x X.
Entonces
a(p(a(r),a(y))

—a((na@aviam.aw) v (ab ) ran))

)) A (1 o)
< (a(t@@ a ) na(rtam.aw)) v (nen Vi)
=p(z,y),

por lo que p es una media aritmética. O

~ (a(r@@ .atm) ra(bam) o)

Observacion 3.2.16. En el Lema 3.2.15, las condiciones 4 y 5 pueden in-
tercambiarse por las siguientes propiedades.

4! ¥ < E(z,y) <y para cada (x,y) € X x X con z < y,
5/ a(E(a(z),a(y)) > E(z,y) para cada (z,y) € A.

En este caso, la conclusién del lema es que existe una media arménica propia
izquierda que preserva el orden en X, que, al igual que una media aritmética
propia derecha que preserva el orden, implica una respuesta positiva a la
version débil del problema de Jaworowski.

El siguiente es un ejemplo de un espacio que satisface las condiciones del
Lema 3.2.15.

Ejemplo 3.2.17. Consideremos la reticula topolégica (IC?O) p S5 A, \/) y la

involucién polar o : ICELO),b — IC?O),b, definidas en el Ejemplo 1.8.10.

Recordemos que en los Ejemplos 1.8.10 y 3.2.13 vimos que este espa-
cio satisface las hipdtesis de la versién débil del problema de Jaworowski y
del Corolario 3.2.10. Por otra parte, también cumple las hipdtesis del Le-
ma 3.2.15, pues tiene una estructura convexa dada por las funciones k,, :
(Kloyp)™ % A — K{) 5, con m € N, definidas como

m

b (A1, Ap) (B ) = D LA

=1
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Ademas, los conjuntos [A; B] son convexos para cada A, B € ’C?O),b con A C
B. En efecto, si Cy,...,Cy € [A;B]y (t1, ..., tm) € A, entonces A C C; C
B para cada i € {1,...,m}, y por lo tanto

i=1 i=1 1=1

donde la primera y tultima igualdad se dan porque A y B son convexos. Esto
implica que k,, ((C1,...,Cn), (t1,...,tm)) € [A; B]. <

3.3. Problema de Anderson

En esta seccién traducimos algunos de los resultados de la seccién ante-
rior al caso particular del problema de Anderson (Problema 1.8.3), es decir,
cuando X es homeomorfo al cubo de Hilbert () y X%2 es un conjunto unitario.

El siguiente corolario implica que el problema de Anderson tiene una
respuesta positiva si y sélo si X admite una media equivariante.

Corolario 3.3.1. Sea (X, a) un Zg-espacio metrizable tal que X es homeo-
morfo a Q) y « tiene un unico punto fijo. Entonces, a es conjugada con la
involucion estandar o : Q) — Q si y solo si existe una media equivariante en

X.

Demostracion. Supongamos que existe una media equivariante en X. El es-
pacio X es un AR, ya que es homeomorfo a @), y X?2 es un AR porque es
un conjunto unitario. Entonces, por el Corolario 3.2.1 tenemos que (X, a) es
un Zs-AR vy, por lo tanto, el Teorema 1.8.2 implica que « es conjugada con
la involucién estandar o : Q) — Q).

Ahora, supongamos que « es conjugada con o. Entonces, existe un ho-
meomorfismo h: X — Q tal que « = h™ oo oh. La funcién p: Q x Q — Q,

dada por
p(Gan ) = (252,

es una media equivariante en (@, o). Entonces p' : X x X — X, dada por

P (zy)=h"" (p(h(z),hy)),

es una media equivariante en X. O
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Recordemos que en el Corolario 3.2.4 vimos que, para que la versién débil
del problema de Jaworowski tenga una respuesta positiva, es suficiente que
exista una estructura de Zs-reticula decreciente (X, «, <, A,V) en X tal que
(X, <, A, V) sea modular. El siguiente corolario muestra que la existencia de
esta estructura es equivalente al problema de Anderson.

Corolario 3.3.2. Sea (X, a) un Zg-espacio metrizable tal que X es homeo-
morfo a Q) y « tiene un unico punto fijo. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) La involucion « es conjugada con la involucion estindar o : Q — Q.

(2) Existe una estructura de Zs-reticula decreciente (X, a, <,A,V) en X
tal que (X, <,A,V) es distributiva.

(8) Eziste una estructura de Zs-reticula decreciente (X, o, <,A,V) en X
tal que (X, <,A,V) es modular.

Demostracion. Como las reticulas distributivas son modulares, es claro que
(2) implica (3).

Por otra parte, debido al Corolario 3.2.4 y al Teorema 1.8.2; (3) implica
(1)

Veamos que (1) implica (2). Supongamos que « es conjugada con o. Esto
significa que existe un homeomorfismo h : X — Q tal que « = h™t oo o h.
Sabemos que (@, <', A", V') es una reticula topolégica distributiva, donde los
operadores A\ y V' estan definidos por

(2n) A (yn) = (min (T ynt),  (z0) V' (yn) = (méx {Tn,yn})
y el orden parcial <’ estd dado por
(xn) <" (yn) siy sdlo six, <y, para toda n € N.

Ademads, o es decreciente con respecto a <’. Por lo tanto, si definimos Ay V
en X como

s Ay=h""(h(x) N D(y), eVy=h""(h(z)V h(y),
y el orden parcial < por
x<ysiysolosih(z)< hy),

entonces (X, <, A, V) es una reticula topolégica distributiva y « es decreciente
con respecto a <. O



Capitulo 4

Otros resultados y trabajo a
futuro

En este capitulo plantearemos algunas preguntas en las que vamos a con-
tinuar trabajando.

4.1. Medias propias y orden

Sea (X, a) un Zs-espacio que cumple las hipdtesis de la versién débil del
problema de Jaworowski (Problema 1.8.6). En la Seccién 3.2 vimos que, para
obtener una respuesta positiva a este problema, es suficiente construir una
media equivariante en X y, si X es compacto, para esto basta construir una
media aritmética propia derecha que preserva el orden (o, equivalentemente,
una media armonica izquierda que preserva el orden). En el Lema 3.2.15
mostramos que, si X tiene una estructura convexa tal que los conjuntos
[x; y] son convexos para cada x,y € X, con x < y, para que exista una media
aritmética propia derecha que preserva el orden en X es suficiente que exista
una en el espacio

A={zy)eXxX|z<yoy<az}

de pares comparables. Entonces, continuaremos trabajando en encontrar con-
diciones para que exista una funcién de este tipo en A. Planteamos la siguien-
te pregunta.

Pregunta 4.1.1. ;Bajo qué condiciones en (X, «) existe una funcién £ :
A — X que cumple las propiedades del Lema 3.2.157

81
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Por otra parte, como en las hipédtesis de la versién débil del problema
de Jaworowski suponemos que el Zs-espacio (X, «) tiene una estructura de
reticula topoldgica (X, <, A, V) tal que « es decreciente con respecto a <, es
natural hacer la siguiente pregunta.

Pregunta 4.1.2. Sea (X, a) un Zs-espacio. jBajo qué condiciones se puede
definir una estructura de reticula topoldgica (X, <, A, V) en X tal que « sea
decreciente con respecto a <?

4.2. El espacio de medias

Sea (X, a) un Zg-espacio metrizable. Consideremos el espacio de medias
en X
M:={p: X x X — X |pesuna media},

equipado con la topologia compacto-abierta.
Notemos que la involucién « : X — X induce una involuciéon en M.

Proposicién 4.2.1. La funcion o : M — M, dada por
o (f) (z,y) = a(f(a(@),a(y))

para cada (z,y) € X x X, es una involucion.

Demostracion. Es claro que si f es una media en X, entonces o (f) también
lo es, por lo que o estd bien definida. Ademas, es facil ver que o o/ = Id .
Veamos que o’ es continua. Sean K un subconjunto compacto de X x X y
U un subconjunto abierto de X. Queremos ver que la preimagen del abierto
subbésico en M
[K,U]:={peM|p(K)CU}

es abierta en M. Denotemos por @ a la involucién inducida coordenada a
coordenada en X x X por a. Es decir, @ : X x X — X x X esta dada por

a(r,y) = (a(z),a(y).
Entonces, notemos que
(@) (K, U) = {peM|alp(a(r),a(y))) €U para cada (z,y) € K}
={peM|p(z,y) € a(U) para cada (x,y) € a(K)}
= [@(K),a(U)].
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Por lo tanto, (o) ([K,U]) es un abierto subbdsico de M, y podemos con-
cluir que o’ es continua. O]

También, observemos que si « es decreciente con respecto a una estructura
de reticula en X, o es decreciente con respecto a la estructura de reticula

inducida en M.

Proposicion 4.2.2. Supongamos que X es localmente compacto. Si exis-
te una estructura de reticula topoldgica (X, <,A,V) en X, esta induce una
estructura de reticula topoldgica (M, <N V') en M. Ademds, si a es de-
creciente con respecto a <, entonces o es decreciente con respecto a <'.

Demostracion. Consideremos el orden parcial <’ en M dado por
f<'gsiysolosi f(z,y) <g(z,y) para toda (z,y) € X x X.

Es facil ver que, si definimos los operadores A" y V' como

(fNg) (xy)=fle,y)Agay) v (fV'g)(zy) = flxy) Vg(zy),

para cada (z,y) € X x X, entonces estan bien definidos y (M, </, A, V') es
una reticula.

Veamos que (M, <’/ A, V') es una reticula topoldgica. Para ver que A’ es
continua, consideremos (f,g) € M x M, K C X x X compactoy U C X
abierto tales que f A g € [K,U].

Sea (z,y) € K. Como f(x,y)Ag(x,y) € Uy A es una funcién continua,
existen abiertos V(z ) ¥y Wiz, en X tales que f (z,y) € Viay), 9 (2,y) € Wiz
y

A (V(ﬂay) X W(w,y)) cU. (4'1)

Ademds, como f y g son continuas, existe un abierto A, en X x X tal que
(IL’,Z/) € A(:I:,y) y

f(Aww) € Vw9 (Awy) S Way): (4.2)

Como X x X es localmente compacto, existe una vecindad compacta C, , de
(x,y) en X x X tal que (z,y) € C(zy) € Aa,y)- Entonces, de (4.2) concluimos
que

f(Clw) S View 9(Claw) S Wia). (4.3)
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Ahora, como K es compacto y {int (C(x,y)) | (z,y) € K } es una cubierta
abierta de K, existen (z1,v1),..., (s, yn) € K tales que

U (@) (4.4)

(m C(l‘z vi)s Vias yi)}) X (m [C(l’iayi)’W(xiyyi)]> :
=1 i=1

U es abierto en M x M, pues es el producto de intersecciones de abiertos
subbdsicos de M. Ademas, de (4.3) podemos concluir que (f,g) € U, y las
contenciones (4.4) y (4.1) implican que, para cualquier (h,j) € U y (z,y) €
K, se cumple que h(z,y) A j(x,y) € U. Es decir, N (U) C [K,U]. Por lo
tanto, la preimagen de [K, U] es abierta en M x M, y podemos concluir que
A es continua. De forma andloga se puede verificar que V' es continua, y por
lo tanto (M, <, A, V') es una reticula topoldgica.

Por 1ltimo, supongamos ademas que « es decreciente con respecto a <.
Sif,ge My f<'g, entonces

fla(@),a(y)) <gla),a(y))
para cada (z,y) € X x X. Por lo tanto,

a(g(a(z),a(y)) <al(f(az),ay)

para cada (z,y) € X x X, y entonces o/ (g) <" o/ (f). Concluimos que o’ es
decreciente con respecto a <'. ]

Sea

Ahora, notemos que si existe f € M tal que o/ (f) = f, entonces

f@y) =o' (f) (z,y) = a(f (a(z), ()

para cada (z,y) € X x X, y por lo tanto f es una media equivariante.
Conversamente, si f es una media equivariante en X, entonces f € My
o/ (f) = f. Por lo tanto, el problema de encontrar una media equivariante en
X es equivalente a que o tenga un punto fijo. Asi, planteamos la siguiente
pregunta.
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Pregunta 4.2.3. ;Bajo qué condiciones en (X, a) se cumple que ' tiene un
punto fijo?

En lo que resta de esta seccién, supongamos que « tiene un tnico pun-
to fijo y que (X, «) cumple las hipétesis de la versién débil del problema
de Jaworowski. Es decir, X es un AR y existe una estructura de reticula
(X, <,A,V) en X tal que (X, a, <, A, V) es una Zs-reticula decreciente. No-
temos que el subconjunto de M de medias p que estan relacionadas con su
imagen o (p),

N:={peM|p<ad{p od(p) < p}

(donde <’ es el orden parcial en M definido en la Proposicién 4.2.2), es
invariante bajo o/ y es no vacio. En efecto, el hecho de que a es decreciente
con respecto a < implica que o (A) = V y o/ (V) = A. Entonces, como
A <"V, las funciones A y V son elementos de N. Ademés, si f es una
media equivariante, entonces f € N y es un punto fijo de la involucién
o Wi N = N.

En la Proposicién 4.2.5 construimos una sucesién de medias en N tal
que, si es convergente, su limite es un punto fijo de /. Antes de pasar a este
resultado, demostramos el siguiente lema.

Lema 4.2.4. Sean d una métrica en X x X que induce su topologia, y'Y un
subcongunto abierto y totalmente acotado de (X x X, d) que no intersecta a la
diagonal. Entonces, para cada € > 0 existe una e-red {(x1,y1) .-, (Tm, Ym)}
de 'Y, contenida en'Y, tal que los conjuntos Ay, ..., Apn, B1, ..., By son aje-
nos dos a dos, donde

Ai i =A(@ipi) s (i i)} Bii={(a (@), () s (a (yi) o (24)) }
para cada i € {1,...,m}.

Demostracion. Notemos que si (z,y) € Y, entonces (z,y) # (a(z),a(y)).
En efecto, como Y no intersecta a la diagonal de X x X, entonces x y y son
distintos y, como « tiene un tnico punto fijo, no puede pasar que x = a ()
yy=a(y).

Sean € > 0y {(a1,b1),...,(am,by)} una -red de Y, contenida en Y.

2
Queremos construir (x1,41) ..., (Tm, ym) € Y tales que

(zi,yi) € B <(%bz‘) ; g)
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para cada i € {1,...,m} (esto garantiza que {(z1,y1),...,(Tm,Ym)} €s una
e-red de Y) y tales que los conjuntos Ay, ..., Ay, By,..., By, son ajenos dos
a dos.

Como (ay,by) es un elemento de Y N B ((a1,b1),%) y este es un subcon-
junto abierto de X x X, existe un abierto U de X tal que

(al, bl) € {al} x U - YNB <(a1,b1) , %) .
El abierto U es infinito, pues X es un espacio métrico conexo (X es un AR).
Por lo tanto, podemos elegir b € U tal que a; # a (b}). Entonces, definimos
(x1,21) = (al, b}). La eleccién de b garantiza que A; y B son ajenos.
Sea k > 1, k < m. Supongamos que ya construimos (1,41), ..., (Zk, Yx)
que cumplen lo requerido. Existe

(c,d) € <YﬂB<(ak+1,bk+1 ))\U (A; U B))

pues YN B ((ax+1,brt1) , £) es un abierto no vacio de X x X y Ule (A; U By)
es finito. De la misma forma que en el paso base, podemos elegir

(c,d) € (YﬁB((akH,ka )) O A;U B))

tal que ¢ # «(d'). Entonces, definimos (xy1,yrs1) := (¢, d’). Esta eleccién
cumple lo requerido.

Por lo tanto, existe una e-red {(z1,v1), ..., (Tm,ym)} de Y, contenida en
Y, tal que los conjuntos Ay, ..., A,,, By,...,B,, son ajenos dos a dos. O

Proposicion 4.2.5. Supongamos que X es compacto y tiene una estructura
conveza tal que los conjuntos |x;y|] son convexos para cada x,y € X con
z < y.

(1) Existen una métrica d en X x X (compatible con su topologia) y una
sucesion (pn),ey en N tal que, para cada n € N,

P < Do <A (1) <o ()

Yy py coincide con o/ (p,) en un subconjunto 5-denso de (X x X, d).



4.2. EL ESPACIO DE MEDIAS 87

(2) Si ademds la sucesion (py) converge en C (X x X, X) (con la topologia
compacto-abierta), entonces su limite pertenece a Ny es un punto fijo
de /. Por lo tanto, es una media equivariante en X, y (X, ) es un

Zs-AR.

Demostracion. (1) Sea d una métrica en X x X, compatible con su topologia,
acotada por 3.

Definimos py := A. Entonces py <" o/ (pp) = V. Ademads, py y o' (po)
coinciden en la diagonal de X x X, que es un subconjunto 1-denso porque d
esta acotada por %

Sea k € N. Supongamos que ya construimos py, ..., pr que satisfacen las
condiciones necesarias. Si pr = o/ (px), entonces definimos pyy1 := p, y es
claro que pgy1 cumple lo requerido.

Si pr <" o (pr), entonces el conjunto

V= {(r,y) € X x X | pr (v,y) # o (px) (x,9)}
={(z,y) € X x X | pi (z,y) < o' (px) (z, )}

es no vacio. Ademas, es abierto en X x X, pues su complemento es el con-
junto de puntos en los que las funciones continuas pyx y o (pg) coinciden.
Notemos que, como X x X es compacto, Y es totalmente acotado y, como
pr(x,2) = © = o (pg) (z,z) para cada x € X, el conjunto Y no inter-
secta a la diagonal de X x X. Entonces, debido al Lema 4.2.4, existe una
2k%—red {(z1,91) -+, (Tm,ym)} de Y, contenida en Y, tal que los conjuntos
Ay, ..., An, By, ..., By, son ajenos dos a dos, donde

A =A@ yi), (Wi, z)} s Bii={(a (@), a(yi), (o (i), (i)}
Por otra parte, existe 6; € [px (zi,v:) ;0 (pr) (x4, v:)] tal que
i (i, yi) < 0; < o (pr) (4, 9i)

para cada i € {1,...,m}, porque p (z;, ;) < o (px) (x;,y;) vy el intervalo es
conexo. Como « es decreciente con respecto a <, entonces

a (o (pi) (2, 4:)) < o (6:) < o (pi (w3, 1))
para cada i € {1,...,m}, y por lo tanto

a(0;) € [pr (o (@), a(y:) ;o (pe) (a (w:) o (1:)]
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Sea Conv (X)) la familia de todos los subconjuntos convexos, cerrados, no
vacios de X. Definimos la funcién ¢ : X x X — Conv (X), dada por

{6} si (z,y) € A;p-a.ie€{l,...,m},
o(x,y) =< {a(b)} si (z,y) € Bip.a.i€{l,...,m},
[px (2, y) ;o (pi) (,9)]  en otro caso.

Como los conjuntos Ay, ..., A, B1,..., B, son ajenos dos a dos, ¢ esta
bien definida. Ademads notemos que ¢ (x,y) C [px (x,y) ;o (px) (z,y)] en cual-
quicra de los casos. Por otra parte, como |J;", (4; U B;) es finito, entonces
es cerrado en X x X y es discreto (y cualquier funcién definida en este con-
junto es continua). Por lo tanto, del Lema 1.7.13 podemos concluir que ¢ es
semicontinua inferiormente.

Ahora, por el Teorema 1.7.12, existe una funcion continua b : X x X — X
tal que h (z,y) € ¢ (z,y) para cada (z,y) € X x X. Entonces

h (ZL‘, y) S [pk (CL’, y) ;O/ (pk) ([E, y)] (45)

para cada (z,y) € X X X, y en particular h(z,x) = = para cada z € X.
Ademas, como

ha(z),a(y)) € [pe(a(z),a(y);a () (a(r),a(y)]

para cada (z,y) € X x X y « es decreciente con respecto a <, entonces

a(h(a(z),ay) € lpr(zy);d (pr) (z,y)] . (4.6)
Notemos que como py v o (pg) son simétricas, también se cumple que
h(z,y),a(h(a(@), o)) €l (y.z);a () (y,2)] (4.7)

para cada (z,y) € X x X.
Definimos pgyq : X x X — X por

P () = (h (2.9) v h(y,x>) A (a (h (0 (x) .a () Ao (h (o (y) ,a<x>>>).

Esta funcién es continua, simétrica y es facil verificar que pyyq (x,2) =«
para cada x € X. Entonces pyy; es una media. Ademads, de (4.5), (4.6) y
(4.7) podemos concluir que py (x,y) < h(z,y)Vh(y,z)y

pe (2, y) < a(h(a(r),ay)) Aalhlaly),a(r)))
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para cada (x,y) € X x X, y por lo tanto pg (z,y) < prs1 (z,y). Esto im-
plica que pr <’ pry1 y, como ' es decreciente con respecto a <’; entonces

o (pre1) < (pr).
Por otra parte, es facil verificar que

s ) = (1) V0] A (@ @) ,a ) Ao (ha ()0 )
< (nen Vi) v (ahla@.at) ratia6m.a@))

= o (prt1) (z,9)

para cada (z,y) € X x X. Entonces, podemos concluir que py <’ ppiq <’
o (prey1) < o' (pr).

Finalmente, notemos que, como h es una selecciéon de ¢, ppi1 (z4,9;) =
0; = o/ (prs1) (wi,y;) para cada i € {1,...,m}. Por lo tanto, prr1 v & (pri1)
coinciden en la red {(z1,%1),. .., (%m, ¥m)}, que es un conjunto sr-denso.
Esto termina el paso inductivo.

(2) Supongamos que la sucesién (p,) converge en C (X x X, X) a una
funcién p. Sean z,y € X. Como p,, (z,z) = = para cadan € Ny (p, (z,x))
converge a p(z,z), entonces p(x,x) = x. Por otra parte, como (p, (z,y))
converge a p (z,y), (pn (y,x)) converge a p(y,z) y cada p, es simétrica, en-
tonces p también es simétrica. Por lo tanto, podemos concluir que p es una
media.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que p # o/ (p). Entonces existen
(xo,y0) € X x X y e > 0 tales que p(x,y) # o (p) (x,y) para cada (z,y) €
B ((zo,40) ,€). Sea k € N tal que 5 < e. Como py, y o (py) coinciden en
un subconjunto sz-denso de X x X, existe (z/,y) € B ((zo,40),¢) tal que
pr (2, y) = o (pg) (2',y). Ademds, como para cada n € N

Pn S/ Pn+1 Sl a/ (pn-l—l) Sl O/ (pn) s

entonces p, (¢/,y) = o (p,) (2/,y') para toda n > k, y esto implica que
p(a',y) = o (p) (¢,y). Pero esto contradice que (z/,y') € B ((zo,%),€)-
Entonces, podemos concluir que p es un punto fijo de /. Por lo tanto, es una
media equivariante y, por el Corolario 3.2.1, (X, «) es un Z,-AR. ]

En la proposicién anterior basta que (p,) converja en C (X x X, X) para
que exista una media equivariante en X y (X, «) sea un Zs-AR. Entonces,
planteamos la siguiente pregunta.
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Pregunta 4.2.6. ;Bajo qué condiciones se cumple que la sucesién (p,) de
la Proposicién 4.2.5 converge en C (X x X, X)?

4.3. Conclusion

Para concluir este trabajo, recapitularemos brevemente los resultados. El
objetivo central de esta tesis fue estudiar bajo qué condiciones un G-espacio
es un G-AR, trabajando en particular en el problema de Jaworowski y la
Pregunta 2.1.4, planteada por H. Judrez-Anguiano.

En el Capitulo 2, demostramos que estos dos problemas tienen una res-
puesta positiva cuando el grupo G es finito y existe una n-media equivariante
en X tal que n es un multiplo de la cardinalidad de G. Después, dimos otra
respuesta parcial a la pregunta de H. Judrez-Anguiano, probando que se
puede resolver afirmativamente si existe una n-cuasimedia contractiva equi-
variante en X para alguna n € N.

En el Capitulo 3, trabajamos en el problema de Jaworowski en el caso
en el que el grupo G es Z, y existe una estructura de reticula topoldgica en
X. Demostramos que la versién débil del problema de Jaworowski (Proble-
ma 1.8.6) tiene una respuesta positiva si la reticula (X, <, A, V) es modular.
También, probamos que este problema se puede resolver afirmativamente si
existe una media equivariante en X y que, bajo ciertas condiciones en X,
para construir una funcion de este tipo basta que haya una media aritméti-
ca propia derecha que preserva el orden (o, equivalentemente, una media
armoénica izquierda que preserva el orden). Posteriormente, mostramos que,
si X tiene una estructura convexa tal que los conjuntos [z;y] son convexos
para cada x,y € X, con x < y, para que exista una media aritmética propia
derecha que preserva el orden en X es suficiente que exista una en el espacio
A ={(z,y) € X x X |z <yoy<x} de pares comparables. En el futuro,
continuaremos trabajando en la pregunta de cuando hay una funcién de este
tipo en A.

Ademas, trabajaremos en encontrar condiciones para que las hipdtesis
sobre el orden de la version débil del problema de Jaworowski se cumplan
en un Zsy-espacio arbitrario. Por otra parte, seguiremos estudiando el espacio
de medias y las condiciones bajo las cuales la involucién inducida en este
espacio tiene un punto fijo.
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