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Introducción

A lo largo de la tesis, suponemos que G es un grupo topológico Hausdorff
y compacto. El objetivo de este trabajo es estudiar bajo qué condiciones un
G-espacio es un retracto absoluto equivariante (que denotaremos por G-AR),
centrándonos principalmente en el caso en el que G es un grupo finito. En
particular, en el Caṕıtulo 3, estudiaremos espećıficamente el caso en el que
G es el grupo de dos elementos Z2.

El concepto de G-AR es una generalización para G-espacios de la noción
de retracto absoluto (que denotaremos por AR) en espacios topológicos. Con
respecto a la pregunta de cuándo un G-espacio es un G-AR, en 1975 J. M.
Smirnov probó en [52] que una condición necesaria para que un G-espacio
metrizable X sea un G-AR es que, para cada subgrupo cerrado H de G, el
conjunto de puntos en X fijados por H,

XH = {x ∈ X | hx = x para cada h ∈ H} ,

sea un AR. Es natural preguntarse si esta es también una condición suficiente.
En 1976, en [34, Teorema 2.1], J. Jaworowski dio una respuesta parcial

a esta pregunta. Demostró que si X es un G-espacio metrizable, separable,
localmente compacto y de dimensión finita que tiene un número finito de
tipos orbitales (esto se cumple, por ejemplo, cuando G es finito), entonces la
condición anterior śı es suficiente para que X sea un G-AR. Sin embargo, la
pregunta de si esta es una condición suficiente en un contexto más general
permanece abierta y se conoce como el problema de Jaworowski.

Problema (Problema de Jaworowski). Sean G un grupo de Lie compacto
y X un G-espacio metrizable que tiene un número finito de tipos orbitales.
Supongamos que para cada subgrupo cerrado H de G el conjunto XH es un
AR. ¿Entonces X es un G-AR?

En 2005, en [6], S. Antonyan dio una respuesta parcial a esta pregunta.
Demostró que, si G es un grupo de Lie compacto, un G-espacio metrizable
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X es un G-AR si y sólo si X es un AR y, para todo subgrupo cerrado H de
G, XH es un H-retracto por deformación fuerte de X.

En [37], H. Juárez-Anguiano estudió la relación entre el hecho de que un
G-espacio X sea un G-AR y la existencia de una n-media equivariante en X.

Una n-media en un espacio topológico X es una función continua p :
Xn → X que satisface las siguientes condiciones:

(M1) p (x, . . . , x) = x para cada x ∈ X,

(M2) p (x1, . . . , xn) = p
(
xσ(1), . . . , xσ(n)

)
para cada (x1, . . . , xn) ∈ Xn y σ

permutación de {1, . . . , n}.

Ejemplos clásicos de este tipo de funciones son la media aritmética de n
puntos en un espacio vectorial topológico, la media armónica de dos números
en (0,∞) o la media geométrica de dos números en [0,∞).

Las n-medias fueron estudiadas en 1954 en [24] por B. Eckmann, y poste-
riormente en 1962 por B. Eckmann, T. Ganea y P. J. Hilton. Ellos probaron
en [25, Corolario 3.2 y p. 90] que si X es un espacio conexo con el tipo de
homotoṕıa de un poliedro y grupos de homoloǵıa finitamente generados que
son cero a partir de cierta dimensión, entonces X admite una n-media para
alguna n ∈ N si y sólo si es contráctil. En [37], H. Juárez-Anguiano observó
que, como todo ANR es homotópicamente equivalente a un poliedro y la clase
de ANRs contráctiles es precisamente la clase de ARs, entonces el resulta-
do de B. Eckmann, T. Ganea y P. J. Hilton puede escribirse de la siguiente
manera.

Teorema. Sea X un ANR conexo con grupos de homoloǵıa finitamente ge-
nerados tal que casi todos son cero. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes.

1) Existe una n-media p : Xn → X para toda n ≥ 2.

2) Existe una n-media p : Xn → X para alguna n ≥ 2.

3) X es un AR.

En la década de los ochentas, G. Chichilnisky y G. Heal redescubrieron
las implicaciones 1) ⇐⇒ 3) en [18] y [19], en el contexto de teoŕıa de elección
social. En sus resultados,X es un complejo CW que tiene un número finito de
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celdas en cada dimensión y es conexo. Posteriormente, en 2004, S. Weinberger
redescubrió la implicación 2) =⇒ 3) en [58, Teorema 1.1].

En 2020, en [37], H. Juárez-Anguiano mostró que el resultado anterior
puede generalizarse a G-espacios, considerando ahora la existencia de una
n-media equivariante en lugar de una n-media común. Si X es un G-espacio,
una n-media equivariante es una función continua p : Xn → X que satiface
las condiciones (M1) y (M2), y además cumple que

p (gx1, . . . , gxn) = gp (x1, . . . , xn)

para cada (x1, . . . , xn) ∈ Xn y g ∈ G.

Teorema ([37, Teorema 3.3]). Sea X un G-espacio metrizable que es un
G-ANR y tal que para cada subgrupo cerrado H de G, XH es un espacio
conexo con grupos de homoloǵıa finitamente generados tal que casi todos son
cero. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

1) Existe una n-media equivariante p : Xn → X para toda n ≥ 2.

2) Existe una n-media equivariante p : Xn → X para alguna n ≥ 2.

3) X es un G-AR.

Además, H. Juárez-Anguiano también planteó el siguiente problema en
[37], en el que pregunta si el teorema anterior será verdadero si no suponemos
ninguna hipótesis sobre los conjuntos XH .

Pregunta. Sea X un G-espacio metrizable, conexo y compacto que es un
G-ANR. Si existe una n-media equivariante p : Xn → X para alguna n ≥ 2,
¿entonces X es un G-AR?

En el Caṕıtulo 2 de este texto, nos inspiramos en esta pregunta y en
el problema de Jaworowski para trabajar en identificar condiciones bajo las
cuáles un G-espacio es un G-AR. En el caso en el que G es un grupo finito, en
el Teorema 2.2.5 veremos que el problema de Jaworowski tiene una respuesta
positiva si en X existe una n-media equivariante, donde n es un múltiplo de
la cardinalidad de G. Demostramos este resultado también en [36, Teorema
3.5].

Teorema (N. Jonard-Pérez, A. L., 2025). Sea X un G-espacio metrizable,
donde G es un grupo finito. Supongamos que para cada subgrupo H de G el
conjunto XH es un AR. Si existe una n-media equivariante en X para algún
múltiplo n de |G|, entonces X es un G-AR.
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También, en el Corolario 2.2.8 veremos que la pregunta de H. Juárez-
Anguiano tiene una respuesta positiva si n es un múltiplo de la cardinalidad
de G. Demostramos este resultado en [36, Corolario 3.6.1].

Corolario (N. Jonard-Pérez, A. L., 2025). Sea X un G-ANR conexo y
compacto, donde G es un grupo finito. Si existe una n-media equivarian-
te p : Xn → X para algún múltiplo n de |G|, entonces X es un G-AR.

Si G no es necesariamente finito, en el Corolario 2.3.8 damos otra res-
puesta parcial a la pregunta de H. Juárez-Anguiano en el caso en el que X
es un espacio métrico y p cumple una condición relacionada con la distancia
en X. La razón por la que agregamos esto como hipótesis es un resultado de
S. Weinberger.

En [58], S. Weinberger llamó a una función p : Xn → X definida en un
espacio métrico (X, d) salomónica si para cada δ > 0 existe (x1, . . . , xn) ∈ Xn

tal que d (p (x1, . . . , xn) , xi) > δ, para cada i = 1, . . . , n. En [58, Proposición
3.2], probó que, siX tiene una métrica propia d y es un CW complejo, conexo,
que admite n-medias para cada n ∈ N y no es contráctil, entonces toda n-
media en X es salomónica. Esto implica que una n-media p : Xn → X en un
espacio que no es contráctil se comporta de una forma que no esperaŕıamos,
pues no hay ninguna restricción sobre las distancias d (p (x1, . . . , xn) , xi).
Entonces, es natural preguntarse si agregarle a la pregunta de H. Juárez-
Anguiano una hipótesis opuesta con respecto a esta distancia puede ser útil
para resolverla. Por lo tanto, en la Definición 2.3.3 introducimos el concepto
de n-cuasimedia contractiva. Este tipo de funciones están definidas de manera
que no sean salomónicas. Cumplen la condición (M1), pero no necesariamente
(M2).

En el Corolario 2.3.8 probamos que la pregunta H. Juárez-Anguiano tiene
una respuesta positiva si en X existe una n-cuasimedia contractiva equiva-
riante para alguna n natural (en lugar de una n-media equivariante, como la
pregunta supone). Demostramos este resultado en [36, Corolario 4.4.1].

Corolario (N. Jonard-Pérez, A. L., 2025). Sea (X, d) un espacio métrico
completo.

(1) Si para alguna n ∈ N existe una n-cuasimedia contractiva p : Xn → X,
entonces X es contráctil.

(2) Si además X es un G-espacio tal que XG es no vaćıo y p es una n-
cuasimedia equivariante, entonces X es G-contráctil. Además, si X es
un G-ANR, entonces es un G-AR.
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Por otra parte, en el Caṕıtulo 3 trabajaremos en el problema de Jawo-
rowski cuando el grupo G es Z2. Notemos que toda acción del grupo Z2 en
un espacio X induce una involución α : X → X, dada por α (x) = −1 · x.
Rećıprocamente, una involución α en X induce una acción de Z2 en X. De-
notaremos este Z2-espacio por (X,α).

En el caso espećıfico en el que G es el grupo Z2, X es homeomorfo al cubo
de Hilbert Q =

∏∞
n=1 [−1, 1] y XZ2 es un conjunto unitario, S. Antonyan

observó en [8] que el problema de Jaworowski es equivalente al siguiente
problema planteado por R. D. Anderson en la década de los sesentas.

Problema (Problema de Anderson). Sea σ : Q → Q la involución estándar
en Q (i.e., la involución dada por σ ((xn)) = (−xn)). Si α : Q → Q es una
involución con un único punto fijo, ¿entonces α es conjugada con σ? Es decir,
¿existe un homeomorfismo h : Q→ Q tal que h ◦ α = σ ◦ h?

Este caso particular del problema de Jaworwski también permanece abier-
to, a pesar de que se han hecho varios intentos para resolverlo (ver [62], [59],
[5]). En 2022, en [29], L. Higueras-Montaño y N. Jonard-Pérez encontraron
una respuesta parcial al problema de Anderson. Probaron que tiene una res-
puesta positiva si la involución α es decreciente con respecto a cierto orden
parcial en Q. Como el orden jugó un papel importante en este caso, es na-
tural preguntarse si lo hace en un contexto más general. Aśı, en el Problema
1.8.6 planteamos una versión débil del problema de Jaworowski, para el caso
en el que existe una estructura de ret́ıcula topológica (X,≤,∧,∨) en X y se
cumple que la involución dada por la acción de Z2 en X es decreciente con
respecto a ≤.

En el Corolario 3.2.4, probamos que esta versión débil del problema de
Jaworowski tiene una respuesta positiva si la ret́ıcula (X,≤,∧,∨) es modular
(en particular, si es distributiva).

Corolario (N. Jonard-Pérez, A. L., 2025). Sea (X,α) un Z2-espacio metriza-
ble con una estructura de ret́ıcula topológica (X,≤,∧,∨) tal que α es decre-
ciente con respecto a ≤. Supongamos que X y XZ2 son ARs. Si (X,≤,∧,∨)
es modular o distributiva y XZ2 es no vaćıo, entonces (X,α) es un Z2-AR.

Por otra parte, en el Corolario 3.2.10 damos otras condiciones para que
este problema tenga una respuesta positiva.

Este texto está organizado de la siguiente manera. En el Caṕıtulo 1 in-
troducimos los conceptos y resultados que son necesarios para el resto del
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trabajo. En el Caṕıtulo 2 damos las respuestas parciales al problema de Ja-
worowski y a la pregunta de H. Juárez-Anguiano mencionadas anteriormente.
El Caṕıtulo 3 está dedicado al caso en el que el grupo G es Z2 y a las respues-
tas parciales de la versión débil del problema de Jaworowski. Finalmente, en
el Caṕıtulo 4 planteamos algunas preguntas en las que seguiremos trabajando
y mostramos otros resultados parciales.

Con los resultados del Caṕıtulo 2 de esta tesis se escribió un art́ıculo,
Equivariant means ([36]), que fue aceptado para su publicación en la revista
Bolet́ın de la Sociedad Matemática Mexicana. También, con los resultados
del Caṕıtulo 3 se está escribiendo un segundo art́ıculo titulado Decreasing
involutions and Z2-means.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Notación

En esta sección introducimos la notación que usaremos en este texto.
A lo largo de esta tesis, G denotará un grupo topológico Hausdorff y

compacto.
Si X es un espacio topológico y A es un subconjunto de X, usaremos los

śımbolos A, intA y ∂A para denotar la cerradura, el interior y la frontera de
A, respectivamente. Si Y es otro espacio topológico, denotaremos

C (X, Y ) := {f : X → Y | f es continua} .

Si X es un espacio vectorial y A es un subconjunto de X, denotaremos
por conv (A) a la envolvente convexa de A.

Si (X, d) es un espacio métrico, x ∈ X y ε > 0, denotaremos las bolas
abierta y cerrada con centro en x y radio ε > 0 por B (x, ε) y B (x, ε),
respectivamente. Es decir,

B (x, ε) := {y ∈ X | d (x, y) < ε} , B (x, ε) := {y ∈ X | d (x, y) ≤ ε} .

Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Si x, y ∈ X, escribiremos
x < y cuando x ≤ y y x ̸= y. Si x ≤ y, denotaremos por [x; y] al conjunto
{a ∈ X | x ≤ a ≤ y}.

Escribiremos el śımbolo R para denotar el conjunto de números reales,
R+ para los números reales positivos y N para los números naturales. De-
notaremos el grupo multiplicativo {1,−1} por Z2. Usaremos el śımbolo Q
para denotar al cubo de Hilbert, es decir, Q :=

∏∞
n=1 [−1, 1], equipado con

la topoloǵıa producto.

11



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.2. Convergencia en espacios de funciones

En esta sección introduciremos algunos resultados sobre convergencia de
funciones continuas que usaremos en este trabajo.

Definición 1.2.1. Sean X y Y espacios topológicos, (fn) una sucesión en
C (X, Y ) y f ∈ C (X, Y ). Diremos que (fn) converge puntualmente a f
si, para cada x ∈ X, (fn (x)) converge a f (x) en Y .

Si X es un espacio topológico y Y es un espacio métrico, denotaremos

B (X, Y ) := {f ∈ C (X, Y ) | f es acotada} .

Notemos que si X es un espacio compacto, entonces B (X, Y ) = C (X, Y ).

Definición 1.2.2. Sean X un espacio topológico, (Y, d) un espacio métrico,
(fn) una sucesión en B (X, Y ) y f ∈ B (X, Y ). Diremos que (fn) converge
uniformemente a f si para cada ε > 0 existe N ∈ N tal que, si n ≥ N y
x ∈ X, entonces d (fn (x) , f (x)) < ε.

Notemos que si una sucesión (fn) en B (X, Y ) converge uniformemente a
f , entonces también converge puntualmente a f .

En el caso en el que X es un espacio topológico y Y = R, la norma ∥·∥
en B (X,R) dada por

∥f∥ = sup
x∈X

|f (x)|

es llamada la norma uniforme. Una sucesión (fn) en B (X,R) converge a f
con respecto a la topoloǵıa inducida por la norma uniforme si y sólo si (fn)
converge uniformemente a f (ver [49, Teorema 7.9] y [49, p. 151]).

Más adelante usaremos el siguiente teorema. Su demostración puede con-
sultarse en [23, Caṕıtulo 12, Teorema 7.5].

Teorema 1.2.3. Sean X un espacio topológico compacto y primero nume-
rable, Y un espacio métrico, (fn) una sucesión en C (X, Y ) y f ∈ C (X, Y ).
Si (fn) converge uniformemente a f , entonces, para cada sucesión (xn) en X
que converge a algún x ∈ X, (fn (xn)) converge a f (x) en Y .

La siguiente es otra forma de definir convergencia en C (X, Y ).
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Definición 1.2.4. SeanX y Y espacios topológicos. La topoloǵıa compacto-
abierta en C (X, Y ) es la generada por la subbase

{[K,U ] | K ⊆ X es compacto y U ⊆ Y es abierto} ,

donde

[K,U ] := {f ∈ C (X, Y ) | f (K) ⊆ U} .

En el caso en el que X es un espacio compacto, una sucesión (fn) en
C (X, Y ) converge a f con respecto a la topoloǵıa compacto-abierta si y sólo
si (fn) converge uniformemente a f (ver [61, Teoremas 43.6 y 43.7]).

Definición 1.2.5. Sean (X, d) y (Y, d′) espacios métricos y F ⊆ C (X, Y ).

1. Sea x0 ∈ X. Diremos que la familia de funciones F es equicontinua
en x0 si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que, si x ∈ X y d (x0, x) <
δ, entonces d′ (f (x0) , f (x)) < ε para toda f ∈ F . Además, si F es
equicontinua en x para cada x ∈ X, diremos que F es equicontinua.

2. Diremos que F es uniformemente equicontinua si para cada ε > 0
existe δ > 0 tal que, si x, y ∈ X y d (x, y) < δ, entonces d′ (f (x) , f (y)) <
ε para toda f ∈ F .

La demostración del siguiente teorema se puede consultar en [61, Teorema
43.14].

Teorema 1.2.6. Sean X y Y espacios métricos y F ⊆ C (X, Y ) una familia
equicontinua. Sean (fn) una sucesión en F y f ∈ F . Entonces, (fn) converge
a f con respecto a la topoloǵıa compacto-abierta si y sólo si (fn) converge
puntualmente a f .

Como en un dominio compacto la convergencia con respecto a la topoloǵıa
compacto-abierta coincide con la convergencia uniforme, tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.2.7. Sean X y Y espacios métricos y F ⊆ C (X, Y ) una fa-
milia equicontinua. Sean (fn) una sucesión en F y f ∈ F . Entonces, si X
es compacto, (fn) converge uniformemente a f si y sólo si (fn) converge
puntualmente a f .
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1.3. Topoloǵıas en hiperespacios

Sea (X, d) un espacio métrico. Denotaremos por 2X a la familia de sub-
conjuntos cerrados de X, y por Cld (X) a la familia de subconjuntos cerrados
y no vaćıos de X. Es decir,

2X := {A ⊆ X | A es cerrado en X} , Cld (X) := 2X\ {∅} .

Denotaremos a las siguientes subfamilias de Cld (X) por

K (X) := {A ∈ Cld (X) | A es compacto}

y, en el caso en el que X es Rn,

Kn
0 := {A ∈ Cld (Rn) | A es convexo y 0 ∈ A} ,

Kn
(0),b := {A ∈ Kn

0 | A es compacto y 0 ∈ intA} .
A continuación definiremos tres topoloǵıas en Cld (X) que usaremos en

algunos ejemplos a lo largo de este texto.
Si Y es un subconjunto de X, denotaremos

Y − := {A ∈ Cld(X) | A ∩ Y ̸= ∅} , Y + := {A ∈ Cld(X) | A ⊆ Y } .

Definición 1.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico. La topoloǵıa en Cld(X)
que tiene como subbase a la familia{

U−, V + | U, V son abiertos en X
}

es llamada la topoloǵıa de Vietoris.

Esta topoloǵıa fue introducida por L. Vietoris en [56] y [57], y E. Michael
identificó gran parte de sus propiedades topológicas básicas en [43].

A continuación, definimos la topoloǵıa de Hausdorff a través de una
métrica infinita. Una métrica infinita en un conjunto X es una función
d : X×X → [0,∞] que cumple las mismas tres propiedades que una métrica
usual. Esta función define una topoloǵıa en X de la misma manera que una
métrica. Es decir, las bolas abiertas {y ∈ X | d (x, y) < ε}, para cada x ∈ X
y ε > 0, forman una base para esta topoloǵıa.

Definición 1.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Lamétrica de Hausdorff
Hd : Cld(X)× Cld(X) → [0,∞] está dada por

Hd (A,B) = sup
x∈X

|d (x,A)− d (x,B)| .
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La topoloǵıa de Hausdorff en Cld(X) es la topoloǵıa inducida por Hd.
F. Hausdorff introdujo esta topoloǵıa originalmente en [28], basándose en el
trabajo de D. Pompeiu ([47]). Otras de sus propiedades pueden consultarse
en [15, Sección 3.2]. La siguiente definición de la métrica de Attouch-Wets
es la usada en [51], que es equivalente a la forma en la que se define en [15,
Definición 3.1.2].

Definición 1.3.3. Sean (X, d) un espacio métrico y x0 un punto fijo enX. La
métrica de Attouch-Wets dAW : Cld(X)×Cld(X) → [0,∞) con respecto
a x0 está dada por

dAW (A,B) = sup

{
mı́n

{
1

k
, sup
x∈B(x0,k)

|d (x,A)− d (x,B)|

}∣∣∣∣ k ∈ N

}
.

La topoloǵıa inducida en Cld(X) por esta métrica no depende del punto
x0. Por lo tanto, llamaremos la topoloǵıa de Attouch-Wets a la topoloǵıa
inducida por dAW , con respecto a cualquier elemento en X. Esta topoloǵıa se
introdujo inicialmente en [46] por U. Mosco, y su estudio se retomó en [11] y
[12] por H. Attouch y R. Wets. Otras de sus propiedades pueden consultarse
en [15, Sección 3.1].

Sean (X, d) un espacio métrico y x0 un punto fijo de X. Notemos que
para cada A,B ∈ Cld(X) se tiene que

mı́n

{
1

k
, sup
x∈B(x0,k)

|d (x,A)− d (x,B)|

}
≤ sup

x∈X
|d (x,A)− d (x,B)|

para toda k ∈ N. Por lo tanto, en general se cumple que dAW (A,B) ≤
Hd (A,B). Esto implica que la topoloǵıa de Attouch-Wets está contenida en
la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff. Además, si X es un espacio normado,
estas topoloǵıas coinciden en la subfamilia de Cld(X) de subconjuntos de X
que son convexos y acotados ([51, Teorema 3.2]). En particular, coinciden en
Kn

(0),b.
Las definiciones introducidas en esta sección pueden consultarse en las

secciones 2.2, 3.1 y 3.2 de [15].

1.4. Ret́ıculas topológicas

Definición 1.4.1. Diremos que un conjunto parcialmente ordenado (X,≤)
es una ret́ıcula si para cada x, y ∈ X existen una máxima cota inferior
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(denotada por x ∧ y) y una mı́nima cota superior (denotada por x ∨ y) de
{x, y}.

En [27, Caṕıtulo 1, Sección 1, Teorema 1], se demuestra que es equivalente
definir una ret́ıcula como un conjunto X junto con dos operaciones ∧ : X ×
X → X y ∨ : X × X → X conmutativas y asociativas que cumplen que,
para cada x, y ∈ X,

x ∨ (x ∧ y) = x y x ∧ (x ∨ y) = x.

En este caso, se puede definir un orden parcial en X por

x ≤ y si y sólo si x ∧ y = x,

y entonces x∧ y y x∨ y resultan ser una máxima cota inferior y una mı́nima
cota superior, respectivamente, de {x, y} con respecto al orden ≤.

Definición 1.4.2. Diremos que un conjunto parcialmente ordenado (X,≤)
es una semiret́ıcula inferior si para cada x, y ∈ X existe una máxima cota
inferior (denotada por x ∧ y) de {x, y}. Un conjunto parcialmente ordenado
(X,≤) es una semiret́ıcula superior si para cada x, y ∈ X existe una
mı́nima cota superior (denotada por x ∨ y) de {x, y}.

En algunos casos, sólo diremos que (X,≤) es una semiret́ıcula si es una
semiret́ıcula inferior o una semiret́ıcula superior.

Una ret́ıcula es en particular una semiret́ıcula inferior y una semiret́ıcula
superior. Es claro que en una semiret́ıcula inferior (X,≤,∧) (una semiret́ıcula
superior (X,≤,∨)) siempre se cumplen las siguientes propiedades.

1. Para cada x ∈ X, x ∧ x = x (x ∨ x = x).

2. Para cada x, y, a, b ∈ X, si x ≤ y y a ≤ b, entonces x ∧ a ≤ y ∧ b
(x ∨ a ≤ y ∨ b).

Sea (X,≤) una semiret́ıcula inferior. Si A,B ⊆ X, denotaremos

A ∧B := {a ∧ b | a ∈ A, b ∈ B} .

Si A = {a} para alguna a ∈ X, simplemente escribiremos a ∧ B en lugar de
{a} ∧B. Usaremos la notación análoga para una semiret́ıcula superior.
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Definición 1.4.3. Consideremos un espacio topológico de Hausdorff X con
una estructura de ret́ıcula (X,≤,∧,∨). Decimos que (X,≤,∧,∨) es una
ret́ıcula topológica si los operadores ∧ : X ×X → X y ∨ : X ×X → X
son funciones continuas. Similarmente, si X es un espacio topológico con
una estructura de semiret́ıcula (X,≤,∧) (o (X,≤,∨)), decimos que es una
semiret́ıcula topológica si ∧ : X × X → X es una función continua (o
∨ : X ×X → X es una función continua).

Ejemplo 1.4.4. 1. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea 2X la familia de
subconjuntos cerrados de X. Consideremos el orden de la contención ⊆
en 2X , y los operadores ∩ : 2X × 2X → 2X y ∪ : 2X × 2X → 2X dados
por la intersección y la unión de conjuntos, respectivamente. Entonces(
2X ,⊆,∩,∪

)
es una ret́ıcula.

2. Sea (X, d) un espacio métrico. Consideremos la métrica de Hausdorff
en Cld (X) = 2X\ {∅}. En [20, Proposición 2.4] se demostró que la
función unión ∪ : Cld (X)×Cld (X) → Cld (X) es continua, y entonces
(Cld (X) ,⊆,∪) es una semiret́ıcula topológica. ◀

Sea (X,≤,∧) una semiret́ıcula. Si A es un subconjunto de X, denotamos

L (A) := A ∧X = {a ∧ x | a ∈ A, x ∈ X} .

Diremos que un subconjunto A de X es un ideal si A = L (A).
En el Caṕıtulo 3 usaremos los conceptos de ret́ıcula modular y ret́ıcula

distributiva, que definimos a continuación.

Definición 1.4.5. Sea (X,≤,∧,∨) una ret́ıcula. Diremos que (X,≤,∧,∨)
es modular si para cualesquiera x, a, b ∈ X tales que x ≤ b se cumple que

x ∨ (a ∧ b) = (x ∨ a) ∧ b.

Definición 1.4.6. Sea (X,≤,∧,∨) una ret́ıcula. Diremos que (X,≤,∧,∨)
es distributiva si para cualesquiera x, y, z ∈ X se cumple que

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) .

Las ret́ıculas distributivas son modulares, como demostramos en la si-
guiente proposición.

Proposición 1.4.7. Si (X,≤,∧,∨) es una ret́ıcula distributiva entonces es
modular.
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Demostración. Sean x, a, b ∈ X tales que x ≤ b. Entonces x = x ∧ b y, como
X es una ret́ıcula distributiva,

x ∨ (a ∧ b) = (x ∧ b) ∨ (a ∧ b) = (x ∨ a) ∧ b.

Por lo tanto, X es una ret́ıcula modular.

Los siguientes son ejemplos de ret́ıculas topológicas distributivas.

Ejemplo 1.4.8. Consideremos el cubo de Hilbert Q =
∏∞

n=1 [−1, 1], y la
estructura de ret́ıcula en Q dada por los operadores ∧ y ∨, definidos como

(xn) ∧ (yn) = (mı́n {xn, yn}) , (xn) ∨ (yn) = (máx {xn, yn}) ,

y el orden parcial ≤ definido por

(xn) ≤ (yn) si y sólo si xn ≤ yn para toda n ∈ N.

Entonces (Q,≤,∧,∨) es una ret́ıcula topológica distributiva. ◀

Ejemplo 1.4.9. Sea (X,≤,∧) una semiret́ıcula topológica tal que X es com-
pacto, y consideremos el espacio de ideales cerrados

X ′ = {A ⊆ X | A = L (A) y A es cerrado en X} ,

equipado con la topoloǵıa de Vietoris, junto con el orden de la contención
⊆ y los operadores ∩ y ∪ de intersección y unión. En [41, Teorema 1.2] se
demostró que (X ′,⊆,∩,∪) es una ret́ıcula topológica distributiva. ◀

Sea (X,≤,∧,∨) una ret́ıcula topológica. Diremos que un subconjunto A
de X es convexo con respecto a ≤ si, para cada x, y, z ∈ X tales que
x, y ∈ A y z ∈ [x; y], se cumple que z ∈ A. Diremos que X es localmente
convexo con respecto a ≤ si su topoloǵıa tiene una base formada por
conjuntos convexos con respecto a ≤. En el caso en el que X es metrizable,
definimos la siguiente condición uniforme de convexidad local.

Definición 1.4.10. Sea (X,≤,∧,∨) una ret́ıcula topológica tal que X es
metrizable. Diremos que X es uniformemente localmente convexo si
hay una métrica d en X compatible con su topoloǵıa que cumple que, para
toda ε > 0, existe δ > 0 tal que, si x, y ∈ X son tales que x ≤ y y d (x, y) < δ,
entonces d (x, z) < ε para cada z ∈ [x; y].
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Si X es compacto, esta condición siempre se cumple, como demostramos
a continuación.

Lema 1.4.11. Sea (X,≤,∧,∨) una ret́ıcula topológica tal que X es metri-
zable y compacto. Entonces X es uniformemente localmente convexo.

Demostración. Sea d una métrica en X que induce su topoloǵıa. Sea ε > 0.
Supongamos por contradicción que para cada n ∈ N hay xn, yn ∈ X con
xn ≤ yn y d (xn, yn) <

1
n
tales que existe zn ∈ [xn; yn] con d (xn, zn) ≥ ε.

X es compacto, por lo que existen subsucesiones (xnk
), (ynk

) y (znk
) de

(xn), (yn) y (zn), respectivamente, que son convergentes. Como d (xn, yn) <
1
n

para cada n ∈ N, (xnk
) y (ynk

) convergen al mismo punto. Sea x este ĺımite
común y sea z el ĺımite de (znk

). Como ∨ y ∧ son continuas, tenemos que
(xnk

∨ znk
) converge a x ∨ z y (ynk

∧ znk
) converge a x ∧ z. Pero

xnk
∨ znk

= znk
= ynk

∧ znk

para cada k ∈ N. Entonces, z = x∨ z = x∧ z y podemos concluir que x = z,
pero esto contradice el hecho de que d (xn, zn) ≥ ε para cada n ∈ N.

El converso del resultado anterior no es cierto. Es decir, si X es uniforme-
mente localmente convexo no necesariamente es compacto, como muestran
los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.4.12. Sea d la métrica usual de Rn. Consideremos la estructura
de ret́ıcula en Rn dada por los operadores ∧ y ∨, definidos como

(x1, . . . , xn) ∧ (y1, . . . , yn) = (mı́n {x1, y1} , . . . ,mı́n {xn, yn}) ,

(x1, . . . , xn) ∨ (y1, . . . , yn) = (máx {x1, y1} , . . . ,máx {xn, yn}) ,

y el orden parcial ≤ definido por

(x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn) si y sólo si xi ≤ yi para toda i ∈ {1, . . . , n} .

Entonces (Rn,≤,∧,∨) es una ret́ıcula topológica. Además, notemos que los
intervalos [(a1, . . . , an) ; (b1, . . . , bn)], para cada (a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn), son
los rectángulos

[(a1, . . . , an) ; (b1, . . . , bn)] =
n∏

i=1

[ai, bi] .
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Afirmamos que si (a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn), ε > 0 y (b1, . . . , bn) es un
elemento de la bola B ((a1, . . . , an) , ε), entonces

n∏
i=1

[ai, bi] ⊆ B ((a1, . . . , an) , ε) . (1.1)

En efecto, si (t1, . . . , tn) ∈
∏n

i=1 [ai, bi], entonces ti ∈ [ai, bi] para cada i ∈
{1, . . . , n}, y por lo tanto |ai − ti| ≤ |ai − bi|. Aśı,

d ((a1, . . . , an) , (t1, . . . , tn)) =

√√√√ n∑
i=1

|ai − ti|2

≤

√√√√ n∑
i=1

|ai − bi|2

= d ((a1, . . . , an) , (b1, . . . , bn)) < ε,

y (t1, . . . , tn) ∈ B ((a1, . . . , an) , ε).
Por lo tanto, Rn es uniformemente localmente convexo, pues la contención

(1.1) implica que, para cada ε > 0, δ = ε satisface la condición de convexidad
local uniforme. ◀

Ejemplo 1.4.13. Sea Kn
(0),b el espacio de subconjuntos compactos y convexos

de Rn que contienen al origen en su interior, equipado con la métrica de

Hausdorff Hd. Consideremos la estructura de ret́ıcula
(
Kn

(0),b,⊆,∧,∨
)
, donde

los operadores ∧ y ∨ están definidos como

A ∧B = A ∩B, A ∨B = conv (A ∪B) ,

y ⊆ es el orden de la contención. Más adelante, en el Ejemplo 1.8.10, obser-
varemos que esta es una ret́ıcula topológica.

Notemos que, si A,B,C ∈ Kn
(0),b y A ⊆ B ⊆ C, entonces d (x,C) ≤

d (x,B) ≤ d (x,A) para cada x ∈ X, y por lo tanto

|d (x,A)− d (x,B)| ≤ |d (x,A)− d (x,C)| .

Entonces,

Hd (A,B) = sup
x∈X

|d (x,A)− d (x,B)| ≤ sup
x∈X

|d (x,A)− d (x,C)| = Hd (A,C) .
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Esto implica que Kn
(0),b es uniformemente localmente convexo pues, para cada

ε > 0, δ = ε satisface la condición de convexidad local uniforme.
Sin embargo, Kn

(0),b no es compacto. En efecto, notemos que

Hd

(
B (0, 1) , B (0, N)

)
= N − 1 → ∞

cuando N → ∞, por lo que la métrica Hd no es acotada. ◀

Sea (X,≤,∧,∨) una ret́ıcula. Diremos que un subconjunto A de X es una
subret́ıcula si A es cerrado bajo las operaciones ∧ y ∨. Similarmente, un
subconjunto de una semiret́ıcula es una subsemiret́ıcula si es cerrado bajo
su operación.

Se dice que una semiret́ıcula topológica (X,≤,∧) es una semiret́ıcula de
Lawson si la topoloǵıa de X tiene una base formada por subsemiret́ıculas.
J.Lawson intrudujó este concepto en [40].

Las definiciones y propiedades sobre ret́ıculas mencionadas en esta sección
pueden consultarse en [27, Caṕıtulo 1]. Por otra parte, más información sobre
semiret́ıculas topológicas y semiret́ıculas de Lawson puede encontrarse en
[40].

1.5. G-espacios

Definición 1.5.1. Una acción de un grupo topológico G en un espacio
topológico X es una función continua α : G × X → X que cumple las
siguientes condiciones:

1. α (e, x) = x para cada x ∈ X, donde e es la identidad en G.

2. α (g, α (h, x)) = α (gh, x) para cada g, h ∈ G y x ∈ X.

Para simpificar la notación, escribiremos gx en lugar de α (g, x). Un espacio
X junto con una acción de G es llamado un G-espacio.

Ejemplo 1.5.2. Si G es un grupo topológico, G actúa en śı mismo con la
acción de la conjugación, dada por gh = ghg−1 para cada g, h ∈ G. Entonces
G es un G-espacio. ◀

Ejemplo 1.5.3. El grupo lineal general GL (n,R) de matrices invertibles
de n × n con entradas en R actúa en Rn, y el grupo ortogonal O (n,R) de
matrices ortogonales de n×n con entradas en R actúa en la esfera Sn−1 y en
el disco unitario Dn de Rn. Entonces Rn es un GL (n,R)-espacio, Sn−1 y Dn

son O (n,R)-espacios. ◀
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Un espacio vectorial topológico X junto con una acción lineal de G, es
decir, una acción que cumple que g (sx+ ty) = s (gx) + t (gy) para cada
x, y ∈ X, s, t ∈ R y g ∈ G, es llamado un G-espacio lineal.

Ejemplo 1.5.4. Rn es un GL (n,R)-espacio lineal. ◀

A continuación, definiremos algunos conceptos relacionados conG-espacios.
Sea X un G-espacio. Si x ∈ X, escribiremos Gx para denotar al estabi-

lizador de x, definido por

Gx := {g ∈ G | gx = x} .

Si A es un subconjunto de X, la saturación de A, denotada por G (A),
se define como el conjunto

G (A) := {ga | g ∈ G, a ∈ A} .

Cuando G (A) = A se dice que A es invariante. Si A = {x} para alguna
x ∈ X, escribiremos G (x) en lugar de G ({x}). En este caso, diremos que
G (x) es la órbita de x.

Observación 1.5.5. El conjunto de órbitas {G (x) | x ∈ X} es una partición
deX. En efecto, x = ex ∈ G (x) para cada x ∈ X, por lo queX = ∪x∈XG (x).
Además, si x, y ∈ X y z ∈ G (x) ∩ G (y), entonces existen g1, g2 ∈ G tales
que z = g1x = g2y. Por lo tanto, para cada g ∈ G

gx = gg−11 g1x = gg−11 g2y ∈ G (y) ,

y entonces G (x) ⊆ G (y). De manera análoga, tenemos que G (y) ⊆ G (x).
Por lo tanto, para cada x, y ∈ X se cumple que si G (x)∩G (y) ̸= ∅ entonces
G (x) = G (y). Podemos concluir que el conjunto de órbitas es una partición
e induce una relación de equivalencia en X.

Llamaremos al conjunto de órbitas, equipado con la topoloǵıa cociente,
el espacio orbital de X, y lo denotaremos por X/G.

Definición 1.5.6. Sea X un G-espacio. Dado un subgrupo H de G, XH

denota el conjunto de puntos fijos por H, definido como

XH := {x ∈ X | hx = x para cada h ∈ H} .

Si x ∈ XG, decimos que x es un punto G-fijo.
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Si X es un espacio de Hausdorff, el conjunto de puntos fijos XH siempre
es cerrado en X, como demostramos a continuación.

Proposición 1.5.7. Sean X un G-espacio y H un subgrupo de G. Suponga-
mos que X es un espacio de Hausdorff. Entonces XH es cerrado en X.

Demostración. Sea y ∈ X\XH . Entonces existe h ∈ H tal que hy ̸= y.
Como X es de Hausdorff, existen conjuntos abiertos U y V en X tales que
hy ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅. Ya que la acción de G en X es continua,
la función f : X → X dada por f (x) = hx es continua. Entonces, como
f (y) = hy ∈ U , existe un abierto W en X tal que y ∈ W y f (W ) ⊆ U . Esto
implica que para cada x ∈ W ∩ V se cumple que f (x) = hx ∈ U y x ∈ V , y
debido a que U ∩ V = ∅, entonces hx ̸= x. Por lo tanto,

y ∈ W ∩ V ⊆ {x ∈ X | hx ̸= x} ⊆ X\XH ,

y podemos concluir que y es un punto interior de X\XH . Entonces, X\XH

es abierto en X, y XH es cerrado en X.

Sea X un G-espacio. Para cada subgrupo H de G, la familia de todos los
subgrupos de G que son conjugados con H será denotada por (H). Es decir,

(H) :=
{
gHg−1 | g ∈ G

}
.

Para cada x ∈ X, (Gx) será llamado el tipo orbital de la órbita G (x). Si
(H) es el tipo orbital de alguna órbita de X, entonces (H) será llamado un
tipo orbital de X.

Los G-espacios son los objetos de una categoŕıa cuyos morfismos son lla-
mados funciones equivariantes. Estas son funciones continuas que conmutan
con la acción de G, como definimos a continuación.

Definición 1.5.8. Una función continua f : X → Y entre G-espacios es
llamada equivariante si f (gx) = gf (x) para cualesquiera g ∈ G, x ∈ X.

En varias ocasiones a lo largo de este texto consideramos funciones de
la forma f : Xn → X, donde X es un G-espacio. En este caso, cuando
decimos que f es equivariante, estamos considerando la acción de G en Xn

dada coordenada a coordenada. Es decir, f es equivariante si cumple que

f (gx1, . . . , gxn) = gf (x1, . . . , xn)

para cada (x1, . . . , xn) ∈ Xn y g ∈ G.
Las definiciones y resultados intruducidos en esta sección pueden consul-

tarse en [17, Caṕıtulo 1].
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1.6. Retractos y retractos equivariantes

Definición 1.6.1. Un espacio metrizable Y es un retracto absoluto de
vecindad (denotado por ANR) si para cada espacio metrizable X que con-
tiene a Y como un subconjunto cerrado existen una vecindad U de Y en X
y una retracción r : U → Y . Si además siempre podemos tomar U = X,
entonces se dice que Y es un retracto absoluto (denotado por AR).

Definición 1.6.2. Un espacio metrizable Y es llamado un extensor abso-
luto de vecindad (denotado por ANE) si para cada subconjunto cerrado
A de un espacio metrizable X y cada función continua f : A → Y , existen
una vecindad U de A en X y una función continua F : U → Y tales que
F ↾A= f . Si además siempre podemos tomar U = X, entonces se dice que Y
es un extensor absoluto (denotado por AE).

Es un hecho sabido que un espacio metrizable X es un ANR si y sólo
si es un ANE, y X es un AR si y sólo si es un AE ([50, Teorema 6.2.5]).
Además, si un espacio es un AR entonces es contráctil (ver, por ejemplo,
[50, Proposición 6.2.8]), y todo ANR contráctil es un AR ([31, Caṕıtulo 2,
Teorema 7.1]).

Ejemplo 1.6.3. 1. El teorema de Tietze ([31, Caṕıtulo 2, Teorema 3.1])
garantiza que el intervalo [0, 1] es un AR.

2. Cualquier intervalo en R es un AR.

3. Todo retracto de un AR es un AR ([31, Caṕıtulo 2, Proposición 5.1])
y todo producto numerable de ARs es un AR ([31, Caṕıtulo 2, Propo-
sición 4.1]). En particular, Rn y el cubo de Hilbert Q son ARs.

4. En la clase de los espacios metrizables de dimensión finita, los ARs son
precisamente los espacios que son contráctiles y localmente contráctiles
([22, Teorema 15.2]). ◀

Ejemplo 1.6.4. 1. La esfera unitaria Sn en Rn+1 es un ANR, pero no es
un AR ya que no es contráctil. La esfera unitaria en un espacio normado
de dimensión infinita es un AR ([31, Caṕıtulo 2, Teorema 15.2]).

2. Cualquier subconjunto abierto de un ANR es un ANR ([31, Caṕıtulo
2, Proposición 6.1]).
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3. En la clase de los espacios metrizables de dimensión finita, los ANRs son
precisamente los espacios localmente contráctiles ([22, Teorema 15.1]).
◀

El siguiente teorema de Dugundji muestra que todo subconjunto convexo
de un espacio vectorial topológico localmente convexo es un AR. Recordemos
que un espacio vectorial topológico es localmente convexo si su topoloǵıa
tiene una base formada por conjuntos convexos. En particular, los espacios
normados son localmente convexos ([50, Teorema 3.6.10]). La demostración
del siguiente teorema se puede consultar, por ejemplo, en [31, Caṕıtulo 2,
Teorema 14.1].

Teorema 1.6.5 (Teorema de Dugundji). Sean X un espacio metrizable y L
un espacio vectorial topológico localmente convexo. Si A es un subconjunto
cerrado de X y f : A → L es una función continua, entonces existe una
extensión F : X → L tal que F (X) ⊆ conv (f (A)), donde conv (f (A)) es la
envolvente convexa de f (A).

Ejemplo 1.6.6. Consideremos el conjunto C ([0, 1] ,R) de funciones conti-
nuas de [0, 1] en R, equipado con la norma uniforme ∥·∥ : C ([0, 1] ,R) → R,
dada por

∥f∥ = máx
x∈[0,1]

|f (x) |.

Como este espacio es normado, es localmente convexo. Además, notemos
que

Cvx (I) := {f ∈ C ([0, 1] ,R) | f es convexa}

es un subconjunto convexo de C ([0, 1] ,R). En efecto, si f, g ∈ Cvx (I) y
s, t ∈ [0, 1], entonces(

sf + (1− s) g
)(
tx+ (1− t) y

)
= sf

(
tx+ (1− t) y

)
+ (1− s) g

(
tx+ (1− t) y

)
≤ s
(
tf (x) + (1− t) f (y)

)
+ (1− s)

(
tg (x) + (1− t) g (y)

)
= t
(
sf (x) + (1− s) g (x)

)
+ (1− t)

(
sf (y) + (1− s) g (y)

)
= t
(
sf + (1− s) g

)
(x) + (1− t)

(
sf + (1− s) g

)
(y) ,

y por lo tanto sf + (1− s) g ∈ Cvx (I).
Entonces, por el teorema de Dugundji, Cvx (I) es un AR. ◀
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Más adelante usaremos el siguiente teorema. Su demostración puede con-
sultarse en [14, Proposición 1.2.1]. Recordemos que un subconjunto Y de un
espacio topológico X es llamado homotópicamente denso en X si exis-
te una homotoṕıa H : X × [0, 1] → X tal que H0 es la identidad en X y
H (X × (0, 1]) ⊆ Y .

Teorema 1.6.7. Sean X un espacio metrizable y Y un subconjunto ho-
motópicamente denso en X. Si X es un AR (ANR), entonces Y es un AR
(ANR).

Ejemplo 1.6.8. Consideremos el espacio Kn
0 de subconjuntos cerrados y

convexos de Rn que contienen al origen, y el espacio Kn
(0),b de subconjuntos

compactos y convexos de Rn que contienen al origen en su interior, equipados
con la métrica de Attouch-Wets. En [29, Proposición 3.3]-(3) se demostró que
Kn

0 es un AR, y que Kn
(0),b es homotópicamente denso en Kn

0 . Por el Teorema
1.6.7, esto implica que Kn

(0),b es también un AR. ◀

En [42] y [13] se estudió la relación entre semiret́ıculas de Lawson y re-
tractos absolutos. En [42, Teorema 2.1], se demostró que si (X,≤,∧) es una
semiret́ıcula de Lawson y X es un espacio métrico, compacto, conexo y local-
mente conexo, entonces X es un AR. En [13, Proposición 3.2], se probó que
una semiret́ıcula de Lawson (X,≤,∧) tal que X es metrizable cumple que X
es un ANR (AR) si y sólo si es localmente conexo por trayectorias (conexo
y localmente conexo por trayectorias).

Las nociones de retracto y extensor absolutos se generalizan a G-espacios
de la siguiente manera.

Definición 1.6.9. Un G-espacio metrizable Y es un retracto absoluto
de vecindad equivariante (denotado por G-ANR) si para cada G-espacio
metrizable X que contiene a Y como un subconjunto cerrado e invariante
existen una vecindad invariante U de Y en X y una retracción equivariante
r : U → Y . Si además siempre podemos tomar U = X, entonces se dice que
Y es un retracto absoluto equivariante (denotado por G-AR).

Definición 1.6.10. Similarmente, un G-espacio metrizable Y es llamado un
extensor absoluto de vecindad equivariante (denotado por G-ANE) si
para cada subconjunto invariante y cerrado A de un G-espacio metrizable
X y cada función equivariante f : A → Y , existen una vecindad invariante
U de A en X y una función equivariante F : U → Y tales que F ↾A= f .
Si además siempre podemos tomar U = X, entonces se dice que Y es un
extensor absoluto equivariante (denotado por G-AE).
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En [3, Teorema 14] se probó que un G-espacio metrizable X es un G-ANR
(G-AR) si y sólo si es un G-ANE (G-AE).

La siguiente versión equivariante del teorema de Dugundji muestra que,
si G es un grupo de Lie compacto, todo subconjunto convexo e invarian-
te de un G-espacio lineal localmente convexo es un G-ANR. Además, todo
subconjunto convexo e invariante que contiene un punto G-fijo es un G-AR.

Teorema 1.6.11 ([2]). Sean G un grupo de Lie compacto, X un G-espacio
metrizable y Z un G-espacio lineal localmente convexo. Si A es un subcon-
junto cerrado e invariante de X y V es un subconjunto convexo e invariante
de Z, entonces toda función equivariante f : A → V admite una extensión
equivariante F : L → V a alguna vecindad invariante L de A. Si además el
conjunto de puntos fijos V G es no vaćıo, entonces se puede tomar L = X.

A continuación definimos unos conceptos relacionados con algunos resul-
tados sobre G-ARs.

Definición 1.6.12. Sean f, g : X → Y funciones equivariantes entre G-
espacios. Una G-homotoṕıa de f a g es una homotoṕıa H : X× [0, 1] → Y
tal queH0 = f ,H1 = g yHt es equivariante para cada t ∈ [0, 1]. UnG-espacio
X es llamado G-contráctil si la función identidad en X es G-homotópica a
una función constante X → {x0}.

Notemos que si X es G-contráctil, el punto x0 debe ser un punto fijo, y
entonces el conjunto XG es no vaćıo.

Definición 1.6.13. Un subconjunto invariante A de un G-espacio X es un
G-retracto por deformación fuerte de X si existe una G-homotoṕıa
H : X × [0, 1] → Y tal que H0 es la identidad en X, H1 es una retracción de
X en A y Ht (a) = a para todos a ∈ A y t ∈ [0, 1].

En el caṕıtulo 2 usaremos los siguientes resultados sobre G-ARs, probados
por S. Antonyan.

Teorema 1.6.14 ([1, Teorema 6]). Sea X un G-espacio metrizable. Entonces
X es un G-AR si y sólo si X es un G-ANR y es G-contráctil.

Este resultado implica en particular que todo G-AR tiene un punto G-fijo.

Teorema 1.6.15 ([6, Teorema 3.7]). Sea G un grupo de Lie compacto. Un
G-espacio metrizable X es un G-AR si y sólo si X es un AR y, para todo
subgrupo cerrado H de G, XH es un H-retracto por deformación fuerte de
X.
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El teorema anterior implica que un G-AR siempre es un AR, cuando G
es un grupo de Lie compacto. El siguiente ejemplo muestra que un AR no es
necesariamente un G-AR, incluso si el grupo G es Z2.

Ejemplo 1.6.16. Sea X = Sℓ2 , la esfera unitaria en el espacio de Hilbert
ℓ2. Por [16, Caṕıtulo 6, Teorema 5.1], X es homeomorfo a ℓ2, y por lo tanto
es un AR debido al teorema de Dugundji. Sin embargo, si consideramos la
acción de Z2 en X dada por

(t, x) → tx,

entonces el conjunto de Z2-puntos fijos es vaćıo. En particular, X no es un
Z2-AR. ◀

Más información sobre la teoŕıa de retractos absolutos puede consultarse
en [31, Caṕıtulo 2] y [50, Caṕıtulo 6]. Por otra parte, las definiciones y re-
sultados sobre retractos absolutos equivariantes mencionados en esta sección
pueden encontrarse en [1], [2] y [3].

1.7. Equiconexidad y estructuras convexas

En esta sección introduciremos las nociones de equiconexidad y estructura
convexa, y algunas de sus propiedades. Usaremos el siguiente teorema de
encaje, cuya demostración puede consultarse en [50, Teorema 6.2.1].

Teorema 1.7.1 (Teorema de encaje de Arens-Eells). Todo espacio métrico
puede encajarse isométricamente en un espacio normado como un subcon-
junto cerrado y linealmente independiente.

Definición 1.7.2. Un espacio X es equiconexo si existe una función con-
tinua τ : X × X × [0, 1] → X tal que τ (x, y, 0) = x, τ (x, y, 1) = y y
τ (x, x, t) = x para cada x, y ∈ X y t ∈ [0, 1]. En este caso llamaremos a τ
una función de equiconexidad.

Ejemplo 1.7.3. Cualquier subconjunto convexo A de un espacio vectorial
topológico es equiconexo, pues τ : A× A× [0, 1] → A, dada por

τ (x, y, t) = (1− t)x+ ty,

es una función de equiconexidad. ◀
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Este ejemplo implica que todo AR es equiconexo, como demostramos en
la siguiente proposición.

Proposición 1.7.4. Si X es un AR, entonces es equiconexo.

Demostración. Como X es metrizable, puede encajarse en un espacio norma-
do E como un subconjunto cerrado, debido al Teorema 1.7.1. Sea i : X → E
un encaje cerrado. El espacio X es un AR, entonces existe una retrac-
ción r : E → i (X). Además, como en el ejemplo anterior, existe una
función de equiconexidad τ : E × E × [0, 1] → E. Entonces, la función
τ ′ : i (X)× i (X)× [0, 1] → i (X), dada por

τ ′ (x, y, t) = r (τ (x, y, t)) ,

es también una función de equiconexidad. Aśı, i (X) es equiconexo, y por lo
tanto X es equiconexo.

El converso de este resultado es verdadero para espacios de dimensión
finita. Esto es debido a que los espacios equiconexos son contráctiles y local-
mente contráctiles.

Proposición 1.7.5. Si X es equiconexo, entonces es contráctil y localmente
contráctil.

Demostración. Sean τ : X ×X × [0, 1] → X una función de equiconexidad y
p un elemento de X. Entonces, la función H : X × [0, 1] → X, dada por

H (x, t) = τ (x, p, t) ,

es una contracción de X.
Por otra parte, para ver que X es localmente contráctil, consideremos

p ∈ X y U una vecindad de p enX. Queremos probar que existe una vecindad
V de p tal que V ⊆ U y V es contráctil en U . Como τ (p, p, t) = p ∈ U para
toda t ∈ [0, 1], existen vecindades At de p en X y Bt de t en [0, 1] tales
que τ (x, p, s) ∈ U para cada x ∈ At y s ∈ Bt. Por la compacidad de [0, 1],
podemos tomar t1, . . . , tn ∈ [0, 1] tales que {Bti}

n
i=1 es una cubierta de [0, 1].

Entonces,

V :=

(
n⋂

i=1

Ati

)
∩ U

es la vecindad de p buscada, pues H ↾V×[0,1] es una contracción de V en
U .
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En la clase de espacios metrizables de dimensión finita los ARs son pre-
cisamente los espacios que son contráctiles y localmente contráctiles ([22,
Teorema 15.2]). Por lo tanto, las dos proposiciones anteriores implican que,
en esta clase, un espacio es equiconexo si y sólo si es un AR. Otras propie-
dades de espacios equiconexos pueden consultarse en [30].

En [44, Definición 1.1], E. Michael generalizó la noción de convexidad en
espacios vectoriales a espacios métricos, definiendo una estructura convexa
de la siguiente manera.

Definición 1.7.6. Una estructura convexa en un espacio métrico (X, d)
es un conjunto de funciones continuas {kn : Xn ×∆n → X | n ∈ N}, donde

∆n =

{
(t1, . . . , tn) ∈ Rn | ti ∈ [0, 1] para cada i = 1, . . . , n y

n∑
i=1

ti = 1

}
,

que satisfacen las siguientes condiciones.

1. k1 (x, 1) = x para cada x ∈ X.

2. Si n ≥ 2, i ≤ n, (x1, . . . , xn) ∈ Xn y (t1, . . . , ti−1, 0, ti+1, . . . , tn) ∈ ∆n,
entonces

kn ((x1, . . . , xn) , (t1, . . . , ti−1, 0, ti+1, . . . , tn))

= kn−1 ((x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) , (t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn)) .

3. Si n ≥ 2, i ≤ n − 1, (x1, . . . , xn) ∈ Xn, (t1, . . . , tn) ∈ ∆n y se cumple
que xi = xi+1, entonces

kn ((x1, . . . , xn) , (t1, . . . , tn))

= kn−1 ((x1, . . . , xi, xi+2, . . . , xn) , (t1, . . . , ti−1, ti + ti+1, ti+2, . . . , tn)) .

4. La función t→ kn (x, t) de ∆n a X es continua, para cada x ∈ X.

5. Para cada ε > 0 existe una vecindad Vε de la diagonal en X × X tal
que, para cada n ∈ N y x, y ∈ Xn con (xi, yi) ∈ Vε, i = 1, . . . , n, se
cumple que d (kn (x, t) , kn (y, t)) < ε para toda t ∈ ∆n.

Definición 1.7.7. Sea X un espacio métrico con una estructura convexa
{kn : Xn ×∆n → X | n ∈ N}. Un subconjunto A de X es convexo si para
cada x1, . . . , xn ∈ A y (t1, . . . , tn) ∈ ∆n se cumple que

kn ((x1, . . . , xn) , (t1, . . . , tn)) ∈ A.



1.7. EQUICONEXIDAD Y ESTRUCTURAS CONVEXAS 31

Observación 1.7.8. La estructura convexa usual de un espacio vectorial
topológico es una estructura convexa en el sentido de E. Michael. Es decir,
si X es un espacio vectorial topológico, las funciones kn : Xn×∆n → X, con
n ∈ N, dadas por

kn ((x1, . . . , xn) , (t1, . . . , tn)) =
n∑

i=1

tixi,

cumplen las condiciones de la Definición 1.7.6. Es obvio que en este caso los
conjuntos convexos de X son exactamente los conjuntos convexos según la
Definición 1.7.7.

Ejemplo 1.7.9. Sea Kn
(0),b el espacio de subconjuntos compactos y convexos

de Rn que contienen al origen en su interior, equipado con la métrica de
Hausdorff. En este espacio se puede definir la suma de Minkowski, dada por

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B} ,

y un producto por escalar, dado por

tA = {ta | a ∈ A} ,

para cada A,B ∈ Kn
(0),b y t ∈ R. Notemos que esta suma es cerrada en Kn

(0),b,

pero el producto por escalar no lo es, pues el conjunto 0A = {0} no es un
elemento de Kn

(0),b para ninguna A ∈ Kn
(0),b. En particular, estas operaciones

no definen una estructura de espacio vectorial en Kn
(0),b. Sin embargo, las

funciones km : (Kn
(0),b)

m ×∆m → Kn
(0),b, con m ∈ N, dadas por

km ((A1, . . . , Am) , (t1, . . . , tm)) =
m∑
i=1

tiAi,

definen una estructura convexa en Kn
(0),b. ◀

En la siguiente proposición notamos que cada AR tiene una estructura
convexa.

Proposición 1.7.10. Si X es un AR, entonces tiene una estructura convexa.

Demostración. Por el Teorema 1.7.1, existe un encaje cerrado i : X → E,
donde E es un espacio normado. Como X es un AR, existe una retracción r :
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E → i (X). Consideremos la estructura convexa {kn : En ×∆n → E | n ∈ N}
en E, dada como en la Observación 1.7.8. Entonces, las funciones k′n :
i (X)n ×∆n → i (X), con n ∈ N, definidas por

k′n ((x1, . . . , xn) , (t1, . . . , tn)) = r (kn ((x1, . . . , xn) , (t1, . . . , tn))) ,

forman una estructura convexa en i (X).

Notemos también que cada espacio con una estructura convexa es en
particular equiconexo.

Observación 1.7.11. Las condiciones 1 y 2 de la Definición 1.7.6 implican
que, si (x1, . . . , xn) ∈ Xn, entonces

kn ((x1, . . . , xn) , (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)) = xi,

donde la i-ésima entrada de (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) es 1.
Por otra parte, las condiciones 1 y 3 de la Definición 1.7.6 implican que,

si x ∈ X y (t1, . . . , tn) ∈ ∆n, entonces

kn ((x, . . . , x) , (t1, . . . , tn)) = x.

En particular, esto significa que la función τ : X ×X × [0, 1] → X, dada por

τ (x, y, t) = k2 ((x, y) , (t, 1− t)) ,

es una función de equiconexidad. Es decir, si X tiene una estructura convexa,
entonces es equiconexo.

En los caṕıtulos 3 y 4 usaremos el siguiente teorema sobre selecciones en
espacios con una estructura convexa, probado por E. Michael.

Recordemos que, si X y Y son espacios topológicos y C ⊆ P (Y ), se dice
que una función ψ : X → C es semicontinua inferiormente si para cada
U ⊆ Y abierto se cumple que

ψ← (U) := {x ∈ X | ψ (x) ∩ U ̸= ∅}

es abierto en X. Además, si f : X → Y es una función continua tal que
f (x) ∈ ψ (x) para cada x ∈ X, se dice que f es una selección de ψ.
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Teorema 1.7.12 ([44, Teorema 1.3]). Sean E un espacio métrico completo
con una estructura convexa, y Conv (E) la familia de subconjuntos cerrados,
no vaćıos y convexos de E. Sea Y un espacio paracompacto y supongamos
que ϕ : X → Conv (E) es semicontinua inferiormente. Entonces existe una
selección de ϕ.

A continuación, demostraremos un lema que usaremos más adelante para
verificar que ciertas funciones son semicontinuas inferiormente.

Lema 1.7.13. Sean X y Y espacios metrizables, C un subconjunto cerrado
de X y f, g : X → Y , h : C → Y funciones continuas. Supongamos que se
cumplen las siguientes condiciones.

1. Existe una estructura de ret́ıcula (Y,≤,∧,∨) en Y que es topológica.

2. Existe una estructura convexa en Y tal que los conjuntos [x; y] son
convexos para cada x, y ∈ Y con x ≤ y.

3. f (x) ≤ h (x) ≤ g (x) para cada x ∈ C y f (x) ≤ g (x) para cada x ∈ X.

Entonces, la función ϕ : X → Conv (Y ), dada por

ϕ (x) =

{
{h (x)} si x ∈ C,
[f (x) ; g (x)] si x ∈ X\C,

es semicontinua inferiormente, donde Conv (Y ) es la familia de subconjuntos
cerrados, no vaćıos y convexos de Y .

Demostración. Notemos que ϕ (x) ⊆ [f (x) ; g (x)] para cualquier x ∈ X.
Sean U ⊆ Y un conjunto abierto y x ∈ ϕ← (U). Entonces ϕ (x) ∩ U ̸= ∅,

por lo que existe
z ∈ ϕ (x) ∩ U ⊆ [f (x) ; g (x)] ∩ U.

Como g (x)∧ z = z ∈ U y las funciones g y ∧ son continuas, entonces existen
conjuntos abiertos U1 ⊆ X y U2 ⊆ Y tales que

x ∈ U1, z ∈ U2 y g (x′) ∧ z′ ∈ U

para cada x′ ∈ U1 y z
′ ∈ U2. Además, como f (x)∨z = z ∈ U2 y las funciones

f y ∨ son continuas, entonces existe un conjunto abierto U3 ⊆ X tal que

x ∈ U3 y f (x′) ∨ z ∈ U2
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para cada x′ ∈ U3.
Afirmamos que

[f (x′) ; g (x′)] ∩ U ̸= ∅
para cada x′ ∈ U1 ∩U3. En efecto, sea x′ ∈ U1 ∩U3. Entonces f (x

′)∨ z ∈ U2,
debido a nuestra elección de U3. Esto implica que

w := g (x′) ∧ (f (x′) ∨ z) ∈ U,

por nuestra elección de U1 y U2. Notemos que, por la definición de w, w ≤
g (x′) y

f (x′) = f (x′) ∧ g (x′) ≤ (f (x′) ∨ z) ∧ g (x′) = w,

por lo que w ∈ [f (x′) ; g (x′)]. Como w ∈ U , esto prueba la afirmación.
Ahora consideramos los siguientes dos casos.
Caso 1. x ∈ X\C. Entonces, notemos que

x ∈ U1 ∩ U3 ∩ (X\C) ⊆ ϕ← (U) .

En efecto, si x′ ∈ U1∩U3∩ (X\C), entonces, debido a la afirmación anterior,

[f (x′) ; g (x′)] ∩ U ̸= ∅
y, como x′ /∈ C, ϕ (x′) = [f (x′) ; g (x′)]. Entonces x′ ∈ ϕ← (U). Además, como
C es cerrado en X, el conjunto U1∩U3∩(X\C) es abierto en X. Esto significa
que x ∈ int (ϕ← (U)).

Caso 2. x ∈ C. Entonces ϕ (x) = {h (x)} y, como ϕ (x)∩U ̸= ∅, tenemos
que h (x) ∈ U . La función h : C → X es continua, por lo tanto existe un
conjunto abierto V ⊆ X tal que h−1 (U) = V ∩ C. Entonces

x ∈ U1 ∩ U3 ∩ V ⊆ ϕ← (U) .

En efecto, si x′ ∈ U1 ∩U3 ∩ V y x′ /∈ C, entonces, de manera análoga al caso
anterior, se tiene que x′ ∈ ϕ← (U). Y si x′ ∈ C, entonces x′ ∈ C∩V = h−1 (U),
y por lo tanto ϕ (x) = {h (x)} ⊆ U . Esto implica que x′ ∈ ϕ← (U), y podemos
concluir que x ∈ int (ϕ← (U)).

Entonces, ϕ← (U) es abierto en X y ϕ es semicontinua inferiormente.

Más información sobre estructuras convexas puede encontrarse en [44].
En [7, Definición 3.1], se definió una generalización de estructuras con-

vexas para G-espacios, que debe cumplir ser compatible con la acción de G.
En [7, Teorema 3.3], se probó que, si G es un grupo de Lie compacto, todo
G-espacio con una estructura convexa equivariante y tal que XG es no vaćıo
es un G-AR. Este y otros resultados sobre estrucutras convexas equivariantes
pueden consultarse en [7].
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1.8. Problema de Jaworowski y problema de

Anderson

J. Jaworowski comenzó a estudiar retractos y extensores equivariantes en
[33], [34] y [35]. Una condición necesaria para que un G-espacio metrizable
X sea un G-ANR (G-AR) es que el conjunto de puntos fijos XH sea un ANR
(AR), para cada subgrupo cerrado H de G ([52], [32, Proposición 8.45]). En
la década de los setentas, J. Jaworowski planteó el problema converso a esto.

Problema 1.8.1 (Problema de Jaworowski). Sean G un grupo de Lie com-
pacto y X un G-espacio metrizable que tiene un número finito de tipos or-
bitales (por ejemplo, cuando G es un grupo finito). Supongamos que para
cada subgrupo cerrado H de G el conjunto XH es un AR. ¿Entonces X es
un G-AR?

Este problema permanece abierto incluso en el caso más simple, cuando
X es homeomorfo al cubo de Hilbert Q =

∏∞
n=1 [−1, 1], G es el grupo Z2

y XZ2 es un conjunto unitario. En este caso, el problema de Jaworowski
resulta equivalente a un problema planteado por R. D. Anderson en los años
sesentas, referente a la cantidad de clases de conjugación de involuciones en
el cubo de Hilbert.

Recordemos que una involución en un espacio topológico X es una
función continua α : X → X que es su propia función inversa, es decir,
α ◦ α = IdX . Si α y β son involuciones en los espacios X y Y , se dice que
α y β son conjugadas si existe un homeomorfismo h : X → Y tal que
h◦α = β ◦h. A lo largo de este texto, llamaremos a la involución σ : Q→ Q,
dada por σ (x) = −x, la involución estándar en el cubo de Hilbert.

Notemos que toda acción del grupo Z2 en un espacio X induce una invo-
lución α : X → X, dada por α (x) = −1 · x. Rećıprocamente, una involución
α en X induce una acción de Z2 en X. Denotaremos este Z2-espacio por
(X,α). En este caso, es claro que XZ2 es un conjunto unitario si y sólo si α
tiene un único punto fijo.

En 1977, en [60, Teorema 1], J. E. West y R. Wong probaron que si
α : Q→ Q es una involución con un único punto fijo y el espacio orbital Q/
Z2 de (X,α) es un AR, entonces α es conjugada con la involución estándar.
Por otra parte, en 1988, en [4, Teorema 8], S. Antonyan demostró que si un
Z2-espacio (X,α) es un Z2-AR, entonces el espacio orbital X/Z2 es un AR.
En [8], S. Antonyan usó estos resultados para probar el siguiente teorema.
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Teorema 1.8.2. Si X es un espacio homeomorfo a Q y α : X → X es una
involución con un único punto fijo, entonces (X,α) es un Z2-AR si y sólo si
α es conjugada con σ : Q→ Q.

Este resultado implica que, en este caso espećıfico, el problema de Jawo-
rowski es equivalente al siguiente problema planteado por R. D. Anderson.

Problema 1.8.3 (Problema de Anderson). Sea σ : Q → Q la involución
estándar en Q. Si α : Q → Q es una involución con un único punto fijo,
¿entonces α es conjugada con σ?

Este problema permanece abierto a pesar de que se han hecho varios
intentos para resolverlo. En 1974, en [62, Teorema 1], R. Wong probó que,
para que una involución α : Q → Q con un único punto fijo sea conjugada
con σ, es necesario y suficiente que el punto fijo tenga una base de vecindades
abiertas, contráctiles e invariantes bajo α.

En 1977, en [59], J. E. West intentó dar una respuesta negativa al proble-
ma de Anderson, construyendo involuciones en ciertos hiperespacios que son
homeomorfos al cubo de Hilbert. Sin embargo, demostró que estas resultan
ser conjugadas con σ, como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.8.4. Dado un espacio métrico (X, d), consideremos el espacio
Cld (X) equipado con la métrica de Hausdorff. Si (X, d) es compacto, conexo,
localmente conexo y tiene más de un punto, entonces Cld (X) es homeomorfo
al cubo de Hilbert ([21, Teorema 1]). J. E. West demostró que, en este caso,
si α : X → X es una involución con un único punto fijo y

S = {A ∈ Cld (X) | α (A) = A} ,

entonces Cld (X) /S es también homeomorfo al cubo de Hilbert, y la función
α̂ : Cld (X) /S → Cld (X) /S, dada por α̂ ([A]) = [α (A)], es una involución
con un único punto fijo que es conjugada con σ. ◀

El siguiente es un ejemplo más complejo de otra involución que es conju-
gada con σ.

Ejemplo 1.8.5. Consideremos el conjunto

T := {−1, 1} ∪

(
∞⋃
n=1

(−1, 1)n
)

× {−1, 1} ∪
∞∏
n=1

(−1, 1) .
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Los elementos de T son sucesiones x = (x (n)) que son infinitas y tienen todas
sus coordenadas en (−1, 1), o bien, son finitas y tienen su última coordenada
en {−1, 1} y sus coordenadas anteriores en (−1, 1).

Se define el orden de un elemento y ∈ T como el número de coordenadas
de y si y es una sucesión finita, y como ∞ si y es una sucesión infinita. Lo
denotaremos por ord(y).

Para cada n ∈ N, n ≥ 1, definimos φn : T → [−1, 1] por

φ1 (x) = x (1) ,

φn (x) =

{
x (n)

∏n−1
i=1 (1− |x (i)|) si n ≤ ord(x),

0 si n > ord(x)
para n ≥ 2.

Entonces d : T × T → [0,∞), definida por

d (x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
|φn (x)− φn (y)| ,

es una métrica en T .
La definición y propiedades de (T, d) pueden consultarse en [16, Caṕıtulo

3, Sección 3], donde este espacio se usa para probar el teorema de Keller
([16, Caṕıtulo 3, Teorema 3.1]). En particular, se demuestra que el cubo de
Hilbert Q es homeomorfo a T . El homeomorfismo dado en [16, Caṕıtulo 3,
Proposición 3.2] está definido de la siguiente manera.

Consideremos la norma usual ∥·∥2 en el espacio de Hilbert ℓ2. Definimos
g : Q→ ℓ2 por

g ((xn)) =

(
xn

n
(
1 +

∥∥(xn

n

)∥∥
2

)) .
Denotemos por gn : Q→ R a cada función coordenada de g, para toda n ≥ 1.

Para cada x ∈ Q, definimos K0 (x) := Q y, para toda n ≥ 1,

Kn (x) := {y ∈ Q | gi (x) = gi (y) para cada i ≥ n} .

Finalmente, para cada n ≥ 1 definimos bn : Q→ R por

bn (x) = máx {gn (y) | y ∈ Kn−1 (x)}

y fn : {x ∈ Q | bn (x) ̸= 0} → R por

fn (x) =
gn (x)

bn (x)
.
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Entonces, la función F : Q→ T , definida por

F (x) =

{
(f1 (x) , . . . , fk (x)) si k + 1 = mı́n {n ≥ 1 | bn (x) = 0} ,
(fn (x))n∈N si bn (x) ̸= 0 para toda n ≥ 1

es un homeomorfismo.
Observemos que el espacio T también tiene una involución natural σ′ :

T → T , dada por σ′ ((x (n))) = (−x (n)). De la definición de F , es fácil
verificar que F ◦σ = σ′ ◦F . Entonces, σ y σ′ son involuciones conjugadas. ◀

En 1999, en [5, Corolario 2], S. Antonyan demostró que si X es un espacio
compacto y α : X → X es una involución con un único punto fijo, entonces
existe un encaje j : X → Q tal que j ◦ α = σ ◦ j.

En 2020, en [54, Teorema 1.1], J. van Mill y J. E. West probaron que, en
el espacio de Hilbert ℓ2, la pregunta análoga al problema de Anderson tiene
una respuesta negativa. Es decir, existen dos involuciones con un único punto
fijo en ℓ2 que no son conjugadas.

En 2022, en [29], L. Higueras-Montaño y N. Jonard-Pérez encontraron una
respuesta parcial al problema de Anderson. Probaron que el espacio Kn

0 de
subconjuntos cerrados y convexos de Rn que contienen al origen, equipado con
la métrica de Attouch-Wets, es homeomorfo a Q, y que todas las involuciones
con un único punto fijo en Kn

0 que son decrecientes con respecto al orden de
la contención son conjugadas con σ. Como el orden jugó un papel importante
en este caso, es natural preguntarse si lo hace en un contexto más general.
Aśı, planteamos la siguiente versión débil del problema de Jaworowski.

Problema 1.8.6 (Versión débil del problema de Jaworowski). Sea (X,α)
un Z2-espacio metrizable. Supongamos que X y XZ2 son ARs, y que existe
una estructura de ret́ıcula (X,≤,∧,∨) en X que es topológica y tal que α es
decreciente con respecto al orden parcial ≤. Entonces, ¿es (X,α) un Z2-AR?

En el Problema 1.8.6, es equivalente suponer que existe una estructura
de semiret́ıcula en X a una estructura de ret́ıcula, como demostramos a
continuación.

Lema 1.8.7. Sea (X,α) un Z2-espacio. Supongamos que existe una estruc-
tura de semiret́ıcula (X,≤,∧) (o (X,≤,∨)) en X que es topológica y tal que
α es decreciente con respecto al orden ≤. Entonces, existe una función conti-
nua ∨ : X ×X → X (o ∧ : X ×X → X) tal que (X,≤,∧,∨) es una ret́ıcula
topológica.
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Demostración. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que (X,≤,∧) es una
semiret́ıcula topológica tal que α es decreciente con respecto a ≤. Definimos
∨ : X ×X → X por

x ∨ y = α (α (x) ∧ α (y)) .

Sean x, y ∈ X. Veamos que x ∨ y es el supremo de {x, y}. Como α (x) ∧
α (y) ≤ α (x), α (x) ∧ α (y) ≤ α (y) y α es decreciente con respecto al or-
den, entonces x ≤ α (α (x) ∧ α (y)) y y ≤ α (α (x) ∧ α (y)), y por lo tanto
α (α (x) ∧ α (y)) es una cota superior de {x, y}.

Por otra parte, si s ∈ X es tal que x ≤ s y y ≤ s, entonces α (s) ≤
α (x) y α (s) ≤ α (y), y por lo tanto α (s) ≤ α (x) ∧ α (y). Esto implica que
α (α (x) ∧ α (y)) ≤ s, y podemos concluir que α (α (x) ∧ α (y)) es el supremo
del conjunto {x, y}.

Entonces (X,≤,∧,∨) es una ret́ıcula, y es topológica porque ∨ es continua
(ya que es una composición de funciones continuas).

En la siguiente definición damos un nombre a un espacio que cumple las
condiciones del Problema 1.8.6.

Definición 1.8.8. Sea (X,α) un Z2-espacio metrizable. Llamaremos una
Z2-ret́ıcula decreciente a una ret́ıcula topológica (X,≤,∧,∨) tal que α es
decreciente con respecto a ≤. La denotaremos por (X,α,≤,∧,∨).

Los siguientes son ejemplos de situaciones en las que se cumplen
las hipótesis del Problema 1.8.6. Es decir, son Z2-ret́ıculas decrecientes
(X,α,≤,∧,∨) tales que X y XZ2 son ARs.

Ejemplo 1.8.9. Consideremos la involución estándar σ en Q. La estructu-
ra de ret́ıcula (Q,≤,∧,∨) es topológica, donde los operadores ∧ y ∨ están
definidos como

(xn) ∧ (yn) = (mı́n {xn, yn}) , (xn) ∨ (yn) = (máx {xn, yn}) ,

y el orden parcial ≤ está dado por

(xn) ≤ (yn) si y sólo si xn ≤ yn para toda n ∈ N.

El único punto fijo de σ es (0), entonces QZ2 = {(0)}. Por lo tanto, Q y QZ2

son ARs. Además, si (xn) ≤ (yn), entonces (−yn) ≤ (−xn), por lo que σ es
decreciente con respecto a ≤. ◀
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Ejemplo 1.8.10. Sea Kn
(0),b el espacio de subconjuntos compactos y conve-

xos de Rn que contienen al origen en su interior, equipado con la métrica de
Hausdorff (recordemos que en este conjunto la topoloǵıa de Hausdorff coin-
cide con la topoloǵıa de Attouch-Wets). Este espacio es un AR, como vimos
en el Ejemplo 1.6.8.

Consideremos la involución polar ◦ : Kn
(0),b → Kn

(0),b, definida por

A◦ =

{
x ∈ Rn | sup

a∈A
⟨a, x⟩ ≤ 1

}
,

donde ⟨·, ·⟩ es el producto escalar usual en Rn. Esta involución se estudió en
[45] y en [29]. Su único punto fijo es la bola unitaria B (0, 1), y por lo tanto
Kn

(0),b
Z2 es un AR también.

Consideremos la estructura de ret́ıcula
(
Kn

(0),b,⊆,∧,∨
)
, donde los opera-

dores ∧ y ∨ están definidos como

A ∧B = A ∩B, A ∨B = conv (A ∪B) ,

y ⊆ es el orden de la contención. La involución polar es decreciente con
respecto a ⊆.

Además, en [51, Lema 2.1] se demostró que la función A 7→ conv (A)
es continua en Cld (X), equipado con la métrica de Hausdorff, para todo
espacio normado X. Por otra parte, recordemos del Ejemplo 1.4.4 que la
función unión es continua. Entonces, en particular, la función ∨ es continua

y, por lo tanto, el Lema 1.8.7 implica que
(
Kn

(0),b,⊆,∧,∨
)

es una ret́ıcula

topológica. ◀

Ejemplo 1.8.11. Recordemos que en el Ejemplo 1.6.6 vimos que el espacio

Cvx (I) = {f : [0, 1] → R | f es convexa y continua} ,

equipado con la métrica inducida por la norma uniforme en C ([0, 1] ,R), es
un AR.

Le damos la estructura de ret́ıcula (Cvx (I) ,≤,∧,∨), definida por

f ≤ g si y sólo si f (x) ≤ g (x) para toda x ∈ [0, 1]

y
f ∧ g (x) = sup {h (x) | h ∈ Cvx (I) , h ≤ f y h ≤ g} ,
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f ∨ g (x) = máx {f (x) , g (x)}
para cada x ∈ [0, 1].

En este espacio, consideramos la involución de Legendre L : Cvx (I) →
Cvx (I), definida por

L (f) (x) = máx
y∈[0,1]

(xy − f (y))

para cada x ∈ [0, 1]. Esta involución es decreciente con respecto al orden ≤,
y su único punto fijo es la función f0 : [0, 1] → R dada por f0 (x) = x2

2
.

Entonces, Cvx (I)Z2 también es un AR. La involución de Legendre se estudió
en [9] y en [10, Sección 4, Ejemplo 2].

Finalmente, notemos que la función ∨ es continua. Consideremos la métri-
ca en Cvx (I)× Cvx (I) dada por

d ((f, g) , (h, j)) = máx {∥f − h∥ , ∥g − j∥} ,

donde ∥·∥ es la norma uniforme en C ([0, 1] ,R). Sean (f, g) , (h, j) ∈ Cvx (I)×
Cvx (I). Veamos que para cada x ∈ [0, 1] se cumple que

|máx {f (x) , g (x)} −máx {h (x) , j (x)}| ≤ d ((f, g) , (h, j)) . (1.2)

Sea x ∈ [0, 1]. Consideremos el caso en el que

máx {f (x) , g (x)} ≥ máx {h (x) , j (x)}

y f (x) ≥ g (x) (en los otros casos, la demostración de (1.2) es análoga).
Entonces se cumple que

|máx {f (x) , g (x)} −máx {h (x) , j (x)}|
= máx {f (x) , g (x)} −máx {h (x) , j (x)}
= f (x)−máx {h (x) , j (x)}
≤ f (x)− h (x)

≤ |f (x)− h (x)|
≤ máx {|f (x)− h (x)| , |g (x)− j (x)|}
≤ máx {∥f − h∥ , ∥g − j∥} = d ((f, g) , (h, j)) ,

como queŕıamos probar. Esto implica que

∥f ∨ g − h ∨ j∥ = máx
x∈X

|máx {f (x) , g (x)} −máx {h (x) , j (x)}|

≤ d ((f, g) , (h, j)) ,
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y por lo tanto ∨ es una función Lipschitz continua. Aśı, como L es de-
creciente con respecto al orden ≤, el Lema 1.8.7 implica que la ret́ıcula
(Cvx (I) ,≤,∧,∨) es topológica. ◀

1.9. Medias

Definición 1.9.1. Sea X un espacio topológico. Una n-media en X es una
función continua p : Xn → X que satisface las siguientes condiciones:

(M1) p (x, . . . , x) = x para cada x ∈ X,

(M2) p (x1, . . . , xn) = p
(
xσ(1), . . . , xσ(n)

)
para cada (x1, . . . , xn) ∈ Xn y σ

permutación de {1, . . . , n}.

Cuando n = 2, simplemente diremos que p es una media

Este tipo de funciones fueron estudiadas en [24] por B. Eckmann en 1954,
donde demostró que si un poliedro conexo y compacto admite una n-media
para cada n ∈ N, entonces es contráctil. En 1962, B. Eckmann, T. Ganea y P.
J. Hilton generalizaron este resultado en [25, Corolario 3.2 y p. 90], probando
que si X es un espacio conexo con el tipo de homotoṕıa de un poliedro y
grupos de homoloǵıa finitamente generados que son cero a partir de cierta
dimensión, entonces X admite una n-media para alguna n ∈ N si y sólo si
es contráctil. En [37], H. Juárez-Anguiano observó que, como todo ANR es
homotópicamente equivalente a un poliedro y la clase de ANRs contráctiles
es precisamente la clase de ARs, entonces el resultado de B. Eckmann, T.
Ganea y P. J. Hilton puede escribirse de la siguiente manera.

Teorema 1.9.2. Sea X un ANR conexo con grupos de homoloǵıa finitamente
generados tal que casi todos son cero. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes.

1) Existe una n-media p : Xn → X para toda n ≥ 2.

2) Existe una n-media p : Xn → X para alguna n ≥ 2.

3) X es un AR.
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Posteriormente, en la década de los ochentas, G. Chichilnisky y G. Heal
estudiaron n-medias en [18] y [19] en el contexto de teoŕıa de elección social,
y redescubrieron las implicaciones 1) ⇐⇒ 3). En esta área, {1, . . . , n} es
un conjunto de votantes, y cada elemento de X es una preferencia. Una n-
media es una regla de elección social, y las condiciones (M1) y (M2) son
llamadas unanimidad y anonimidad, respectivamente. En los resultados
de G. Chichilnisky y G. Heal, X es un complejo CW que tiene un número
finito de celdas en cada dimensión y es conexo. En [18], se demostró que el
hecho de que X sea contráctil es suficiente para que admita una n-media para
toda n ∈ N, y en [19] se demostró que la contractibilidad de X es también
necesaria.

En 2004, S. Weinberger redescubrió la implicación 2) =⇒ 3) en [58,
Teorema 1.1].
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Caṕıtulo 2

n-Medias equivariantes

En este caṕıtulo estudiaremos la relación entre n-medias equivariantes y
G-ARs.

En la primera sección definiremos la noción de n-media equivariante, e
introduciremos una pregunta planteada por H. Juárez-Anguiano (Pregunta
2.1.4) sobre cuándo la existencia de una n-media equivariante en unG-espacio
implica que este sea un G-AR.

En la segunda sección daremos respuestas parciales al problema de Jawo-
rowski (Problema 1.8.1) y a la Pregunta 2.1.4, en el caso en el que el grupo
G es finito. En particular, veremos que si X es un G-espacio, G es un grupo
finito y se cumplen las hipótesis del problema de Jaworowski o de la Pregunta
2.1.4, entonces la existencia de una |G|-media equivariante en X implica que
X sea un G-AR.

En la tercera sección daremos otra respuesta parcial a la Pregunta 2.1.4.
Veremos que la existencia de una n-cuasimedia contractiva equivariante en
un G-ANR que es métrico y completo implica que este es un G-AR.

2.1. n-Medias equivariantes

Retomando la definición de n-media (Definición 1.9.1), ahora daremos
una versión equivariante de este concepto.

Definición 2.1.1. Si X es un G-espacio metrizable, una n-media equiva-
riante es una función continua p : Xn → X que satiface las condiciones
(M1) y (M2), y además cumple que

p (gx1, . . . , gxn) = gp (x1, . . . , xn)

45
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para cada (x1, . . . , xn) ∈ Xn y g ∈ G. Cuando n = 2, simplemente diremos
que p es una media equivariante.

Recordemos que, si X es un ANR conexo con grupos de homoloǵıa fi-
nitamente generados tal que casi todos son cero, entonces la existencia de
una n-media en X es equivalente a que X sea un AR (Teorema 1.9.2). En
2020, en [37], H. Juárez-Anguiano demostró la siguiente versión equivariante
de este resultado.

Teorema 2.1.2 ([37, Teorema 3.3]). Sea X un G-espacio metrizable que es
un G-ANR y tal que para cada subgrupo cerrado H de G, XH es un espacio
conexo con grupos de homoloǵıa finitamente generados tal que casi todos son
cero. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

1) Existe una n-media equivariante p : Xn → X para toda n ≥ 2.

2) Existe una n-media equivariante p : Xn → X para alguna n ≥ 2.

3) X es un G-AR.

Si un G-espacio X es un G-ANR, el conjunto de puntos fijos XH es un
ANR para cualquier subgrupo H de G ([1, Teorema 7]). Además, cualquier
ANR compacto tiene grupos de homoloǵıa finitamente generados tal que casi
todos son cero ([31, Caṕıtulo 4, Corolario 7.2]). Estos dos hechos implican
que el siguiente resultado de H. Juárez-Anguiano es consecuencia del teorema
anterior.

Corolario 2.1.3 ([37, Corolario 3.4]). Sea X un G-espacio metrizable que es
un G-ANR y tal que para cada subgrupo cerrado H de G, XH es un espacio
conexo y compacto. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

1) Existe una n-media equivariante p : Xn → X para toda n ≥ 2.

2) Existe una n-media equivariante p : Xn → X para alguna n ≥ 2.

3) X es un G-AR.

En [37], H. Juárez-Anguiano planteó la pregunta de si, en el resultado
anterior, la hipótesis de que los conjuntos de puntos fijos XH sean conexos y
compactos puede cambiarse por que X lo sea.

Pregunta 2.1.4. Sea X un G-espacio metrizable, conexo y compacto que
es un G-ANR. Si existe una n-media equivariante p : Xn → X para alguna
n ≥ 2, ¿entonces X es un G-AR?
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2.2. Grupos finitos

En esta sección damos una respuesta positiva al problema de Jaworowski
(Problema 1.8.1) en el caso en el que G es un grupo finito y X admite una
|G|-media equivariante. Bajo estas hipótesis, también damos una respuesta
parcial a la Pregunta 2.1.4.

Antes de eso, demostraremos los siguientes tres lemas. Empezaremos ob-
servando que la existencia de una n-media (n-media equivariante) garantiza
la existencia de k-medias (k-medias equivariantes) para todo k divisor de n.

Lema 2.2.1. Si p : Xn → X es una n-media (n-media equivariante) y k ∈ N
divide a n, entonces existe una k-media (k-media equivariante) q : Xk → X.

Demostración. Definimos q : Xk → X por

q (x1, . . . , xk) = p (x1, . . . , xk, . . . , x1, . . . , xk) ,

donde x1, . . . , xk se repiten n
k
veces en el argumento de p. Claramente q

es una k-media. Además, si p es equivariante, entonces q es equivariante
también.

En el siguiente lema demostramos que la existencia de una |G|-media
equivariante nos permite obtener una G-homotoṕıa a partir de una homo-
toṕıa.

Lema 2.2.2. Sea X un G-espacio, donde G es un grupo finito. Supongamos
que existe una n-media equivariante p : Xn → X, donde n = |G|. Si Φ : X×
[0, 1] → X es una homotoṕıa y g1, . . . , gn son los elementos de G, entonces
la función Ψ : X × [0, 1] → X dada por

Ψ(x, t) = p
(
g−11 Φ (g1x, t) , . . . , g

−1
n Φ (gnx, t)

)
es una G-homotoṕıa. Además, cumple lo siguiente:

(1) Si Φ0 es la función identidad en X, entonces Ψ0 es la función identidad
en X.

(2) Si Φ1 es una función constante, entonces Ψ1 es una función constante.

Demostración. Primero demostraremos que Ψ es una G-homotoṕıa. Clara-
mente, Ψ es continua. Notemos que para cada h ∈ G la regla gi → gih define
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una biyección en G. Entonces, como p es equivariante y satisface la propiedad
(M2), tenemos que

Ψ(hx, t) = p
(
g−11 Φ(g1hx, t), . . . , g

−1
n Φ(gnhx, t)

)
= hh−1p

(
g−11 Φ(g1hx, t), . . . , g

−1
n Φ(gnhx, t)

)
= hp

(
h−1g−11 Φ(g1hx, t), . . . , h

−1g−1n Φ(gnhx, t)
)

= hp
(
(g1h)

−1Φ(g1hx, t), . . . , (gnh)
−1Φ(gnhx, t)

)
= hp

(
g−11 Φ(g1x, t), . . . , g

−1
n Φ(gnx, t)

)
= hΨ(x, t)

para cada h ∈ G y (x, t) ∈ X × [0, 1]. Entonces, Ψ es una G-homotoṕıa.
Ahora, demostramos que Ψ cumple (1) y (2).
(1) Supongamos que Φ (x, 0) = x para cada x ∈ X. Entonces, por la

condición (M1) tenemos que

Ψ (x, 0) = p
(
g−11 Φ (g1x, 0) , . . . , g

−1
n Φ (gnx, 0)

)
= p

(
g−11 g1x, . . . , g

−1
n gnx

)
= x.

(2) Si c ∈ X es tal que Φ (x, 1) = c para cada x ∈ X, entonces

Ψ (x, 1) = p
(
g−11 Φ (g1x, 1) , . . . , g

−1
n Φ (gnx, 1)

)
= p

(
g−11 c, . . . , g−1n c

)
.

Por lo tanto, Ψ1 es una función constante.

Lema 2.2.3. Sean X un G-espacio metrizable, donde G es un grupo finito,
y H un subgrupo de G tal que |H| = n. Supongamos que existe una n-media
equivariante p : Xn → X. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) El conjunto XH es no vaćıo.

(2) Si X es un AR y XH es un retracto de X, entonces XH es un H-
retracto por deformación fuerte de X.

Demostración. Como |H| = n, podemos suponer que H = {g1, . . . , gn}.
(1) Sea x ∈ X un punto arbitrario. Definimos

x0 := p (g1x, . . . , gnx) .
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Afirmamos que x0 ∈ XH . En efecto, si h ∈ H, notemos que gi → hgi define
una biyección en H. Entonces, usando el hecho de que p es equivariante y
satisface la condición (M2), podemos concluir que

hx0 = hp(g1x, . . . , gnx)

= p(hg1x, . . . , hgnx)

= p(g1x, . . . , gnx) = x0.

Esto implica que x0 ∈ XH .
(2) Sea r : X → XH una retracción. Consideremos

A := (X × {0}) ∪ (X × {1}) ∪
(
XH × [0, 1]

)
y la función φ : A→ X dada por

φ (x, t) =

{
x si (x, t) ∈ X × {0} ,
r (x) si (x, t) ∈ (X × {1}) ∪

(
XH × [0, 1]

)
.

Como X es un AR metrizable, también es un AE. Entonces, ya que A es
cerrado en X × [0, 1], existe una extensión continua Φ : X × [0, 1] → X de φ.

Definimos Ψ : X × [0, 1] → X por

Ψ (x, t) := p
(
g−11 Φ (g1x, t) , . . . , g

−1
n Φ (gnx, t)

)
.

Por el Lema 2.2.2, Ψ es unaH-homotoṕıa. Además, como Φ (x, 0) = φ (x, 0) =
x, el Lema 2.2.2-(1) implica que Ψ0 es la función identidad en X.

Ahora, si x ∈ XH , entonces gjx ∈ XH para cada gj ∈ H, por lo que

Ψ (x, t) = p
(
g−11 Φ (g1x, t) , . . . , g

−1
n Φ (gnx, t)

)
= p

(
g−11 φ (g1x, t) , . . . , g

−1
n φ (gnx, t)

)
= p

(
g−11 r (g1x) , . . . , g

−1
n r (gnx)

)
= p

(
g−11 g1x, . . . , g

−1
n gnx

)
= p (x, . . . , x)

= x,

usando que p satisface la condición (M1). Entonces Ψ (x, t) = x para cada
(x, t) ∈ XH × [0, 1].

Finalmente, demostraremos que Ψ1 es una retracción de X en XH . En
efecto, como Ψ1 (x) = x para cada x ∈ XH , sólo necesitamos demostrar que
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Ψ1 (X) ⊆ XH . Sea x ∈ X. Notemos que hr (x) = r (x) para cada h ∈ H, ya
que r (x) ∈ XH . Esto implica que

hΨ1 (x) = hp
(
g−11 r (g1x) , . . . , g

−1
n r (gnx)

)
= p

(
hg−11 r (g1x) , . . . , hg

−1
n r (gnx)

)
= p (r (g1x) , . . . , r (gnx))

= p
(
g−11 r (g1x) , . . . , g

−1
n r (gnx)

)
= Ψ1 (x)

para cada h ∈ H. Entonces Ψ1 (x) ∈ XH , y por lo tanto Ψ1 es una retracción
de X en XH . Podemos concluir que XH es un H-retracto por deformación
fuerte de X.

Con respecto al Lema 2.2.3-(1), es interesante remarcar que, en general,
el conjunto de puntos fijos XH puede ser vaćıo, incluso si el grupo G es finito
y el espacio X es un AR (y, por lo tanto, contráctil).

Ejemplo 2.2.4. Sea X = Sℓ2 , la esfera unitaria en el espacio de Hilbert ℓ2.
En el Ejemplo 1.6.16 vimos que X es un AR, pero, si consideramos la acción
de Z2 en X dada por

(t, x) → tx,

entonces el conjunto de Z2-puntos fijos es vaćıo. ◀

Ahora, estamos en condiciones de probar que, si G es un grupo finito y
X admite una |G|-media equivariante, entonces el problema de Jaworowski
tiene una respuesta positiva.

Teorema 2.2.5. Sea X un G-espacio metrizable, donde G es un grupo finito.
Supongamos que para cada subgrupo H de G el conjunto XH es un AR. Si
existe una n-media equivariante en X para algún múltiplo n de |G|, entonces
X es un G-AR.

Demostración. Como X = X{e}, tenemos que X es un AR. Además, por
el teorema de Lagrange, si H es un subgrupo arbitrario de G entonces |H|
divide a |G|, y por lo tanto |H| divide a n. Aśı, por el Lema 2.2.1, existe una
|H|-media equivariante para cada subgrupo H de G.

Por otro lado, como XH es cerrado en X y XH es un AR para cada
subgrupo H de G, entonces existe una retracción r : X → XH . Aśı, el Lema
2.2.3 implica que XH es un H-retracto por deformación fuerte de X. Esto,
junto con el Teorema 1.6.15, implica que X es un G-AR.
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Corolario 2.2.6. Sea X un G-espacio metrizable, donde G es un grupo
finito. Supongamos que para cada subgrupo H de G el conjunto XH es un
AR. Si existe una |G|-media equivariante, entonces X es un G-AR.

Con respecto a la Pregunta 2.1.4, en el Corolario 2.2.8 probaremos que
podemos obtener una respuesta positiva si el grupo G es finito y n es un
múltiplo de |G|.

Teorema 2.2.7. Sea X un G-ANR conexo, donde G es un grupo finito.
Supongamos que X tiene grupos de homoloǵıa finitamente generados tal que
casi todos son cero. Si existe una n-media equivariante p : Xn → X para
algún múltiplo n de |G|, entonces X es un G-AR.

Demostración. Por el Lema 2.2.1, podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que n = |G|.

Como X es un G-ANR, es un ANR ([6, Teorema 3.7]). Entonces, se sigue
del Teorema 1.9.2-

(
(2)⇒(3)

)
que X es un AR, y por lo tanto es contráctil.

Sea Φ : X × [0, 1] → X una contracción de X, y sean g1, . . . , gn los
elementos de G. Consideremos la función Ψ : X × [0, 1] → X dada por

Ψ (x, t) = p
(
g−11 Φ (g1x, t) , . . . , g

−1
n Φ (gnx, t)

)
.

Por el Lema 2.2.2, Ψ es una G-homotoṕıa de la identidad en una función
constante, y por lo tanto X es G-contráctil. Aśı, por el Teorema 1.6.14, X es
un G-AR.

SiX es un ANR compacto, entonces tiene grupos de homoloǵıa finitamen-
te generados y casi todos cero ([31, Caṕıtulo 4, Corolario 7.2]). Este hecho,
junto con el teorema anterior, nos da el siguiente corolario.

Corolario 2.2.8. Sea X un G-ANR conexo y compacto, donde G es un grupo
finito. Si existe una n-media equivariante p : Xn → X para algún múltiplo n
de |G| (en particular, si n = |G|), entonces X es un G-AR.

2.3. n-Cuasimedias equivariantes

Recordemos que una n-media es una función continua p : Xn → X que
satisface (M1) y (M2) de la Definición 1.9.1.
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Definición 2.3.1. Una n-cuasimedia en un espacio topológico X es una
función continua p : Xn → X que satisface la condición (M1). Cuando n = 2,
simplemente diremos que p es una cuasimedia.

Definición 2.3.2. Si X es un G-espacio metrizable, diremos que una n-
cuasimedia p : Xn → X es una n-cuasimedia equivariante si cumple que

p (gx1, . . . , gxn) = gp (x1, . . . , xn)

para cada (x1, . . . , xn) ∈ Xn y g ∈ G. Cuando n = 2, simplemente diremos
que p es una cuasimedia equivariante.

Recordemos que una métrica d en un espacio X se llama propia si todas
las bolas cerradas en (X, d) son compactas.

Consideremos un espacio métrico (X, d). En [58], se llama a una función
p : Xn → X salomónica si para cada δ > 0 existe (x1, . . . , xn) ∈ Xn tal
que d (p (x1, . . . , xn) , xi) > δ, para cada i = 1, . . . , n. En [58, Proposición
3.2], S. Weinberger probó que, si X es un CW complejo conexo con una
métrica propia d y, además, X admite n-medias para cada n ∈ N y no es
contráctil, entonces toda n-media en X es salomónica. Esto implica que una
n-media p : Xn → X en un espacio que no es contráctil se comporta de
una forma que no esperaŕıamos, pues no hay ninguna restricción sobre la
distancia d (p (x1, . . . , xn) , xi). Por el Teorema 1.6.14, sabemos que para que
un G-espacio metrizable sea un G-AR debe ser contráctil. Por lo tanto, es
natural preguntarse si agregarle a la Pregunta 2.1.4 una hipótesis con respecto
a la distancia d (p (x1, . . . , xn) , xi) puede ser útil para resolverla.

En esta sección damos una respuesta parcial a la Pregunta 2.1.4. Pro-
baremos que, si (X, d) es un G-espacio completo tal que XG es no vaćıo, y
además existen una función equivariante p : Xn → X y λ ∈ (0, 1) tales que

máx
i=1,...,n

d (xi, p (x1, . . . , xn)) ≤ λ máx
j,k=1,...,n

d (xj, xk) (2.1)

para cada (x1, . . . , xn) ∈ Xn, entonces X es G-contráctil. Si, además, X es
un G-ANR (como se supone en la Pregunta 2.1.4), entonces X es un G-AR.

Notemos que si una función continua p : Xn → X satisface la desigualdad
(2.1), para alguna λ positiva, entonces

0 ≤ d(x, p(x, . . . , x)) ≤ λd(x, x) = 0.

Esto implica que p satisface la condición (M1) y por lo tanto es una n-
cuasimedia. Esta situación motiva la siguiente definición.
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Definición 2.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Una función continua p :
Xn → X es una n-cuasimedia contractiva si existe λ ∈ (0, 1) tal que

máx
i=1,...,n

d (xi, p (x1, . . . , xn)) ≤ λ máx
j,k=1,...,n

d (xj, xk)

para cada (x1, . . . , xn) ∈ Xn. Cuando n = 2, simplemente diremos que p es
una cuasimedia contractiva.

A primera vista la desigualdad (2.1) puede parecer artificial. Sin embar-
go, involucra una propiedad deseada: p (x1, . . . , xn) yace entre los valores
x1, . . . , xn. Además, esta desigualdad se cumple en algunas situaciones clási-
cas.

Ejemplo 2.3.4. Si X es un subconjunto convexo de un espacio normado, la
n-media aritmética A : Xn → X dada por

A(x1, . . . , xn) =
1

n

n∑
i=1

xi

satisface la desigualdad (2.1) para λ = n−1
n
. ◀

Ejemplo 2.3.5. Si I = [a, b] es un intervalo contenido en el conjunto de
reales positivos R+, con a < b, entonces la media geométrica g : I × I → I,

dada por g(x, y) =
√
xy, satisface la desigualdad (2.1) para λ = b−

√
ab

b−a .
En efecto, consideremos la función f : {(x, y) ∈ R+ × R+ | x < y} → R

dada por

f (x, y) =
y −√

xy

y − x
.

Las derivadas parciales de f están dadas por

∂f

∂x
(x, y) =

y
(
2
√
xy − y − x

)
2
√
xy (y − x)2

y
∂f

∂y
(x, y) = −

x
(
2
√
xy − y − x

)
2
√
xy (y − x)2

.

Notemos que ∂f
∂x

es negativa y ∂f
∂y

es positiva para cada (x, y) en el dominio

de f . Entonces, f ↾(0,y)×{y} es decreciente para cada y ∈ R+ y f ↾{x}×(x,∞) es
creciente para cada x ∈ R+. Esto implica que

y −√
xy

y − x
≤ b−

√
ab

b− a
(2.2)
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para cada (x, y) ∈ (I × I) ∩ {(x, y) ∈ R+ × R+ | x < y}.
Ahora queremos probar que la media geométrica g : I × I → I satisface

la desigualdad (2.1) para λ = b−
√
ab

b−a . Es claro que esta desigualdad se cumple
para cada x, y ∈ I tales que x = y. Entonces, tomemos x, y ∈ I tales que
x ̸= y. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x < y. Notemos que,
como la media geométrica de dos números es siempre menor o igual a su
media aritmética, entonces

máx {|x−√
xy| , |y −√

xy|} = |y −√
xy| = y −√

xy.

Por lo tanto, la desigualdad (2.2) implica que

máx {|x−√
xy| , |y −√

xy|} ≤ b−
√
ab

b− a
|x− y| ,

como queŕıamos probar. ◀

El resto de esta sección usaremos la siguiente notación. Para cada n ∈ N
denotaremos por Dn al conjunto

Dn :=

{
j

2n
| j ∈ {0, 1, . . . , 2n}

}
y por D a la unión

⋃∞
n=0Dn, es decir, D es el conjunto de racionales diádicos

en [0, 1]. Además, para toda x ∈ D denotaremos

h (x) = mı́n {n ∈ N | x ∈ Dn} .

Lema 2.3.6. Supongamos que s, t ∈ D y s < t. Entonces existen k, l ∈ N y
s0, s1, . . . , sk, t0, t1, . . . , tl ∈ D que satisfacen las siguientes condiciones:

1. s = s0 ≤ . . . ≤ sk = tl ≤ . . . ≤ t0 = t.

2. h (s0) > . . . > h (sk) y h (t0) > . . . > h (tl).

3. Para cada i ∈ {0, . . . , k − 1}, si, si+1 ∈ Dh(si) y |si − si+1| = 1

2h(si)
.

4. Para cada i ∈ {0, . . . , l − 1}, ti, ti+1 ∈ Dh(ti) y |ti − ti+1| = 1

2h(ti)
.
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Demostración. Si s, t ∈ D entonces s, t ∈ Dmáx{h(s),h(t)}, por lo que existe
una única i ∈ N tal que

|s− t| = i

2máx{h(s),h(t)} .

Denotemos ρ (s, t) := i. Vamos a probar el resultado por inducción sobre
ρ (s, t).

Sean s, t ∈ D tales que s < t y ρ (s, t) = 1. Entonces existe j ∈ N tal que

s =
j

2máx{h(s),h(t)} y t =
j + 1

2máx{h(s),h(t)} .

Notemos que, dado que j o j+1 es par, entonces h (s) ̸= h (t). Si h (s) > h (t),
entonces s0 := s, s1 := t =: t0 satisfacen las propiedades (1)-(4) del lema. Por
otro lado, si h (t) > h (s), entonces s0 := s =: t1, t0 := t son los elementos
buscados de D.

Sea n ≥ 1 y supongamos que el resultado es cierto si ρ (s, t) ≤ n. Sean
s, t ∈ D tales que s < t y ρ (s, t) = n+ 1. Definimos s0 := s y t0 := t.

Si h (s0) ≥ h (t0), definimos

s1 := s0 +
1

2h(s0)
.

Como s0, t0 ∈ Dh(s0), entonces |s0 − t0| ≥ 1
2h(s0)

, lo que implica que s1 ≤ t0.

Además, ya que s0 = m
2h(s0)

para alguna m ∈ N impar, entonces s1 = m+1
2h(s0)

con m + 1 par. Esto implica que h (s0) > h (s1). Aśı, si s1 = t0, entonces
s0, s1, t0 satisfacen las propiedades (1)-(4) del lema. Si s1 < t0, entonces,
como ρ (s1, t0) ≤ ρ (s0, t0), podemos usar nuestra hipótesis de inducción para
encontrar s1 = s′0, . . . , s

′
k, t0 = t′0, . . . , t

′
l ∈ D que satisfacen las propiedades

(1)-(4) para s1 y t0. Por lo tanto, s0, s
′
0 . . . , s

′
k, t
′
0, . . . , t

′
l las satisfacen para s

y t.
Si h (s0) < h (t0), ahora definimos

t1 := t0 −
1

2h(t0)

y usamos un argumento análogo al del párrafo anterior.

Teorema 2.3.7. Sea (X, d) un espacio métrico completo.

(1) Si existe una cuasimedia contractiva p : X × X → X, entonces X es
contráctil.
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(2) Si además X es un G-espacio tal que XG es no vaćıo y p es una cua-
simedia equivariante, entonces X es G-contráctil.

Demostración. (1) Sea λ ∈ (0, 1) tal que

máx
{
d
(
x, p(x, y)

)
, d
(
y, p(x, y)

)}
≤ λd (x, y)

para cada x, y ∈ X.

Fijemos θ ∈ X y consideremos ϕ0 : X×D0 → X dada por ϕ0 (x, 0) = x y
ϕ0 (x, 1) = θ. Para cada n ≥ 1, definamos recursivamente ϕn : X ×Dn → X
por

ϕn

(
x,

j

2n

)
=

{
ϕn−1

(
x, j

2n

)
si j es par,

p
(
ϕn−1

(
x, j−1

2n

)
, ϕn−1

(
x, j+1

2n

))
si j es impar.

Puede verificarse por inducción que ϕn es continua para cada n ∈ N. Aśı,
podemos definir Φ : X × D → X por Φ

(
x, j

2n

)
= ϕn

(
x, j

2n

)
. Entonces

Φ ↾X×{t} es continua para cada t ∈ D.

Para cada x ∈ X, sea Φx : D → X dada por Φx (t) = Φ (x, t). Vamos a
probar que cada Φx es uniformemente continua. Sea x ∈ X.

Afirmación 1. Para cada n ∈ N,

d

(
Φx

( j
2n

)
,Φx

(j + 1

2n

))
≤ λnd (x, θ)

para cada j ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}.

Prueba de la Afirmación 1. Procedemos por inducción sobre n. Como

d
(
Φx(0),Φx(1)

)
= d (x, θ) ,

la afirmación es verdadera para n = 0.

Sea m ≥ 1. Supongamos que la afirmación es cierta para m − 1 y sea
j ∈ {0, 1, . . . , 2m − 1}. Vamos a suponer que j es impar, pues el caso cuando
j es par es análogo. Usando el hecho de que p es una cuasimedia contractiva
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y nuestra hipótesis de inducción, obtenemos que

d

(
Φx

( j

2m

)
,Φx

(j + 1

2m

))
= d

(
p

(
Φx

(j − 1

2m

)
,Φx

(j + 1

2m

))
,Φx

(j + 1

2m

))
≤ λd

(
Φx

(j − 1

2m

)
,Φx

(j + 1

2m

))
= λd

(
Φx

( j−1
2

2m−1

)
,Φx

( j+1
2

2m−1

))
≤ λλm−1d (x, θ) = λmd (x, θ) .

Por lo tanto, la afirmación es verdadera para toda n ∈ N. ■

Afirmación 2. Para cada s, t ∈ D,

d
(
Φx(s),Φx(t)

)
≤ 2d (x, θ)

1− λ
|s− t|α , (2.3)

donde α := − ln(λ)
ln(2)

> 0.

Prueba de la Afirmación 2. Sean s, t ∈ D con s < t, y s = s0, . . . , sk, t =
t0, . . . , tl ∈ D tales que satisfacen las propiedades (1)-(4) del Lema 2.3.6.
Notemos que, por la Afirmación 1 y las propiedades (3) y (4) del Lema 2.3.6,

d
(
Φx(si),Φx(si+1)

)
≤ λh(si)d (x, θ)

para cada i ∈ {0, . . . , k − 1} y

d
(
Φx(ti),Φx(ti+1)

)
≤ λh(ti)d (x, θ)

para cada i ∈ {0, . . . , l − 1}. Ahora, por el Lema 2.3.6, h(s0) > . . . > h(sk−1)
y h(t0) > . . . > h(tl−1), lo que implica que

d
(
Φx(s),Φx(t)

)
≤

k−1∑
i=0

d
(
Φx(si),Φx(si+1)

)
+

l−1∑
i=0

d
(
Φx(ti),Φx(ti+1)

)
≤

k−1∑
i=0

λh(si)d (x, θ) +
l−1∑
i=0

λh(ti)d (x, θ)

≤ d (x, θ)

 ∞∑
n=h(sk−1)

λn +
∞∑

n=h(tl−1)

λn


= d (x, θ)

1

1− λ

(
λh(sk−1) + λh(tl−1)

)
. (2.4)
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También, notemos que 1

2h(sk−1)
= |sk−1 − sk| ≤ |s− t|, y por lo tanto

λh(sk−1) = eln(λ)h(sk−1) = e−α ln(2)h(sk−1) =

(
1

2h(sk−1)

)α

≤ |s− t|α ,

donde α = − ln(λ)
ln(2)

. Usando el mismo argumento, podemos probar que λh(tl−1) ≤
|s− t|α, y por lo tanto podemos concluir que

d
(
Φx(s),Φx(t)

)
≤ 2d (x, θ)

1− λ
|s− t|α .

Esto termina la prueba de la afirmación. ■

La Afirmación 2 implica que Φx : D → X es Hölder continua, y por
lo tanto es uniformemente continua. Como D es denso en [0, 1] y (X, d) es

completo, existe una extensión continua Φ̃x : [0, 1] → X de Φx ([26, Teorema
4.3.17]). Notemos que, tomando ĺımites en los dos lados de la desigualdad

(2.3), podemos probar que Φ̃x satisface la misma desigualdad. Es decir, para
cada s, t ∈ [0, 1],

d
(
Φ̃x(s), Φ̃x(t)

)
≤ 2d (x, θ)

1− λ
|s− t|α . (2.5)

Ahora, definamos Φ̃ : X × [0, 1] → X por Φ̃ (x, t) = Φ̃x (t). Notemos

que, para cada t ∈ D, Φ̃ (x, t) = Φ̃x (t) = Φx (t) = Φ (x, t), entonces Φ̃ es

una extensión de Φ. Esto significa que Φ̃ (x, 0) = x y Φ̃ (x, 1) = θ para cada

x ∈ X. Aśı, para probar que Φ̃ es una homotoṕıa, y que por lo tanto X es
contráctil, sólo falta demostrar que Φ̃ es continua. Para probar esto, tomemos
un punto (x, η) ∈ X × [0, 1] y supongamos que ((xn, tn))n∈N ⊂ X × [0, 1] es
una sucesión que converge a (x, η) en X × [0, 1]. Tenemos que demostrar que(
Φ̃ (xn, tn)

)
n∈N converge a Φ̃ (x, η).

Afirmación 3. La familia H :=
{
Φ̃xn | n ∈ N

}
∪
{
Φ̃x

}
es uniformemente

equicontinua.

Prueba de la Afirmación 3. Como (xn)n∈N converge a x, el conjunto

A := {xn | n ∈ N} ∪ {x} (2.6)
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es compacto, y por lo tanto podemos encontrarM > 0 tal que A ⊆ B (θ,M).
Entonces, por la desigualdad (2.5), para cada z ∈ A y cada par s, t ∈ [0, 1]
tenemos que

d
(
Φ̃z(s), Φ̃z(t)

)
≤ 2M

1− λ
|s− t|α . (2.7)

Sea ε > 0 y escojamos δ > 0 tal que, si s, t ∈ [0, 1] y |s− t| < δ,
entonces 2M

1−λ |s− t|α < ε. Esto, junto con la desigualdad (2.7), garantiza que

d
(
Φ̃z(s), Φ̃z(t)

)
< ε para cada z ∈ A y s, t ∈ [0, 1] con |s − t| < δ. Esto

significa que H es una familia uniformemente equicontinua. ■

Afirmación 4. La sucesión
(
Φ̃xn(t)

)
n∈N converge a Φ̃x (t) para cada t ∈

[0, 1].

Prueba de la Afirmación 4. Si t ∈ D, sabemos que Φ ↾X×{t} es continua.

Entonces, la sucesión
(
Φ(xn, t)

)
n∈N =

(
Φ̃xn(t)

)
n∈N converge a Φ(x, t) = Φ̃x(t).

Si t ∈ [0, 1] \D, supongamos que
(
Φ̃xn(t)

)
n∈N no converge a Φ̃x(t). En-

tonces, existen ε0 > 0 y una subsucesión (xnl
)l∈N de (xn)n∈N tales que

d
(
Φ̃xnl

(t), Φ̃x(t)
)
≥ ε0 para cada l ∈ N. Por la Afirmación 3, podemos encon-

trar δ > 0 tal que, si s ∈ [0, 1] y |t− s| < δ, entonces d
(
Φ̃z(t), Φ̃z(s)

)
< ε0

3

para toda z ∈ A (donde A es el conjunto definido en la ecuación (2.6)). En
particular, para cada l ∈ N y r ∈ D ∩ (t− δ, t+ δ),

ε0 ≤ d
(
Φ̃xnl

(t), Φ̃x(t)
)

≤ d
(
Φ̃xnl

(t), Φ̃xnl
(r)
)
+ d
(
Φ̃xnl

(r), Φ̃x(r)
)
+ d
(
Φ̃x(r), Φ̃x(t)

)
< d
(
Φ̃xnl

(r), Φ̃x(r)
)
+

2ε0
3
.

Por lo tanto, d
(
Φ̃xnl

(r), Φ̃x(r)
)
≥ ε0

3
para cada l ∈ N y r ∈ D, pero esto

contradice el hecho de que
(
Φ̃xn(r)

)
n∈N converge a Φ̃x (r) para cada r ∈ D.

Esta contradicción nos permite concluir que
(
Φ̃xn(t)

)
n∈N converge a Φ̃x (t),

como queŕıamos probar. ■

Después de la Afirmación 4, podemos concluir que
(
Φ̃xn

)
n∈N converge

puntualmente a Φ̃x. Sin embargo, como H es una familia equicontinua y
[0, 1] es compacto, el Corolario 1.2.7 implica que esta convergencia también

es uniforme. Entonces, debido al Teorema 1.2.3, la sucesión
(
Φ̃xn (tn)

)
n∈N =(

Φ̃ (xn, tn)
)
n∈N converge a Φ̃ (x, η), como se queŕıa probar.
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(2) Ahora, supongamos que X es un G-espacio tal que XG es no vaćıo y p
es equivariante. Como XG es no vaćıo, podemos suponer que θ, el punto que
usamos para definir la homotoṕıa Φ̃, es un punto G-fijo. Esto implica que
ϕ0 ↾X×{t} es equivariante para t = 0 y t = 1, y se puede probar por inducción
que ϕn ↾X×{t} es equivariante para cada t ∈ Dn. Por lo tanto, Φ ↾X×{t} es
equivariante para cada t ∈ D.

Para probar que X es G-contráctil, falta demostrar que Φ̃ ↾X×{t} es equi-
variante para cada t ∈ [0, 1]. Sean r ∈ [0, 1], x ∈ X, y g ∈ G. Sea (rn) una
sucesión en D que converge a r. Como Φ ↾X×{rn} es equivariante para cada
n ∈ N, entonces

Φ̃ (gx, r) = Φ̃
(
gx, ĺım

n→∞
rn

)
= ĺım

n→∞
Φ̃ (gx, rn) = ĺım

n→∞
Φ (gx, rn)

= ĺım
n→∞

gΦ (x, rn) = g ĺım
n→∞

Φ̃ (x, rn) = gΦ̃ (x, r) .

Por lo tanto, Φ̃ ↾X×{r} es equivariante.

Corolario 2.3.8. Sea (X, d) un espacio métrico completo.

(1) Si para alguna n ∈ N existe una n-cuasimedia contractiva p : Xn → X,
entonces X es contráctil.

(2) Si además X es un G-espacio tal que XG es no vaćıo y p es una n-
cuasimedia equivariante, entonces X es G-contráctil. Además, si X es
un G-ANR, entonces es un G-AR.

Demostración. Definimos p′ : X × X → X por p′ (x, y) = p (x, y, . . . , y).
Entonces, p′ es una cuasimedia contractiva. Por lo tanto, por el Teorema
2.3.7, X is contráctil.

Si además X es un G-espacio tal que XG es no vaćıo y p es equivariante,
entonces p′ también es equivariante y, por el Teorema 2.3.7,X esG-contráctil.
SiX es también unG-ANR, entonces, por el Teorema 1.6.14, es unG-AR.

El siguiente ejemplo muestra que la condición de que p : Xn → X satis-
faga que

máx
i=1,...,n

d (xi, p (x1, . . . , xn)) ≤ λ máx
j,k=1,...,n

d (xj, xk)

para cada (x1, . . . , xn) ∈ Xn, para alguna λ ∈ (0, 1), no puede debilitarse a

máx
i=1,...,n

d (xi, p (x1, . . . , xn)) ≤ máx
j,k=1,...,n

d (xj, xk)

para cada (x1, . . . , xn) ∈ Xn.
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Ejemplo 2.3.9. Sea G un grupo actuando en el ćırculo S1. Consideremos
p : S1×S1 → S1 definida por p (x, y) = x. Esta es una cuasimedia equivariante
que satisface

máx {d (x, p (x, y)) , d (y, p (x, y))} = d (x, y)

para cada x, y ∈ S1. Sin embargo, S1 no esG-contráctil porque no es contráctil.◀

Es natural preguntarse si el hecho de que X sea compacto y p : Xn → X
cumpla que

máx
i=1,...,n

d (xi, p (x1, . . . , xn)) < máx
j,k=1,...,n

d (xj, xk) (2.8)

para cada (x1, . . . , xn) ∈ Xn implica que p sea una n-cuasimedia contractiva.
Por ejemplo, la media geométrica en los reales positivos g : R+ ×R+ → R+,
dada por g(x, y) =

√
xy, cumple la desigualdad (2.8), pero no cumple (2.1)

para ninguna λ ∈ (0, 1). Sin embargo, si consideramos un intervalo compacto
I contenido en R+, entonces g : I × I → I śı es una cuasimedia contractiva,
como vimos en el Ejemplo 2.3.5. Pero, en general, la compacidad de X y la
desigualdad (2.8) no son suficientes para que se cumpla la desigualdad (2.1),
como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.10. Consideremos p : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] dada por

p (x, y) = mı́n {x, y}+ |x− y|2

2
.

Se cumple que |x−p (x, y) | < |x−y| para cada x, y ∈ [0, 1]. Sin embargo,
notemos que

| 1
n
− p

(
1
n
, 0
)
|

| 1
n
− 0|

= 1− 1

2n
→ 1

cuando n→ ∞, y por lo tanto no existe λ ∈ (0, 1) tal que |x−p (x, y) | ≤ λ|x−
y| para cada x, y ∈ [0, 1]. Entonces, p no es una cuasimedia contractiva. ◀
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Caṕıtulo 3

Medias e involuciones
decrecientes

En este caṕıtulo estudiaremos el problema de Jaworowski en el caso en el
que el grupo G es Z2. En la primera sección daremos algunos ejemplos de me-
dias equivariantes en este caso espećıfico. En la segunda sección trabajaremos
en la versión débil del problema de Jaworowski (Problema 1.8.6).

3.1. 2-Medias equivariantes

Los siguientes son ejemplos de n-medias equivariantes cuando n = 2 y G
es el grupo Z2.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos el Z2-espacio (Q, σ), donde Q es el cubo de
Hilbert

∏∞
n=1 [−1, 1] y σ es la involución estándar en Q (es decir, σ (x) = −x

para cada x ∈ Q). Entonces p : Q×Q→ Q, dada por

p ((xn) , (yn)) =

(
xn + yn

2

)
,

es una media equivariante en (Q, σ). ◀

Ejemplo 3.1.2. Consideremos el Z2-espacio (R+, τ), donde τ es la involución
en R+ dada por τ(x) = 1

x
. Entonces la media geométrica g : R+×R+ → R+,

dada por g (x, y) =
√
xy, es una media equivariante en (R+, τ). ◀

63
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Ejemplo 3.1.3. En [45], V. Milman y L. Rotem definieron una media equi-
variante en el espacio Kn

(0),b de subconjuntos compactos y convexos de Rn

que contienen al origen en su interior, equipado con la métrica de Hausdorff.
Este es un Z2-espacio si consideramos la acción inducida por la involución
polar A→ A◦, dada por

A◦ =

{
x ∈ Rn | sup

a∈A
⟨a, x⟩ ≤ 1

}
,

donde ⟨·, ·⟩ es el producto escalar usual en Rn.
Para definirla, se inspiraron en la media geométrica de dos números reales

positivos, que puede verse como el ĺımite de dos sucesiones construidas uti-
lizando las medias aritmética y armónica. Es decir, si x, y > 0, entonces las
sucesiones (an) y (hn) dadas por

a0 = x, h0 = y,

an+1 =
an + hn

2
, hn+1 =

(
a−1n + h−1n

2

)−1
,

cumplen que (an) es decreciente, (hn) es creciente, hn ≤ an para toda n ≥ 1
y ĺımn→∞ an = ĺımn→∞ hn =

√
xy.

Siguieron el mismo proceso, cambiando la involución x → x−1 en los
números reales positivos por la involución polar en Kn

(0),b, y la suma y pro-
ducto de reales por la suma de Minkowski y la homotecia de conjuntos. Aśı,
dados K,T ∈ Kn

(0),b definieron las sucesiones (An) y (Hn) dadas por

A0 = K, H0 = T,

An+1 =
An +Hn

2
, Hn+1 =

(
A◦n +H◦n

2

)◦
.

En [45, Teoremas 2, 6] se probó que (An) es decreciente con respecto al
orden de la contención, (Hn) es creciente, Hn ⊆ An para toda n ≥ 1 y
ĺımn→∞An = ĺımn→∞Hn ∈ Kn

(0),b. Aśı, definieron g : Kn
(0),b × Kn

(0),b → Kn
(0),b

por
g (K,T ) = ĺım

n→∞
An = ĺım

n→∞
Hn,

y llamaron a g (K,T ) la media geométrica de K y T . En [45, Proposición
8] y [48, Proposición 3] se probó que g cumple las propiedades para ser una
media equivariante en el Z2-espacio (Kn

(0),b, ·◦). ◀
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Nos basamos en esta construcción de V. Milman y L. Rotem para definir
los siguientes conceptos. Sean (X,α) un Z2-espacio y ≤ un orden parcial en
X.

Definición 3.1.4. Decimos que una media E : X × X → X es buena si,
para cada x, y ∈ X, las sucesiones (an) y (hn) definidas por

a0 = x, h0 = y,

an+1 = E (an, hn) , hn+1 = α (E (α (an) , α (hn)))

cumplen que (an) es decreciente, (hn) es creciente, ambas son convergentes y
ĺımn→∞ an = ĺımn→∞ hn.

Definición 3.1.5. Decimos que una media E : X ×X → X es una media
que preserva el orden si cumple que x ≤ E (x, y) ≤ y para cada x, y ∈ X
con x ≤ y.

Si, además, cumple que x < E (x, y) ≤ y para cada x, y ∈ X con x < y,
decimos que es una media propia izquierda que preserva el orden.

Si cumple que x ≤ E (x, y) < y para cada x, y ∈ X con x < y, decimos
que es una media propia derecha que preserva el orden.

Si cumple que x < E (x, y) < y para cada x, y ∈ X con x < y, simple-
mente decimos que es una media propia que preserva el orden.

Definición 3.1.6. Decimos que una media E : X ×X → X es una media
aritmética si para cada x, y ∈ X se cumple que

E (x, y) ≥ α (E (α (x) , α (y))) .

Decimos que una media E : X × X → X es una media armónica si
para cada x, y ∈ X se cumple que

E (x, y) ≤ α (E (α (x) , α (y))) .

Observación 3.1.7. Si E : X × X → X es una media aritmética propia
derecha que preserva el orden, entonces la función E ′ : X × X → X, dada
por

E ′ (x, y) = α (E (α (x) , α (y))) ,

es una media armónica propia izquierda que preserva el orden. Conversa-
mente, si E es una media armónica propia izquierda que preserva el orden,
entonces E ′ es una media aritmética propia derecha que preserva el orden.
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Ejemplo 3.1.8. Consideremos la acción de Z2 en Kn
(0),b dada por la invo-

lución polar, y el orden de la contención en Kn
(0),b. Entonces las funciones

A,H : Kn
(0),b ×Kn

(0),b → Kn
(0),b, dadas por

A (K,T ) =
K + T

2
, H (K,T ) =

(
K◦ + T ◦

2

)◦
,

son una media aritmética propia que preserva el orden y una media armónica
propia que preserva el orden, respectivamente. ◀

3.2. Versión débil del problema de Jaworows-

ki

En esta sección estudiamos el problema de Jaworowski en el caso espećıfi-
co en el que el grupo G es Z2. Damos unas respuestas parciales a la versión
débil del problema de Jaworowski (Problema 1.8.6). Recordemos que este
problema pregunta si es cierto que, si (X,α,≤,∧,∨) es una Z2-ret́ıcula de-
creciente (Definición 1.8.8) tal que X y XZ2 son ARs, entonces (X,α) es un
Z2-AR.

En el caṕıtulo anterior, en el Teorema 2.2.5 demostramos que el problema
de Jaworowski tiene una respuesta positiva cuando el grupo G es finito y X
admite una n-media equivariante para algún múltiplo n de |G|. En el caso
en el que el grupo G es Z2, este teorema tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.1. Sea (X,α) un Z2-espacio metrizable tal que X y XZ2 son
ARs. Si existe una media equivariante en X, entonces (X,α) es un Z2-AR.

Por este resultado, sabemos que para encontrar una respuesta positiva a
la versión débil del problema de Jaworowski es suficiente construir una media
equivariante. En los siguientes resultados de este caṕıtulo damos condiciones
para la existencia de una función de este tipo en una Z2-ret́ıcula decreciente.
Primero, probaremos el siguiente lema.

Lema 3.2.2. Sea (X,α,≤,∧,∨) una Z2-ret́ıcula decreciente. Entonces se
cumplen las siguientes condiciones.

(1) Para cada x, y ∈ X,

α (x ∨ y) = α (x) ∧ α (y) y α (x ∧ y) = α (x) ∨ α (y) .
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(2) El conjunto [x; y] es cerrado en X para cada x, y ∈ X con x ≤ y.

(3) Si X es conexo, el conjunto [x; y] es conexo para cada x, y ∈ X con
x ≤ y.

(4) Los conjuntos {(x, y) ∈ X ×X | x ≤ y} y {(x, y) ∈ X ×X | y ≤ x} son
cerrados en X ×X.

(5) El conjunto ∆̃ := {(x, y) ∈ X ×X | x ≤ y o y ≤ x} es cerrado en X ×
X.

(6) Los conjuntos

∆− := {(x, y) ∈ X ×X | x < y} y ∆+ := {(x, y) ∈ X ×X | y < x}

son abiertos en ∆̃.

Demostración. (1) Sean x, y ∈ X. De la demostración del Lema 1.8.7, sabe-
mos que el supremo ∨ está dado por

x ∨ y = α (α (x) ∧ α (y)) . (3.1)

Entonces, α (x ∨ y) = α (x)∧α (y). Además, como la igualdad (3.1) se cumple
en particular para α (x) y α (y), entonces α (x) ∨ α (y) = α (x ∧ y).

(2) Sea x ∈ X. La función ∨ es continua, pues (X,≤,∧,∨) es una ret́ıcula
topológica. Entonces,

X\ {z ∈ X | z ≤ x} = {w ∈ X | w ∨ x ∈ X\ {x}}

es abierto en X, ya que es la imagen inversa de un conjunto abierto bajo una
función continua. Entonces {z ∈ X | z ≤ x} es cerrado en X, y similarmente
tenemos que {z ∈ X | x ≤ z} es cerrado en X.

Por lo tanto,

[x; y] = {z ∈ X | z ≤ y} ∩ {z ∈ X | x ≤ z}

es cerrado en X para cada x, y ∈ X con x ≤ y.
(3) Sean x, y ∈ X con x ≤ y. Consideremos la función f : X → X dada

por f (z) = x ∨ (y ∧ z). Como las funciones ∨ y ∧ son continuas, f es una
función continua.

Ahora, notemos que f (X) = [x; y]. En efecto, si p ∈ f (X), entonces
p = x ∨ (y ∧ z) para alguna z ∈ X. Esto implica que x ≤ p y, como x ≤ y y
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y∧z ≤ y, entonces p ≤ y. Por lo tanto p ∈ [x; y]. Conversamente, si p ∈ [x; y],
entonces x ≤ p ≤ y. Esto implica que f (p) = x ∨ (y ∧ p) = x ∨ p = p. Por lo
tanto p ∈ f (X).

Aśı, [x; y] es la imagen de un conjunto conexo bajo una función continua,
por lo que podemos concluir que [x; y] es conexo.

(4) Sean

U := (X ×X) \ {(x, y) ∈ X ×X | x ≤ y}

y (w, z) ∈ U . Entonces w∨z ̸= z y, como X es Hausdorff (por ser metrizable),
existen V1, V2 ⊆ X tales que z ∈ V1, w ∨ z ∈ V2 y V1 ∩ V2 = ∅. Como ∨ es
continua, existen conjuntos abiertos V3, V4 ⊆ X tales que w ∈ V3, z ∈ V4 y
V3 ∨ V4 ⊆ V2. Entonces,

(w, z) ∈ V3 × (V1 ∩ V4) ⊆ {(x, y) ∈ X ×X | x ∨ y ̸= y} = U.

Por lo tanto, U es abierto en X ×X y {(x, y) ∈ X ×X | x ≤ y} es cerrado
en X ×X.

(5) Esta condición se sigue de (4), pues este conjunto es la unión de dos
cerrados.

(6) Los complementos de ∆− y ∆+ en ∆̃ son {(x, y) ∈ X ×X | y ≤ x} y
{(x, y) ∈ X ×X | x ≤ y}, respectivamente, por lo que esta condición se sigue
de (4).

En el Teorema 3.2.3 y el Corolario 3.2.4 veremos que, si (X,≤,∧,∨) es
una ret́ıcula modular y XZ2 es no vaćıo, la versión débil del problema de
Jaworowski tiene una respuesta positiva.

Teorema 3.2.3. Sea (X,α,≤,∧,∨) una Z2-ret́ıcula decreciente.

(1) Si existe θ ∈ XZ2 tal que para cualesquiera a, b ∈ X con a ≤ b se
cumple que

a ∨ (θ ∧ b) = (a ∨ θ) ∧ b, (3.2)

entonces p : X ×X → X, dada por

p (x, y) = (x ∧ y) ∨ (θ ∧ (x ∨ y)) ,

es una media equivariante en X.

(2) Si además X y XZ2 son ARs, entonces (X,α) es un Z2-AR.
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Demostración. (1) Notemos que p es simétrica y continua, pues (X,≤,∧,∨)
es una ret́ıcula topológica, y para cada x ∈ X tenemos que p (x, x) = x.
Además, debido a la condición que cumple θ (considerando a = x ∧ y y
b = x ∨ y) y a que θ es un punto fijo de α, para cada x ∈ X se cumple que

p (x, y) = (x ∧ y) ∨
(
θ ∧ (x ∨ y)

)
=
(
(x ∧ y) ∨ θ

)
∧ (x ∨ y)

= α ◦ α
(
((x ∧ y) ∨ θ) ∧ (x ∨ y)

)
= α

(
α ((x ∧ y) ∨ θ) ∨ α (x ∨ y)

)
= α

(
(α (x ∧ y) ∧ α (θ)) ∨ (α (x) ∧ α (y))

)
= α

(
((α (x) ∨ α (y)) ∧ θ) ∨ (α (x) ∧ α (y))

)
= α (p (α (x) , α (y))) .

Por lo tanto, p es una media equivariante.
(2) Como existe una media equivariante en X, del Corolario 3.2.1 pode-

mos concluir que (X,α) es un Z2-AR.

Como las ret́ıculas distributivas son modulares, y todo punto de una
ret́ıcula modular cumple la condición (3.2), tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.4. Sea (X,α,≤,∧,∨) una Z2-ret́ıcula decreciente. Suponga-
mos que X y XZ2 son ARs. Si (X,≤,∧,∨) es modular o distributiva y XZ2

es no vaćıo, entonces (X,α) es un Z2-AR.

Ejemplo 3.2.5. Consideremos la estructura de ret́ıcula en el cubo de Hilbert
Q dada por los operadores ∧ y ∨, definidos como

(xn) ∧ (yn) = (mı́n {xn, yn}) , (xn) ∨ (yn) = (máx {xn, yn}) ,

y el orden parcial ≤ en Q dado por

(xn) ≤ (yn) si y sólo si xn ≤ yn para toda n ∈ N.

Esta es una ret́ıcula topológica distributiva. Por lo tanto, para toda involución
α : Q→ Q que sea decreciente con respecto al orden ≤ y tal que XZ2 sea un
AR no vaćıo, se cumple que (X,α) es un Z2-AR. ◀

En el caso más general en el que (X,≤,∧,∨) no es necesariamente modu-
lar, para encontrar condiciones para la existencia de una media equivariante
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en X nos basamos en la construcción de V. Milman y L. Rotem en el es-
pacio Kn

(0),b (Ejemplo 3.1.3). En los siguientes resultados, mostramos que la

existencia de una media buena (Definición 3.1.4) implica la existencia de una
media equivariante, y posteriormente damos condiciones para que haya una
media buena en X.

Proposición 3.2.6. Sea (X,α,≤,∧,∨) una Z2-ret́ıcula decreciente. Supon-
gamos que X y XZ2 son ARs. Si X es uniformemente localmente convexo y
E : X ×X → X es un media buena, entonces p : X ×X → X, dada por

p (x, y) = ĺım
n→∞

an (x, y) = ĺım
n→∞

hn (x, y)

(donde las sucesiones (an (x, y)) y (hn (x, y)) están definidas como en la Defi-
nición 3.1.4), es una media equivariante, y por lo tanto (X,α) es un Z2-AR.

Demostración. Sea d una métrica en X, compatible con su topoloǵıa, que
cumple la condición necesaria para que X sea uniformemente localmente
convexo. Sea d′ una métrica en X ×X compatible con su topoloǵıa.

Sea x ∈ X. Notemos que las sucesiones (an (x, x)) y (hn (x, x)) son la
sucesión constante (x), por lo que p (x, x) = x para cada x ∈ X. Además, p
es simétrica, pues an : X ×X → X y hn : X ×X → X son simétricas para
cada n ≥ 1.

Ahora, vamos a probar que p es continua. Notemos que an y hn son
continuas para cada n ≥ 0. Sean (a, b) ∈ X × X y ε > 0. Debido a la
condición que cumple la métrica d, existe δ1 > 0 tal que, si x, y ∈ X con
x ≤ y y d (x, y) < δ1, entonces d (x, z) <

ε
3
para cada z ∈ [x; y].

Como p (a, b) = ĺımn→∞ an (a, b) = ĺımn→∞ hn (a, b), existe N ∈ N tal que

d (p (a, b) , aN (a, b)) < mı́n

{
δ1
6
,
ε

3

}
(3.3)

y

d (p (a, b) , hN (a, b)) < mı́n

{
δ1
6
,
ε

3

}
. (3.4)

Entonces,

d (aN (a, b) , hN (a, b)) <
δ1
3
. (3.5)

Como aN y hN son continuas, existe δ2 > 0 tal que, si (x, y) ∈ X ×X y
d′ ((a, b) , (x, y)) < δ2, entonces

d (aN (a, b) , aN (x, y)) < mı́n

{
δ1
3
,
ε

3

}
(3.6)
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y

d (hN (a, b) , hN (x, y)) < mı́n

{
δ1
3
,
ε

3

}
. (3.7)

Sea δ = mı́n {δ1, δ2}. Sea (x, y) ∈ X×X tal que d′ ((a, b) , (x, y)) < δ. Por
las desigualdades (3.5), (3.6) y (3.7), tenemos que

d (aN (x, y) , hN (x, y)) <
δ1
3
+
δ1
3
+
δ1
3

= δ1. (3.8)

Ahora, notemos que

hN (x, y) ≤ p (x, y) ≤ aN (x, y) .

En efecto, como ∧ es continua, la sucesión (hN (x, y) ∧ hn (x, y)) converge
a hN (x, y) ∧ p (x, y). Pero (hn (x, y)) es una sucesión creciente porque E es
buena, entonces (hN (x, y) ∧ hn (x, y)) es eventualmente la sucesión constante
(hN (x, y)). Esto implica que hN (x, y) = hN (x, y) ∧ p (x, y), y por lo tanto
hN (x, y) ≤ p (x, y). Similarmente, tenemos que p (x, y) ≤ aN (x, y), por lo
que podemos concluir que

p (x, y) ∈ [hN (x, y) ; aN (x, y)] .

Esto implica, por la desigualdad (3.8) y nuestra elección de δ1, que

d (hN (x, y) , p (x, y)) <
ε

3
. (3.9)

Por las desigualdades (3.4), (3.7) y (3.9), tenemos que

d (p (a, b) , p (x, y)) <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

aśı que podemos concluir que p es continua. Por lo tanto, p es una media.
Ahora, notemos que an (α (x) , α (y)) = α (hn (x, y)) para cada n ≥ 1 y

x, y ∈ X. Entonces,

p (α (x) , α (y)) = ĺım
n→∞

an (α (x) , α (y)) = ĺım
n→∞

α (hn (x, y)) = α (p (x, y))

para cada x, y ∈ X. Esto significa que p es una media equivariante.

Por el Lema 1.4.11, sabemos que si X es compacto entonces es uniforme-
mente localmente convexo. Entonces, tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 3.2.7. Sea (X,α,≤,∧,∨) una Z2-ret́ıcula decreciente. Suponga-
mos que X y XZ2 son ARs. Si X es compacto y existe una media buena en
X, entonces (X,α) es un Z2-AR.

En el siguiente resultado veremos que la existencia de una media aritméti-
ca propia derecha que preserva el orden (Definiciones 3.1.5 y 3.1.6) implica la
existencia de una media buena. Equivalentemente, la existencia de una me-
dia armónica propia izquierda que preserva el orden implica la de una media
buena, debido a la Observación 3.1.7.

Proposición 3.2.8. Sea (X,α,≤,∧,∨) una Z2-ret́ıcula decreciente. Supon-
gamos que X y XZ2 son ARs, que X es localmente compacto y que to-
da sucesión creciente acotada superiormente en X tiene un supremo. Si
E : X × X → X es una media aritmética propia derecha que preserva el
orden, entonces E es buena.

Demostración. Primero, notemos que el hecho de que toda sucesión creciente
acotada superiormente en X tiene un supremo implica que también toda
sucesión decreciente acotada inferiormente tiene un ı́nfimo. En efecto, si (xn)
es una sucesión decreciente acotada inferiormente por M ∈ X, entonces,
como α es decreciente con respecto a ≤, la sucesión (α (xn)) es creciente
y acotada superiormente por α (M). Entonces (α (xn)) tiene un supremo,
digamos S, y α (S) es un ı́nfimo de (xn).

Ahora, sean x, y ∈ X y consideremos las sucesiones (an) y (hn) dadas por

a0 = x, h0 = y,

an+1 = E (an, hn) , hn+1 = α (E (α (an) , α (hn))) .

Tenemos que mostrar que (an) es decreciente, (hn) es creciente, que ambas
son convergentes y que ĺımn→∞ an = ĺımn→∞ hn.

Primero notemos que hn ≤ an para cada n ≥ 1, porque E es una media
aritmética. Y como α es decreciente con respecto a ≤, entonces α (an) ≤
α (hn) para cada n ≥ 1. Ya que E es una media que preserva el orden,
tenemos que

hn ≤ E (an, hn) ≤ an (3.10)

y

α (an) ≤ E (α (an) , α (hn)) ≤ α (hn) (3.11)
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para cada n ≥ 1. Evaluando α en la desigualdad (3.11) obtenemos

hn ≤ α (E (α (an) , α (hn))) ≤ an. (3.12)

Entonces, de (3.10) y (3.12) podemos concluir que (an) es decreciente y (hn)
es creciente.

Ahora, para cada n ≥ 1 tenemos que

hn ≤ an ≤ a1 y h1 ≤ hn ≤ an,

aśı que (hn) es acotada superiormente y (an) es acotada inferiormente. Por
nuestra hipótesis, esto implica que (hn) tiene un supremo y (an) tiene un
ı́nfimo. Sean h y a estos puntos, respectivamente.

Mostraremos que (an) converge a a. Sea U una vecindad compacta de a.
Supongamos que existe una subsucesión (ank

) de (an) tal que ank
/∈ U para

cada k ∈ N. Notemos que, debido al Lema 3.2.2-(3), cada conjunto [a; ank
]

es conexo (X es conexo porque es un AR). Entonces, como ank
∈ X\U y

a ∈ intU , existe bk ∈ [a; ank
] tal que bk ∈ ∂U . Como ∂U es un conjunto

compacto, podemos suponer que la sucesión (bk) converge a b ∈ ∂U . Ahora,
fijemosm ∈ N. Como (an) es decreciente, existeK ∈ N tal que ank

≤ am para
cada k ≥ K. Entonces, bk ≤ am para cada k ≥ K, y por lo tanto la sucesión
(am ∨ bk)k∈N es eventualmente la sucesión constante (am). Pero, como ∨ es
continua, esta sucesión converge a am ∨ b, por lo que tenemos que

am = am ∨ b.

Esto implica que b ≤ am para cada m ∈ N. Como a es el ı́nfimo de (an),
entonces b ≤ a. Por otra parte, (bk ∧ a)k∈N converge a b ∧ a, pero

bk ∧ a = a

para cada k ∈ N, por lo que a = b ∧ a. Esto implica que a ≤ b, y por lo
tanto a = b ∈ ∂U . Sin embargo, esto contradice que U es una vecindad de
a, aśı que podemos concluir que (an) converge a a. Similarmente, podemos
demostrar que (hn) converge a su supremo h, por lo que ambas sucesiones
son convergentes.

Finalmente, notemos que

a = ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

an+1 = ĺım
n→∞

E (an, hn) = E (a, h)
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y
h = ĺım

n→∞
hn = ĺım

n→∞
hn+1

= ĺım
n→∞

α (E (α (an) , α (hn))) = α (E (α (a) , α (h))) .

Como E es una media aritmética, tenemos que h ≤ a. Pero E es una media
propia derecha que preserva el orden, por lo que el hecho de que E (a, h) = a
implica que a = h. Entonces, podemos concluir que ĺımn→∞ an = ĺımn→∞ hn.

El siguiente corolario muestra que el resultado anterior es cierto si X es
un espacio localmente compacto tal que los conjuntos [x; y] son compactos
para cada x, y ∈ X con x ≤ y. En particular, es cierto si X es compacto.

Corolario 3.2.9. Sea (X,α,≤,∧,∨) una Z2-ret́ıcula decreciente. Suponga-
mos que X y XZ2 son ARs, que X es localmente compacto y que [x; y] es
compacto para cada x, y ∈ X con x ≤ y. Si E : X ×X → X es una media
aritmética propia derecha que preserva el orden, entonces E es buena.

Demostración. Por la Proposición 3.2.8, tenemos que mostrar que toda su-
cesión creciente acotada superiormente en X tiene un supremo. Sea (xn) una
sucesión creciente y sea M una cota superior de (xn). Como (xn) es una su-
cesión en el espacio compacto [x1;M ], existe una subsucesión (xnk

) de (xn)
que converge a algún punto x ∈ [x1;M ]. Afirmamos que x es el supremo de
(xn).

Primero, mostraremos que x es una cota superior de (xn). Fijemosm ∈ N.
Como (xn) es creciente, existe K ∈ N tal que xm ≤ xnk

para cada k ≥ K.
Entonces, la sucesión (xm ∧ xnk

)k∈N es eventualmente la sucesión constante
(xm). Pero, como ∧ es continua, esta sucesión converge a xm ∧ x, por lo que
xm = xm ∧ x. Esto implica que xm ≤ x, para cada m ∈ N.

Ahora, supongamos que y es una cota superior de (xn). Queremos mostrar
que x ≤ y. Como ∨ es continua, la sucesión (xnk

∨ y)k∈N converge a x ∨ y,
pero xnk

∨ y = y para cada k ∈ N, por lo que y = x ∨ y. Entonces, x ≤ y.
Podemos concluir que x es el supremo de (xn).

Juntando las proposiciones 3.2.6 y 3.2.8, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.10. Sea (X,α,≤,∧,∨) una Z2-ret́ıcula decreciente. Suponga-
mos que X y XZ2 son ARs, que X es localmente compacto y uniformemente
localmente convexo y que toda sucesión creciente acotada superiormente en X
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tiene un supremo. Si existe una media aritmética propia derecha que preserva
el orden en X, entonces (X,α) es un Z2-AR.

Juntando los corolarios 3.2.7 y 3.2.9, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.11. Sea (X,α,≤,∧,∨) una Z2-ret́ıcula decreciente. Supon-
gamos que X y XZ2 son ARs y que X es compacto. Si existe una media
aritmética propia derecha que preserva el orden en X, entonces (X,α) es un
Z2-AR.

Notemos que si X cumple las hipótesis del Corolario 3.2.10 (es decir, X
es localmente compacto, uniformemente localmente convexo y toda sucesión
creciente acotada superiormente en X tiene un supremo) no necesariamente
es compacto, como muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.2.12. Consideremos la estructura de ret́ıcula en Rn dada por los
operadores ∧ y ∨, definidos como

(x1, . . . , xn) ∧ (y1, . . . , yn) = (mı́n {x1, y1} , . . . ,mı́n {xn, yn}) ,

(x1, . . . , xn) ∨ (y1, . . . , yn) = (máx {x1, y1} , . . . ,máx {xn, yn}) ,

y el orden parcial ≤ definido por

(x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn) si y sólo si xi ≤ yi para toda i ∈ {1, . . . , n} .

Rn es localmente compacto, pero no compacto. Por otra parte, en el Ejemplo
1.4.12 observamos que Rn es uniformemente localmente convexo. Además, si
((x1 (k) , . . . , xn (k)))k∈N es una sucesión creciente y acotada superiormente,
el punto (s1, . . . , sn) es su supremo, donde si es el supremo de cada sucesión
(xi (k))k∈N en R. ◀

Ejemplo 3.2.13. Consideremos la ret́ıcula topológica
(
Kn

(0),b,⊆,∧,∨
)
defi-

nida en el Ejemplo 1.8.10.
En el Ejemplo 1.4.13 observamos que Kn

(0),b es uniformemente localmente
convexo y no es compacto. Además, Kn

(0),b es localmente compacto. En efecto,
recordemos que en este conjunto la topoloǵıa de Hausdorff coincide con la de
Attouch-Wets, por lo que basta observarlo con esta última. En [29, Proposi-
ción 3.3]-(1) se demostró que Kn

(0),b es un subconjunto abierto del espacio Kn
0

de subconjuntos cerrados y convexos de Rn que contienen al origen, cuando
ambos espacios están equipados con la topoloǵıa de Attouch-Wets. Además,
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en [29, Teorema 3.4] se probó que Kn
0 es homeomorfo al cubo de Hilbert Q.

Entonces, Kn
(0),b es abierto en un espacio compacto y Hausdorff, y por lo tanto

es localmente compacto.
Por último, los conjuntos [A;B] son compactos para cada A,B ∈ Kn

(0),b

con A ⊆ B (debido a que son subconjuntos cerrados de Kn
0 , equipado con la

topoloǵıa de Attouch Wets, que es un espacio compacto). Esto implica que
toda sucesión creciente acotada superiormente en Kn

(0),b tiene un supremo,
como vimos en la demostración del Corolario 3.2.9.◀

Los Corolarios 3.2.10 y 3.2.11 implican que para obtener una respuesta
positiva a la versión débil del problema de Jaworowski es suficiente cons-
truir una media aritmética propia derecha que preserva el orden en X (o,
equivalentemente, una media armónica propia izquierda que preserva el or-
den). Notemos que siempre existe una media aritmética propia izquierda que
preserva el orden en X.

Observación 3.2.14. Si (X,α,≤,∧,∨) es una Z2-ret́ıcula decreciente, las
funciones ∨ : X×X → X y ∧ : X×X → X son una media aritmética propia
izquierda que preserva el orden y una media armómica propia derecha que
preserva el orden, respectivamente.

En el siguiente lema, mostramos que para construir una media aritmética
propia derecha que preserva el orden en X, es suficiente construirla en el
espacio

∆̃ = {(x, y) ∈ X ×X | x ≤ y o y ≤ x}

de pares comparables. Para este resultado usaremos el teorema de Michael
(Teorema 1.7.12), y supodremos que X es localmente compacto y tiene una
estructura convexa (Definición 1.7.6) tal que los conjuntos [x; y] son convexos
para cada x, y ∈ X con x ≤ y. Esto se cumple, por ejemplo, en el espacio
Kn

(0),b, como veremos en el Ejemplo 3.2.17.

Lema 3.2.15. Sea (X,α,≤,∧,∨) una Z2-ret́ıcula decreciente. Supongamos
que X es localmente compacto y tiene una estructura convexa tal que los
conjuntos [x; y] son convexos para cada x, y ∈ X con x ≤ y. Si existe una

función continua E : ∆̃ → X que satisface las condiciones

1. E (x, x) = x para cada x ∈ X,

2. E (x, y) = E (y, x) par cada (x, y) ∈ ∆̃,
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3. x ≤ E (x, y) ≤ y para cada (x, y) ∈ X ×X con x ≤ y,

4. x ≤ E (x, y) < y para cada (x, y) ∈ X ×X con x < y,

5. α (E (α (x) , α (y))) ≤ E (x, y) para cada (x, y) ∈ ∆̃,

entonces, existe una media aritmética propia derecha que preserva el orden
en X.

Demostración. Como X es localmente compacto, existe una métrica d en
X, compatible con su topoloǵıa, tal que (X, d) es un espacio completo ([50,
Corolario 2.5.6]). Sea Conv (X) la familia de todos los subconjuntos convexos,
cerrados, no vaćıos de X. Consideremos la función ϕ : X ×X → Conv (X),
dada por

ϕ (x, y) =

{
{E (x, y)} si (x, y) ∈ ∆̃,

[x ∧ y;x ∨ y] si (x, y) /∈ ∆̃.

Notemos que, debido al Lema 3.2.2, ∆̃ es cerrado en X × X. Además, las
funciones ∧, ∨ y E son continuas y, como E satisface la condiciones 2 y 3,
se cumple que x ∧ y ≤ E (x, y) ≤ x ∨ y para cada (x, y) ∈ ∆̃. Entonces, del
Lema 1.7.13 podemos concluir que ϕ es semicontinua inferiormente.

Ahora, por el Teorema 1.7.12, existe una función continua h : X×X → X
tal que h (x, y) ∈ ϕ (x, y) para cada (x, y) ∈ X ×X. Notemos que h ↾∆̃= E.
Definimos p : X ×X → X por

p (x, y) =

(
h (x, y) ∨ h (y, x)

)
∨
(
α (h (α (x) , α (y))) ∧ α (h (α (y) , α (x)))

)
.

Esta función es continua, simétrica y es fácil verificar que p (x, x) = x

para cada x ∈ X. Entonces p es una media. Además, si (x, y) ∈ ∆̃, entonces

p (x, y) =

(
E (x, y) ∨ E (y, x)

)
∨
(
α (E (α (x) , α (y))) ∧ α (E (α (y) , α (x)))

)
= E (x, y) ∨ α (E (α (x) , α (y)))

= E (x, y) ,

pues E satisface las condiciones 2 y 5. Entonces p ↾∆̃= E, y esto implica que
p es una media propia derecha que preserva el orden, pues E satisface las
condiciones 3 y 4.
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Sólo falta demostrar que p es una media aritmética. Sea (x, y) ∈ X ×X.
Entonces

α (p (α (x) , α (y)))

= α

((
h (α (x) , α (y)) ∨ h (α (y) , α (x))

)
∨
(
α (h (x, y)) ∧ α (h (y, x))

))
=

(
α
(
h (α (x) , α (y))

)
∧ α
(
h (α (y) , α (x))

))
∧
(
h (x, y) ∨ h (y, x)

)
≤
(
α
(
h (α (x) , α (y))

)
∧ α
(
h (α (y) , α (x))

))
∨
(
h (x, y) ∨ h (y, x)

)
= p (x, y) ,

por lo que p es una media aritmética.

Observación 3.2.16. En el Lema 3.2.15, las condiciones 4 y 5 pueden in-
tercambiarse por las siguientes propiedades.

4.′ x < E (x, y) ≤ y para cada (x, y) ∈ X ×X con x < y,

5.′ α (E (α (x) , α (y))) ≥ E (x, y) para cada (x, y) ∈ ∆̃.

En este caso, la conclusión del lema es que existe una media armónica propia
izquierda que preserva el orden en X, que, al igual que una media aritmética
propia derecha que preserva el orden, implica una respuesta positiva a la
versión débil del problema de Jaworowski.

El siguiente es un ejemplo de un espacio que satisface las condiciones del
Lema 3.2.15.

Ejemplo 3.2.17. Consideremos la ret́ıcula topológica
(
Kn

(0),b,⊆,∧,∨
)
y la

involución polar ◦ : Kn
(0),b → Kn

(0),b, definidas en el Ejemplo 1.8.10.
Recordemos que en los Ejemplos 1.8.10 y 3.2.13 vimos que este espa-

cio satisface las hipótesis de la versión débil del problema de Jaworowski y
del Corolario 3.2.10. Por otra parte, también cumple las hipótesis del Le-
ma 3.2.15, pues tiene una estructura convexa dada por las funciones km :
(Kn

(0),b)
m ×∆m → Kn

(0),b, con m ∈ N, definidas como

km ((A1, . . . , Am) , (t1, . . . , tm)) =
m∑
i=1

tiAi.
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Además, los conjuntos [A;B] son convexos para cada A,B ∈ Kn
(0),b con A ⊆

B. En efecto, si C1, . . . , Cm ∈ [A;B] y (t1, . . . , tm) ∈ ∆m, entonces A ⊆ Ci ⊆
B para cada i ∈ {1, . . . ,m}, y por lo tanto

A =
m∑
i=1

tiA ⊆
m∑
i=1

tiCi ⊆
m∑
i=1

tiB = B,

donde la primera y última igualdad se dan porque A y B son convexos. Esto
implica que km ((C1, . . . , Cm) , (t1, . . . , tm)) ∈ [A;B]. ◀

3.3. Problema de Anderson

En esta sección traducimos algunos de los resultados de la sección ante-
rior al caso particular del problema de Anderson (Problema 1.8.3), es decir,
cuandoX es homeomorfo al cubo de Hilbert Q yXZ2 es un conjunto unitario.

El siguiente corolario implica que el problema de Anderson tiene una
respuesta positiva si y sólo si X admite una media equivariante.

Corolario 3.3.1. Sea (X,α) un Z2-espacio metrizable tal que X es homeo-
morfo a Q y α tiene un único punto fijo. Entonces, α es conjugada con la
involución estándar σ : Q→ Q si y sólo si existe una media equivariante en
X.

Demostración. Supongamos que existe una media equivariante en X. El es-
pacio X es un AR, ya que es homeomorfo a Q, y XZ2 es un AR porque es
un conjunto unitario. Entonces, por el Corolario 3.2.1 tenemos que (X,α) es
un Z2-AR y, por lo tanto, el Teorema 1.8.2 implica que α es conjugada con
la involución estándar σ : Q→ Q.

Ahora, supongamos que α es conjugada con σ. Entonces, existe un ho-
meomorfismo h : X → Q tal que α = h−1 ◦ σ ◦ h. La función p : Q×Q→ Q,
dada por

p ((xn), (yn)) =

(
xn + yn

2

)
,

es una media equivariante en (Q, σ). Entonces p′ : X ×X → X, dada por

p′ (x, y) = h−1 (p (h (x) , h (y))) ,

es una media equivariante en X.
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Recordemos que en el Corolario 3.2.4 vimos que, para que la versión débil
del problema de Jaworowski tenga una respuesta positiva, es suficiente que
exista una estructura de Z2-ret́ıcula decreciente (X,α,≤,∧,∨) en X tal que
(X,≤,∧,∨) sea modular. El siguiente corolario muestra que la existencia de
esta estructura es equivalente al problema de Anderson.

Corolario 3.3.2. Sea (X,α) un Z2-espacio metrizable tal que X es homeo-
morfo a Q y α tiene un único punto fijo. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) La involución α es conjugada con la involución estándar σ : Q→ Q.

(2) Existe una estructura de Z2-ret́ıcula decreciente (X,α,≤,∧,∨) en X
tal que (X,≤,∧,∨) es distributiva.

(3) Existe una estructura de Z2-ret́ıcula decreciente (X,α,≤,∧,∨) en X
tal que (X,≤,∧,∨) es modular.

Demostración. Como las ret́ıculas distributivas son modulares, es claro que
(2) implica (3).

Por otra parte, debido al Corolario 3.2.4 y al Teorema 1.8.2, (3) implica
(1).

Veamos que (1) implica (2). Supongamos que α es conjugada con σ. Esto
significa que existe un homeomorfismo h : X → Q tal que α = h−1 ◦ σ ◦ h.
Sabemos que (Q,≤′,∧′,∨′) es una ret́ıcula topológica distributiva, donde los
operadores ∧′ y ∨′ están definidos por

(xn) ∧′ (yn) = (mı́n {xn, yn}) , (xn) ∨′ (yn) = (máx {xn, yn}) ,

y el orden parcial ≤′ está dado por

(xn) ≤′ (yn) si y sólo si xn ≤ yn para toda n ∈ N.

Además, σ es decreciente con respecto a ≤′. Por lo tanto, si definimos ∧ y ∨
en X como

x ∧ y = h−1 (h (x) ∧′ h (y)) , x ∨ y = h−1 (h (x) ∨′ h (y)) ,

y el orden parcial ≤ por

x ≤ y si y sólo si h (x) ≤′ h (y) ,

entonces (X,≤,∧,∨) es una ret́ıcula topológica distributiva y α es decreciente
con respecto a ≤.



Caṕıtulo 4

Otros resultados y trabajo a
futuro

En este caṕıtulo plantearemos algunas preguntas en las que vamos a con-
tinuar trabajando.

4.1. Medias propias y orden

Sea (X,α) un Z2-espacio que cumple las hipótesis de la versión débil del
problema de Jaworowski (Problema 1.8.6). En la Sección 3.2 vimos que, para
obtener una respuesta positiva a este problema, es suficiente construir una
media equivariante en X y, si X es compacto, para esto basta construir una
media aritmética propia derecha que preserva el orden (o, equivalentemente,
una media armónica izquierda que preserva el orden). En el Lema 3.2.15
mostramos que, si X tiene una estructura convexa tal que los conjuntos
[x; y] son convexos para cada x, y ∈ X, con x ≤ y, para que exista una media
aritmética propia derecha que preserva el orden en X es suficiente que exista
una en el espacio

∆̃ = {(x, y) ∈ X ×X | x ≤ y o y ≤ x}

de pares comparables. Entonces, continuaremos trabajando en encontrar con-
diciones para que exista una función de este tipo en ∆̃. Planteamos la siguien-
te pregunta.

Pregunta 4.1.1. ¿Bajo qué condiciones en (X,α) existe una función E :

∆̃ → X que cumple las propiedades del Lema 3.2.15?

81
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Por otra parte, como en las hipótesis de la versión débil del problema
de Jaworowski suponemos que el Z2-espacio (X,α) tiene una estructura de
ret́ıcula topológica (X,≤,∧,∨) tal que α es decreciente con respecto a ≤, es
natural hacer la siguiente pregunta.

Pregunta 4.1.2. Sea (X,α) un Z2-espacio. ¿Bajo qué condiciones se puede
definir una estructura de ret́ıcula topológica (X,≤,∧,∨) en X tal que α sea
decreciente con respecto a ≤?

4.2. El espacio de medias

Sea (X,α) un Z2-espacio metrizable. Consideremos el espacio de medias
en X

M := {p : X ×X → X | p es una media} ,
equipado con la topoloǵıa compacto-abierta.

Notemos que la involución α : X → X induce una involución en M.

Proposición 4.2.1. La función α′ : M → M, dada por

α′ (f) (x, y) = α (f (α (x) , α (y)))

para cada (x, y) ∈ X ×X, es una involución.

Demostración. Es claro que si f es una media en X, entonces α′ (f) también
lo es, por lo que α′ está bien definida. Además, es fácil ver que α′ ◦α′ = IdM.

Veamos que α′ es continua. Sean K un subconjunto compacto de X×X y
U un subconjunto abierto de X. Queremos ver que la preimagen del abierto
subbásico en M

[K,U ] := {p ∈ M | p (K) ⊆ U}
es abierta en M. Denotemos por α a la involución inducida coordenada a
coordenada en X ×X por α. Es decir, α : X ×X → X ×X está dada por

α (x, y) = (α (x) , α (y)) .

Entonces, notemos que

(α′)
−1

([K,U ]) = {p ∈ M | α (p (α (x) , α (y))) ∈ U para cada (x, y) ∈ K}
= {p ∈ M | p (x, y) ∈ α (U) para cada (x, y) ∈ α (K)}
= [α (K) , α (U)] .
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Por lo tanto, (α′)−1 ([K,U ]) es un abierto subbásico de M, y podemos con-
cluir que α′ es continua.

También, observemos que si α es decreciente con respecto a una estructura
de ret́ıcula en X, α′ es decreciente con respecto a la estructura de ret́ıcula
inducida en M.

Proposición 4.2.2. Supongamos que X es localmente compacto. Si exis-
te una estructura de ret́ıcula topológica (X,≤,∧,∨) en X, esta induce una
estructura de ret́ıcula topológica (M,≤′,∧′,∨′) en M. Además, si α es de-
creciente con respecto a ≤, entonces α′ es decreciente con respecto a ≤′.

Demostración. Consideremos el orden parcial ≤′ en M dado por

f ≤′ g si y sólo si f (x, y) ≤ g (x, y) para toda (x, y) ∈ X ×X.

Es fácil ver que, si definimos los operadores ∧′ y ∨′ como

(f ∧′ g) (x, y) = f (x, y) ∧ g (x, y) y (f ∨′ g) (x, y) = f (x, y) ∨ g (x, y) ,

para cada (x, y) ∈ X ×X, entonces están bien definidos y (M,≤′,∧′,∨′) es
una ret́ıcula.

Veamos que (M,≤′,∧′,∨′) es una ret́ıcula topológica. Para ver que ∧′ es
continua, consideremos (f, g) ∈ M × M, K ⊆ X × X compacto y U ⊆ X
abierto tales que f ∧′ g ∈ [K,U ].

Sea (x, y) ∈ K. Como f (x, y)∧ g (x, y) ∈ U y ∧ es una función continua,
existen abiertos V(x,y) yW(x,y) enX tales que f (x, y) ∈ V(x,y), g (x, y) ∈ W(x,y)

y

∧
(
V(x,y) ×W(x,y)

)
⊆ U. (4.1)

Además, como f y g son continuas, existe un abierto A(x,y) en X×X tal que
(x, y) ∈ A(x,y) y

f
(
A(x,y)

)
⊆ V(x,y), g

(
A(x,y)

)
⊆ W(x,y). (4.2)

Como X×X es localmente compacto, existe una vecindad compacta C(x,y) de
(x, y) en X×X tal que (x, y) ∈ C(x,y) ⊆ A(x,y). Entonces, de (4.2) concluimos
que

f
(
C(x,y)

)
⊆ V(x,y), g

(
C(x,y)

)
⊆ W(x,y). (4.3)
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Ahora, como K es compacto y
{
int
(
C(x,y)

)
| (x, y) ∈ K

}
es una cubierta

abierta de K, existen (x1, y1) , . . . , (xn, yn) ∈ K tales que

K ⊆
n⋃

i=1

C(xi,yi). (4.4)

Sea

U =

(
n⋂

i=1

[
C(xi,yi), V(xi,yi)

])
×

(
n⋂

i=1

[
C(xi,yi),W(xi,yi)

])
.

U es abierto en M × M, pues es el producto de intersecciones de abiertos
subbásicos de M. Además, de (4.3) podemos concluir que (f, g) ∈ U , y las
contenciones (4.4) y (4.1) implican que, para cualquier (h, j) ∈ U y (x, y) ∈
K, se cumple que h (x, y) ∧ j (x, y) ∈ U . Es decir, ∧′ (U) ⊆ [K,U ]. Por lo
tanto, la preimagen de [K,U ] es abierta en M×M, y podemos concluir que
∧′ es continua. De forma análoga se puede verificar que ∨′ es continua, y por
lo tanto (M,≤′,∧′,∨′) es una ret́ıcula topológica.

Por último, supongamos además que α es decreciente con respecto a ≤.
Si f, g ∈ M y f ≤′ g, entonces

f (α (x) , α (y)) ≤ g (α (x) , α (y))

para cada (x, y) ∈ X ×X. Por lo tanto,

α (g (α (x) , α (y))) ≤ α (f (α (x) , α (y)))

para cada (x, y) ∈ X ×X, y entonces α′ (g) ≤′ α′ (f). Concluimos que α′ es
decreciente con respecto a ≤′.

Ahora, notemos que si existe f ∈ M tal que α′ (f) = f , entonces

f (x, y) = α′ (f) (x, y) = α (f (α (x) , α (y)))

para cada (x, y) ∈ X × X, y por lo tanto f es una media equivariante.
Conversamente, si f es una media equivariante en X, entonces f ∈ M y
α′ (f) = f . Por lo tanto, el problema de encontrar una media equivariante en
X es equivalente a que α′ tenga un punto fijo. Aśı, planteamos la siguiente
pregunta.
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Pregunta 4.2.3. ¿Bajo qué condiciones en (X,α) se cumple que α′ tiene un
punto fijo?

En lo que resta de esta sección, supongamos que α tiene un único pun-
to fijo y que (X,α) cumple las hipótesis de la versión débil del problema
de Jaworowski. Es decir, X es un AR y existe una estructura de ret́ıcula
(X,≤,∧,∨) en X tal que (X,α,≤,∧,∨) es una Z2-ret́ıcula decreciente. No-
temos que el subconjunto de M de medias p que están relacionadas con su
imagen α′ (p),

N := {p ∈ M | p ≤′ α′ (p) o α′ (p) ≤′ p}

(donde ≤′ es el orden parcial en M definido en la Proposición 4.2.2), es
invariante bajo α′ y es no vaćıo. En efecto, el hecho de que α es decreciente
con respecto a ≤ implica que α′ (∧) = ∨ y α′ (∨) = ∧. Entonces, como
∧ ≤′ ∨, las funciones ∧ y ∨ son elementos de N . Además, si f es una
media equivariante, entonces f ∈ N y es un punto fijo de la involución
α′ ↾N : N → N .

En la Proposición 4.2.5 construimos una sucesión de medias en N tal
que, si es convergente, su ĺımite es un punto fijo de α′. Antes de pasar a este
resultado, demostramos el siguiente lema.

Lema 4.2.4. Sean d una métrica en X ×X que induce su topoloǵıa, y Y un
subconjunto abierto y totalmente acotado de (X ×X, d) que no intersecta a la
diagonal. Entonces, para cada ε > 0 existe una ε-red {(x1, y1) , . . . , (xm, ym)}
de Y , contenida en Y , tal que los conjuntos A1, . . . , Am, B1, . . . , Bm son aje-
nos dos a dos, donde

Ai := {(xi, yi) , (yi, xi)} , Bi := {(α (xi) , α (yi)) , (α (yi) , α (xi))}

para cada i ∈ {1, . . . ,m}.

Demostración. Notemos que si (x, y) ∈ Y , entonces (x, y) ̸= (α (x) , α (y)).
En efecto, como Y no intersecta a la diagonal de X ×X, entonces x y y son
distintos y, como α tiene un único punto fijo, no puede pasar que x = α (x)
y y = α (y).

Sean ε > 0 y {(a1, b1) , . . . , (am, bm)} una ε
2
-red de Y , contenida en Y .

Queremos construir (x1, y1) , . . . , (xm, ym) ∈ Y tales que

(xi, yi) ∈ B
(
(ai, bi) ,

ε

2

)



86 CAPÍTULO 4. OTROS RESULTADOS Y TRABAJO A FUTURO

para cada i ∈ {1, . . . ,m} (esto garantiza que {(x1, y1) , . . . , (xm, ym)} es una
ε-red de Y ) y tales que los conjuntos A1, . . . , Am, B1, . . . , Bm son ajenos dos
a dos.

Como (a1, b1) es un elemento de Y ∩ B
(
(a1, b1) ,

ε
2

)
y este es un subcon-

junto abierto de X ×X, existe un abierto U de X tal que

(a1, b1) ∈ {a1} × U ⊆ Y ∩B
(
(a1, b1) ,

ε

2

)
.

El abierto U es infinito, pues X es un espacio métrico conexo (X es un AR).
Por lo tanto, podemos elegir b′1 ∈ U tal que a1 ̸= α (b′1). Entonces, definimos
(x1, y1) := (a1, b

′
1). La elección de b′1 garantiza que A1 y B1 son ajenos.

Sea k ≥ 1, k < m. Supongamos que ya construimos (x1, y1) , . . . , (xk, yk)
que cumplen lo requerido. Existe

(c, d) ∈
(
Y ∩B

(
(ak+1, bk+1) ,

ε

2

))
\

k⋃
i=1

(Ai ∪Bi) ,

pues Y ∩B
(
(ak+1, bk+1) ,

ε
2

)
es un abierto no vaćıo de X×X y

⋃k
i=1 (Ai ∪Bi)

es finito. De la misma forma que en el paso base, podemos elegir

(c, d′) ∈
(
Y ∩B

(
(ak+1, bk+1) ,

ε

2

))
\

k⋃
i=1

(Ai ∪Bi)

tal que c ̸= α (d′). Entonces, definimos (xk+1, yk+1) := (c, d′). Esta elección
cumple lo requerido.

Por lo tanto, existe una ε-red {(x1, y1) , . . . , (xm, ym)} de Y , contenida en
Y , tal que los conjuntos A1, . . . , Am, B1, . . . , Bm son ajenos dos a dos.

Proposición 4.2.5. Supongamos que X es compacto y tiene una estructura
convexa tal que los conjuntos [x; y] son convexos para cada x, y ∈ X con
x ≤ y.

(1) Existen una métrica d en X × X (compatible con su topoloǵıa) y una
sucesión (pn)n∈N en N tal que, para cada n ∈ N,

pn ≤′ pn+1 ≤′ α′ (pn+1) ≤′ α′ (pn)

y pn coincide con α′ (pn) en un subconjunto 1
2n
-denso de (X ×X, d).
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(2) Si además la sucesión (pn) converge en C (X ×X,X) (con la topoloǵıa
compacto-abierta), entonces su ĺımite pertenece a N y es un punto fijo
de α′. Por lo tanto, es una media equivariante en X, y (X,α) es un
Z2-AR.

Demostración. (1) Sea d una métrica en X×X, compatible con su topoloǵıa,
acotada por 1

2
.

Definimos p0 := ∧. Entonces p0 ≤′ α′ (p0) = ∨. Además, p0 y α′ (p0)
coinciden en la diagonal de X ×X, que es un subconjunto 1-denso porque d
está acotada por 1

2
.

Sea k ∈ N. Supongamos que ya construimos p0, . . . , pk que satisfacen las
condiciones necesarias. Si pk = α′ (pk), entonces definimos pk+1 := pk, y es
claro que pk+1 cumple lo requerido.

Si pk <
′ α′ (pk), entonces el conjunto

Y := {(x, y) ∈ X ×X | pk (x, y) ̸= α′ (pk) (x, y)}
= {(x, y) ∈ X ×X | pk (x, y) < α′ (pk) (x, y)}

es no vaćıo. Además, es abierto en X ×X, pues su complemento es el con-
junto de puntos en los que las funciones continuas pk y α′ (pk) coinciden.
Notemos que, como X × X es compacto, Y es totalmente acotado y, como
pk (x, x) = x = α′ (pk) (x, x) para cada x ∈ X, el conjunto Y no inter-
secta a la diagonal de X × X. Entonces, debido al Lema 4.2.4, existe una

1
2k+1 -red {(x1, y1) , . . . , (xm, ym)} de Y , contenida en Y , tal que los conjuntos
A1, . . . , Am, B1, . . . , Bm son ajenos dos a dos, donde

Ai := {(xi, yi) , (yi, xi)} , Bi := {(α (xi) , α (yi)) , (α (yi) , α (xi))} .

Por otra parte, existe θi ∈ [pk (xi, yi) ;α
′ (pk) (xi, yi)] tal que

pk (xi, yi) < θi < α′ (pk) (xi, yi)

para cada i ∈ {1, . . . ,m}, porque pk (xi, yi) < α′ (pk) (xi, yi) y el intervalo es
conexo. Como α es decreciente con respecto a ≤, entonces

α (α′ (pk) (xi, yi)) < α (θi) < α (pk (xi, yi))

para cada i ∈ {1, . . . ,m}, y por lo tanto

α (θi) ∈ [pk (α (xi) , α (yi)) ;α
′ (pk) (α (xi) , α (yi))] .
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Sea Conv (X) la familia de todos los subconjuntos convexos, cerrados, no
vaćıos de X. Definimos la función ϕ : X ×X → Conv (X), dada por

ϕ (x, y) =


{θi} si (x, y) ∈ Ai p. a. i ∈ {1, . . . ,m} ,
{α (θi)} si (x, y) ∈ Bi p. a. i ∈ {1, . . . ,m} ,
[pk (x, y) ;α

′ (pk) (x, y)] en otro caso.

Como los conjuntos A1, . . . , Am, B1, . . . , Bm son ajenos dos a dos, ϕ está
bien definida. Además notemos que ϕ (x, y) ⊆ [pk (x, y) ;α

′ (pk) (x, y)] en cual-
quiera de los casos. Por otra parte, como

⋃m
i=1 (Ai ∪Bi) es finito, entonces

es cerrado en X ×X y es discreto (y cualquier función definida en este con-
junto es continua). Por lo tanto, del Lema 1.7.13 podemos concluir que ϕ es
semicontinua inferiormente.

Ahora, por el Teorema 1.7.12, existe una función continua h : X×X → X
tal que h (x, y) ∈ ϕ (x, y) para cada (x, y) ∈ X ×X. Entonces

h (x, y) ∈ [pk (x, y) ;α
′ (pk) (x, y)] (4.5)

para cada (x, y) ∈ X × X, y en particular h (x, x) = x para cada x ∈ X.
Además, como

h (α (x) , α (y)) ∈ [pk (α (x) , α (y)) ;α′ (pk) (α (x) , α (y))]

para cada (x, y) ∈ X ×X y α es decreciente con respecto a ≤, entonces

α (h (α (x) , α (y))) ∈ [pk (x, y) ;α
′ (pk) (x, y)] . (4.6)

Notemos que como pk y α′ (pk) son simétricas, también se cumple que

h (x, y) , α (h (α (x) , α (y))) ∈ [pk (y, x) ;α
′ (pk) (y, x)] (4.7)

para cada (x, y) ∈ X ×X.
Definimos pk+1 : X ×X → X por

pk+1 (x, y) =

(
h (x, y) ∨ h (y, x)

)
∧
(
α (h (α (x) , α (y))) ∧ α (h (α (y) , α (x)))

)
.

Esta función es continua, simétrica y es fácil verificar que pk+1 (x, x) = x
para cada x ∈ X. Entonces pk+1 es una media. Además, de (4.5), (4.6) y
(4.7) podemos concluir que pk (x, y) ≤ h (x, y) ∨ h (y, x) y

pk (x, y) ≤ α (h (α (x) , α (y))) ∧ α (h (α (y) , α (x)))
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para cada (x, y) ∈ X × X, y por lo tanto pk (x, y) ≤ pk+1 (x, y). Esto im-
plica que pk ≤′ pk+1 y, como α′ es decreciente con respecto a ≤′, entonces
α′ (pk+1) ≤′ α′ (pk).

Por otra parte, es fácil verificar que

pk+1 (x, y) =

(
h (x, y) ∨ h (y, x)

)
∧
(
α (h (α (x) , α (y))) ∧ α (h (α (y) , α (x)))

)
≤
(
h (x, y) ∨ h (y, x)

)
∨
(
α (h (α (x) , α (y))) ∧ α (h (α (y) , α (x)))

)
= α′ (pk+1) (x, y)

para cada (x, y) ∈ X × X. Entonces, podemos concluir que pk ≤′ pk+1 ≤′
α′ (pk+1) ≤′ α′ (pk).

Finalmente, notemos que, como h es una selección de ϕ, pk+1 (xi, yi) =
θi = α′ (pk+1) (xi, yi) para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Por lo tanto, pk+1 y α′ (pk+1)
coinciden en la red {(x1, y1) , . . . , (xm, ym)}, que es un conjunto 1

2k+1 -denso.
Esto termina el paso inductivo.

(2) Supongamos que la sucesión (pn) converge en C (X ×X,X) a una
función p. Sean x, y ∈ X. Como pn (x, x) = x para cada n ∈ N y (pn (x, x))
converge a p (x, x), entonces p (x, x) = x. Por otra parte, como (pn (x, y))
converge a p (x, y), (pn (y, x)) converge a p (y, x) y cada pn es simétrica, en-
tonces p también es simétrica. Por lo tanto, podemos concluir que p es una
media.

Supongamos, por reducción al absurdo, que p ̸= α′ (p). Entonces existen
(x0, y0) ∈ X ×X y ε > 0 tales que p (x, y) ̸= α′ (p) (x, y) para cada (x, y) ∈
B ((x0, y0) , ε). Sea k ∈ N tal que 1

2k
< ε. Como pk y α′ (pk) coinciden en

un subconjunto 1
2k
-denso de X × X, existe (x′, y′) ∈ B ((x0, y0) , ε) tal que

pk (x
′, y′) = α′ (pk) (x

′, y′). Además, como para cada n ∈ N

pn ≤′ pn+1 ≤′ α′ (pn+1) ≤′ α′ (pn) ,

entonces pn (x
′, y′) = α′ (pn) (x

′, y′) para toda n ≥ k, y esto implica que
p (x′, y′) = α′ (p) (x′, y′). Pero esto contradice que (x′, y′) ∈ B ((x0, y0) , ε).
Entonces, podemos concluir que p es un punto fijo de α′. Por lo tanto, es una
media equivariante y, por el Corolario 3.2.1, (X,α) es un Z2-AR.

En la proposición anterior basta que (pn) converja en C (X ×X,X) para
que exista una media equivariante en X y (X,α) sea un Z2-AR. Entonces,
planteamos la siguiente pregunta.
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Pregunta 4.2.6. ¿Bajo qué condiciones se cumple que la sucesión (pn) de
la Proposición 4.2.5 converge en C (X ×X,X)?

4.3. Conclusión

Para concluir este trabajo, recapitularemos brevemente los resultados. El
objetivo central de esta tesis fue estudiar bajo qué condiciones un G-espacio
es un G-AR, trabajando en particular en el problema de Jaworowski y la
Pregunta 2.1.4, planteada por H. Juárez-Anguiano.

En el Caṕıtulo 2, demostramos que estos dos problemas tienen una res-
puesta positiva cuando el grupo G es finito y existe una n-media equivariante
en X tal que n es un múltiplo de la cardinalidad de G. Después, dimos otra
respuesta parcial a la pregunta de H. Juárez-Anguiano, probando que se
puede resolver afirmativamente si existe una n-cuasimedia contractiva equi-
variante en X para alguna n ∈ N.

En el Caṕıtulo 3, trabajamos en el problema de Jaworowski en el caso
en el que el grupo G es Z2 y existe una estructura de ret́ıcula topológica en
X. Demostramos que la versión débil del problema de Jaworowski (Proble-
ma 1.8.6) tiene una respuesta positiva si la ret́ıcula (X,≤,∧,∨) es modular.
También, probamos que este problema se puede resolver afirmativamente si
existe una media equivariante en X y que, bajo ciertas condiciones en X,
para construir una función de este tipo basta que haya una media aritméti-
ca propia derecha que preserva el orden (o, equivalentemente, una media
armónica izquierda que preserva el orden). Posteriormente, mostramos que,
si X tiene una estructura convexa tal que los conjuntos [x; y] son convexos
para cada x, y ∈ X, con x ≤ y, para que exista una media aritmética propia
derecha que preserva el orden en X es suficiente que exista una en el espacio
∆̃ = {(x, y) ∈ X ×X | x ≤ y o y ≤ x} de pares comparables. En el futuro,
continuaremos trabajando en la pregunta de cuándo hay una función de este
tipo en ∆̃.

Además, trabajaremos en encontrar condiciones para que las hipótesis
sobre el orden de la versión débil del problema de Jaworowski se cumplan
en un Z2-espacio arbitrario. Por otra parte, seguiremos estudiando el espacio
de medias y las condiciones bajo las cuales la involución inducida en este
espacio tiene un punto fijo.
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