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Introduccion

El grupo modular de una n-variedad compacta orientable X, usualmente denotado por
Mod(X) y conocido como ‘mapping class group’ en inglés, se define como

Mod(X) = mg (Homeo+(X)),

es decir, el grupo de clases de isotopia de homeomorfismos de X que preservan orientacion. En
particular, los grupos modulares de superficies topologicas y de 3-variedades han sido amplia-
mente estudiados desde distintas perspectivas, ver por ejemplo las referencias introductorias
al tema [FM12] para el caso de superficies y [Baetal| para el caso de 3-variedades.

El objetivo de este trabajo es estudiar el grupo modular de 3-variedades X que aparecen
como el espacio total de un haz de circulos orientados

st X = S,

sobre una superficie cerrada orientable S, de género g. Como veremos en esta tesis, fijando el
género g de la superficie base, dichas 3-variedades se clasifican a través de la clase de Euler en
H 2(Sg, Z) = 7, es decir, estan determinadas por dos parametros: g el género de la superficie
y k el nimero de Euler (el nimero que le corresponde a la clase bajo el isomorfismo con 7).
Por ende las denotaremos por X, g .

Dadas las condiciones anteriores, cuando g > 1y (g,k) # (1,0), el grupo modular de X 5
denotado por Mod(X 5) resulta ser una extension del grupo modular de la superficie Mod(Sy)
por el primer grupo de cohomologia H 1(Sg; Z) de la superficie con coeficientes triviales

1 — H'(S4;Z) — Mod(X}) — Mod(S,) — 1. (1)

En este trabajo explicaremos cémo se deriva esta extensién de grupos a partir de resultados
clasicos como los son el Teorema de Dehn-Nielsen-Baer y el Teorema de Waldhusen, asi como
la sucesion de Conner-Raymond.

Usando la clasificacion de extensiones con niicleo abeliano por el segundo grupo de coho-
mologia, véase Teorema 2.5, a la extension de grupos (1) le corresponde una clase de coho-
mologia en H?(Mod(Sy); H*(S;)) que denotaremos por euy. Mas atin, la extensién de grupos
(1) escinde si y sdlo si eu, = 0, en cuyo caso

Mod(X}) = H'(S4;Z) x Mod(S,).



\Y% Introduccion

Basandonos en el trabajo de Chen y Tshishiku en [CT24] responderemos a la pregunta:
spara qué casos escinde la extension de grupo (1)? La respuesta se obtiene de calcular el orden
de la clase euy en H?(Mod(S,); H(S,), mismo que describimos en este trabajo. Veremos que
este calculo implica que la extension (1) siempre escinde cuando g = 1, y para g > 2 escinde
si y s6lo si k es divisible por 2g — 2. Mas atn, esbozaremos una demostracién de Chen y
Tshishiku para determinar la 2-cohomologia del grupo modular con coeficientes torcidos, para
género mayor que 8, obteniendo

H*(Mod(S,); H'(Sg)) = Z/(2g - 2).

La obstruccion a la existencia de una escision de la extension (1) cuando g > 2 tiene
implicaciones en la siguiente instancia del problema de realizacion de Nielsen. El problema es
determinar si la composicion

Homeo™ (X}) — Mod(X}) — Mod(S,) (2)

admite o no secciones de grupos. Si la extension (1) no escinde, se sigue que no pueden existir
tales secciones. Por ende, se puede concluir que la composiciéon 2 no admite secciones cuando
k no es divisible por 2g — 2 contestando parcialmente esta pregunta; véase [CT24] y [ACT23]
donde los autores profundizan en este problema.

Esta tesis se divide en cuatro capitulos que a continuaciéon se describen. En el primer
capitulo introducimos los haces de circulos orientados y describimos su clasificacion. En par-
ticular, mostramos que cuando la base es una superficie orientable, estos estan clasificados
por un nimero entero llamado el numero de Euler del haz. Particularmente damos algunos
ejemplos interesantes de estos haces fibrados con el calculo respectivo de su ntmero de Euler.

En el segundo capitulo se estudian las extensiones de grupos con nucleo abeliano y su
clasificacién mediante la cohomologia de grupos en grados bajos. El estudio se especializa
después al caso en que las extensiones de grupos surgen a partir de la sucesiéon exacta larga
de grupos de homotopia de haces del circulo orientados sobre superficies. Probamos que estas
extensiones son centrales y que su clase asociada en cohomologia coincide con la clase de Euler
del haz original.

El tercer capitulo es una exposicién de las principales herramientas sobre los grupos mo-
dulares de superficies Mod(.S,) que nos ayudaran a relacionarlos con el grupo modular de la
3-variedad Xg. En particular, presentamos los calculos de cohomologia en grados bajos del
grupo modular de la superficie, siguiendo las demostraciones de Morita [Mor01] en el grado 1
y de Chen-Tshishiku [CT24] en grado 2.

En el altimo capitulo se establece formalmente la relacién entre Mod (X ;“) y Mod(S,), y
se determina cuéndo la extension (1) se escinde. Completamos la exposicion exhibiendo los
grupos modulares para el caso de los haces sobre la esfera, y concluimos con algunos ejemplos
concretos.



Capitulo 1

Haces de circulos orientados y su
clasificaciéon

En este capitulo introducimos los haces de circulos orientados con espacio base una su-
perficie cerrada y recordamos la clasificacién de estos haces. Los espacios totales de estas
fibraciones son 3-variedades que son el objeto de estudio en esta tesis.

Para abordar esta clasificacién, nos apoyamos en la teoria de G-haces principales, cuya
exposicion tratamos en el Apéndice A, que proporciona una herramienta general para describir
haces fibrados con grupo estructural dado. En particular, se muestra que los haces de circulos
orientados pueden entenderse como S'-haces principales, cuya clasificacion queda determinada
por funciones continuas con codominio un modelo de espacio clasificante BS' ~ CP>. Esta
perspectiva permite introducir un invariante topologico que clasifica completamente los haces
de circulos orientados: la clase de Euler del haz.

En particular, cuando la base es una superficie orientable, los haces de circulos posibles
estén clasificados por un niimero entero: el nimero de Euler del haz. Concluimos el capitulo
calculando explicitamente este nimero en términos de una seccion del haz.

1.1. Haces de circulos: definicién y primeros ejemplos

Comenzamos introduciendo la definicién formal de los haces de circulos. Posteriormente,
describiremos diversas familias de estos haces que serédn relevantes e interesantes una vez
demos la clasificacién de este tipo de haces.

Para una exposicion rigurosa de las nociones empleadas de teoria de haces fibrados, remi-
timos al lector al Apéndice A.

Definicién 1.1. Definimos un haz de circulos como un haz fibrado £ = (7, X, B) con fibra
el circulo S! y grupo estructural Homeo(S!), el grupo de homeomorfismos de S*.



2 Capitulo 1. Haces de circulos orientados y su clasificacién

El haz de circulos trivial sobre un espacio topologico B es el haz fibrado
5! BxS' 5 B,
donde (b, z) = b es la proyeccion en la primera coordenada.

Notacién 1.1. Dado que S' es un espacio compacto y Hausdorff, el conjunto de sus homeo-
morfismos forma un grupo topolégico cuando se equipa con la topologia compacto-abierta.
Cuando queramos considerar el mismo conjunto con la topologia discreta, lo denotaremos por
Homeogs(S!) y denotaremos por Homeo, (S!) a éste con la topologia compacto-abierta.

Haces de circulos sobre espacios proyectivos complejos

Recordemos que para n > 1 el espacio proyectivo complejo CP" se definen como el
conjunto de lineas complejas en C"*! que pasan por el origen. Cada linea compleja que pasa
por el origen se puede entender como el conjunto de puntos A(zo, ..., 2,) € C"*! con A € C*
y 20,-.-.,2n fijos. Asi, el espacio proyectivo complejo corresponde al cociente de una esfera
§2ntl — ¢ bajo la accion del circulo S':

CP" =s*1 /sl donde (20,...,2,) ~ (A20,...,A2,) paratoda \ € S' c C*.
Se suele denotar a la clase de equivalencia de (2o, ..., 2,) € $2"*! en CP™ por [20: -~ : zy].
Ejemplo 1.1 (Fibracion de Hopf). Un ejemplo de haz de circulos
St g2t I cpr
sobre el espacio proyectivo CP", esta dado por la proyeccion 7 : $2**+1 — CP™ definida por
Tn(20y -y 2n) = [20 1 -+ & 2n).
El caso n =1 es la clasica fibracién de Hopf

Sty 83 5 52,

sobre la esfera de Riemann CP' = {[21 : 29] | (21,22) # (0,0)} = S%. Para ver que este caso
especifico es un haz de circulos consideremos los abiertos U = 52\ {0} y V = 52\ {0}. Bajo
la identificacion CP! 22 S? corresponden a

U=/{[z1: 2] € CP! | 2 # 0}, V ={[z1: 2] € CP' | z; # 0}.

Entonces 71 (U) = {(21,22) € 83 : 20 # 0} y 7 H(V) = {(21,22) € S% : 21 # 0}. Verificamos

que U y V con los siguientes homeomorfismos son trivializaciones del haz.

_ z
Ui T 1(U) — U xS, wu(z1,22) = ([zl : 29), ’z—;),

z
pvin T (V) 5 VxS ov(am) = ([ ml o).
|21
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Ambas son homeomorfismos que hacen conmutar la proyecciéon al primer factor. Estos ho-
meomorfismos tienen inversas dadas como siguen: en coordenadas afines U = {[u: 1] =u} y
V={[l:v] =7}

.= u 1
oo (W 8) (5 Ve ° \/1+|u|2)7

. Y 1 v
oy (T, 8) — (s Nk S\/1+|v|2>'

Estos homeomorfismos verifican que 7 : 53 — 52 es un haz fibrado.

La construcciéon para el caso n = 1 se generaliza directamente para cada n > 2, usando
los abiertos U; = {[z0:---:2,] € CP™ | z; # 0} y definiendo las trivializaciones de manera
similar.

El espacio proyectivo complejo de dimensién infinita, denotado por CP*, es el coli-
mite de la filtracién

CPlccpP?c..-.cCP*c---,

donde las inclusiones j, : CP" < CP"*!, estan dadas por introducir una coordenada nula
[20 -t 2p] = [20: -+ 1 zp : 0]. De manera similar definimos a la esfera oo-dimensional como
el colimite de la filtracion

stcs?c---cSmcC---

donde las inclusiones naturales 4,, : S™ < S™1 estan dadas por (zq, ..., Zm) — (To,...,2Tm,0).
Los espacios definidos anteriormente pueden verse como

cpe=[JcpPr y s*=[]9om,

n>1 m>1

a los que se les asigna la topologia débil; U C S°° es abierto si U N S™ es abierto en S™ para
todo m.

Ejemplo 1.2 (Haz de circulos universal). De la familia de fibraciones de Hopf del Ejemplo
1.1, se puede definir un haz de circulos sobre CP°,

gl ey §® 5 P>

Sea T, : §?"*1 — CP" la proyeccion del haz de Hopf y sea i, : S?"*1 < §2"+3 ]a inclusiéon
natural. Estas proyecciones son compatibles con las inclusiones:

Tn41 O by = Jn O Tn.

Por la propiedad universal del colimite, existe una tnica aplicacién continua:

mT: 8% = CP*®
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que hace conmutar el siguiente diagrama para todo n:

S2n+1 iﬁ) 52n+3 SN S0
Tn ~L ' Tn+1 i, i, ™
cpr &Y cptl 4 gpx

Explicitamente, dado z € S (perteneciente a algiin $?"*1), definimos:
m(z):=[z]=]z20:21: -]

Esta fibracion es un haz de circulos universal. Sabemos que cualquier modelo de EG es débil-
mente contractil y es tinico hasta homotopia de acuerdo al Teorema A.4. Dado que 5% es un
espacio contréctil, el espacio CP* en un modelo de espacio clasificante para cierto grupo (el
grupo estructural) del cual hablaremos en las siguientes secciones.

Haces de circulos sobre la 2-esfera

De manera analoga al caso de espacios proyectivos, podemos definir una familia de haces de
circulos a partir de variar los espacios totales en una familia de espacios construidos a partir
de la accion de los grupos Z/pZ en la 3-esfera, esta familia de espacios se encuentran dentro de
una clase de espacios llamados espacios lente. Aqui, denotaremos por L(p,1) a los espacios
lente de nuestro interés.

Existen distintas definiciones de los espacios lente, aqui damos una de las definiciones
clasicas como el cociente S3/(Z/pZ), en el que Z/pZ acttia libremente por homeomorfismos
sobre §3. Consideraremos la esfera unitaria 53 como subespacio de C2. Definimos el siguiente
homeomorfismo de la 3-esfera por

27 27
z,w)=ler z,er w), 1.1
p

por lo que, p genera un grupo ciclico Z/pZ (isomorfo a {1,p,p% ...,pP"1}). Este grupo
ciclico acttia en la esfera S por rotaciones y la accion es libre, ya que para cualquier potencia
o) # Idgs y para todo (z,w) € S3, se cumple p’(z,w) # (z,w). Asi, para cada p en Z \ {0}
definimos el espacio lente

L(p,1) = S*/(Z/pZ).

Observacion 1.1. Para p = 2 el homeomorfismo 1.1 es la funcién antipodal, por lo que se
recupera RP? para L(2,1). Otro caso a notar es el espacio L(1,1) que coincide con S3.

Los espacios lente con la aplicacion cociente definen espacios cubrientes, S* = L(p, 1), y
bajo ciertas condiciones nos ayudan a describir espacios que fibran como haces de circulos.

Ejemplo 1.3 (Espacios lente como haces de circulos). Para cada entero p € Z\ {0}, el espacio
lente L(p, 1) admite una estructura de haz de circulos sobre la esfera

Sy Lip, 1) = S2.
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Partimos del caso p = 1 que es la fibracién de Hopf y notemos que la proyeccion de la fibraciéon
de Hopf nos permite factorizar a la funcién cubriente de la esfera en el espacio lente como
sigue,

$3 T 5 52=CP!

of
L(p,1)

Denotemos por [z,y] a la clase de (z,y) € S® en el cociente L(p, 1), entonces si ponemos
7'([z,y]) = 7(z,y), la proyeccion 7’ estd bien definida, ya que 7 (p’(z,y)) = 7(x,y) para
cualquier 7 =0,...,(p —1).

Ya que Z/pZ actta en las fibras de la fibracion de Hopf sin puntos fijos, la fibra de
7’ . L(p,1) — S? sigue siendo S'. En particular, notemos que cada fibra de la fibracion de
Hopf, se “enrolla” p-veces en la fibra del haz L(p, 1) — S2.

Las trivializaciones del haz L(p,1) — 52 se pueden expresar en términos analogos a las
trivializaciones de la fibracion de Hopf, con los abiertos U = 52\ {co} y V = G2\ {0} pero
recordando que la fibra del haz (7, 53, 52) se enrolla en la fibra de (7, L(p, 1), S?).

ou:m Y (U) = U xS, ou([z1, 22]) = ([zl s 29], (é;)p>,

ov:m H(V) = V x 8 ovi(z1,22]) = ([zl : 29], (éh)p>

El haz tangente unitario de una variedad

Un ejemplo destacado de haz con fibra S! surge a partir del haz tangente de una variedad
diferenciable de dimensién 2.

Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Un vector tangente en un punto x € M
es la derivada de una trayectoria suave p : I — M evaluada en x. Denotamos por T,M al
conjunto de todos los vectores tangentes en el punto z. Este conjunto T, M tiene estructura
de espacio vectorial real de dimensiéon n y se denomina espactio tangente a M en x.

Definicion 1.2 (Haz tangente). El haz tangente Tp; de una n-variedad M es el haz vectorial
de rango n cuya fibra sobre cada punto x € M es precisamente el espacio tangente T, M. De
manera, concreta, se define el espacio total T M por

™ = | | oM = | {=z} x .M,
zeM reM

y la proyeccion natural m: TM — M, definida por 7(z,v,) = x. Luego, definimos la topologia
de T'M como sigue; dado {(U, ¢ : U — R™)} un atlas de M definimos para cada carta la funcion

oy : 71 (U) — U xR", dada por ®y(z,v) = (z, Dpy(v)),
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donde Dy, : T,M — R™ es el diferencial de ¢ en z. Las aplicaciones ®y son biyectivas y,
al declarar que cada ®y es un homeomorfismo, se obtiene una topologia sobre T'M que hace
continua la proyeccion 7. Con esta topologia T'M tiene la estructura de variedad diferenciable
de dimensiéon 2n y 7 : TM — M se convierte en un haz vectorial real de rango n, cuya fibra
sobre x es precisamente T, M. Note que las trivializaciones del haz estan dadas por {U, @y }.

Si M es una variedad cerrada y orientable, entonces el haz tangente 7y es trivial si y s6lo
si la caracteristica de Euler de M es cero. Véase [MS79, Cor. 11.3].

Supongamos que M es una variedad Riemanniana: una variedad diferenciable provista de
una métrica (-,-) en cada fibra de 7y, es decir, de una forma bilineal simétrica y definida
positiva en cada espacio tangente T,M. Dicha métrica permite, entre otras cosas, definir
normas de vectores tangentes y dngulos entre ellos.

Definiciéon 1.3 (Haz tangente unitario). Sea M una n-variedad Riemanniana y 7ps su haz
tangente con la métrica dada. El haz tangente unitario Tj/[ es el subhaz de 73 cuya fibra en
cada x € M esta formada por los vectores unitarios, esto es, aquellos v, € T M con [|v,|| = 1.
Denotamos al espacio total de este haz por

UT(M) = { (2,vz) € TM [ ||vg| = 1}

La proyeccion 7! : UT(M) — M estd dada por m!(z,v,;) = o, como la restriccién de 7 al
subconjunto de vectores de norma 1. Cada fibra de 7! es homeomorfa a la (n — 1)-esfera
unitaria "', por lo que T]b es un 8" haz.

Observacion 1.2. En particular, si M es una 2-variedad, entonces el haz tangente unitario
T]b es un haz de circulos sobre M.

1.2. Haces de circulos orientados

Un haz vectorial es orientable siempre que su grupo estructural se pueda reducir de O(n)
a SO(n) de acuerdo a la definicion de reduccion en A.4. De manera més general, consideremos
un haz fibrado £ que tenga por fibra a un espacio topolégico F' con la nocién de orientabilidad,
y sea Homeo(F') el grupo estructural del haz £. Decimos que el haz £ acepta una orientacion si
admite una reduccion del grupo estructural al subgrupo Homeo™ (F') de homeomorfismos de F
que preservan la orientacion. Un haz £ con una reduccién dada es un haz fibrado orientado.

Definicién 1.4. Un S'-haz ¢ sobre B con grupo estructural Homeo(S!) se dice orientado si
su grupo estructural se reduce al subgrupo Homeo™ (S!) (Def. A.4); esto equivale a pedir que
todas las funciones de transicion gy : U NV — Homeo(S!) tomen valores en Homeo™ (S1).

Ejemplo 1.4 (Fibracion de Hopf y espacios lente). La fibracion de Hopf S' < 53 — G2 es
un S'-haz orientable. Con las trivializaciones {U, oy} v {V, ¢y} del Ejemplo 1.1, tenemos la
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interseccion U NV 2 {[z: 1] A[1:y] | #,y # 0} y la funcién de transicion gy (Z) : St — St
enZ = [z:1] € UNV esta dada por

1 Tz x

— 1/
gGviu\Z)\z2) = propvey (T, 2) = Pproev—F————m " 2T, %)) = Pre\T, ——) = 7%

es decir, multiplicacién por un complejo unitario. Asi, gy.7(Z) € Rot(S') C Homeot(S!) es
una rotacién y preserva la orientacién. En particular, el grupo estructural de la fibracion de
Hopf no sélo se reduce a Homeo™ (S1), sino que se reduce atin mas a SO(2) = S!. (Analoga-

mente, gy v (y)(z) = ‘—3' z es la rotacion inversa, también en Homeo™ (S1).)

Un argumento similar muestra que los haces de circulos sobre S? con espacio total L(p, 1)
del Ejemplo 1.3 también son haces de circulos orientados.

Ejemplo 1.5 (Haz de circulos no orientado sobre el circulo). Sea K la botella de Klein dada
como el espacio cociente K = I x S/ ~, donde (0,2) ~ (1,%) para todo z € S'. La funcién
7 : K — S! dada por [t, 2] = 2™ define un haz de circulos

gt Kk &gt
sobre S!. Consideremos las trivializaciones Uy = S'\ {1} y Uy = S\ {~1}, con

(pliﬂ'*l(Ul)—)legl (p2:7T71<U2)—>U2><81

2mi .
[t, 2] = (€27, 2) It, 2] (e ”ft,z) sit<1/2,
) ) ) (GQMt,E) sit> 1/2.

Notese que @2 estd bien definida, ya que si [t,2] € 771 (Us) entonces t # 1/2 y

2([0,2]) = (e, 2) = (€™, %) = wa([1, 7).

Por otro lado, los homeomorfismos inversos estan dados respectivamente por las siguientes

funciones
¥y Uy x St — 7 L(Uy) Py : Uy x St = 771(Uy)
. . t,z] sit<1
2mit t it 0.1 2mit , [ ’ -
(e 72) [7z]7 S1 e( 9 ) (e ’z) {[t’z] Sltzl

donde ¢t € (1/2,3/2). Asi, para determinar el grupo estructural, notemos que en la interseccion
Ui NUy =S8\ {1, -1} tenemos que g1,2 =pra oy oy : St — St esta dada por

z sit<1/2
z —
Z sit>1/2,

el cual es un homeomorfismo que no preserva la orientacion.
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El grupo de homeomorfismos del circulo que preservan orientacion

En la clasificacion de haces de circulos orientados, el grupo de interés es Homeo™t (S!), el
subgrupo de homeomorfismos de S! que preservan orientacién. Por ello, en esta seccion des-
cribimos un modelo de espacio clasificante para Homeo™ (S!). Veremos que Homeo™ (S!) es
homotopicamente equivalente a SO(2), por lo que podemos trasladar el problema a dar un
modelo de espacio clasificante para SO(2). La demostracion de esta equivalencia homotopica
se basa en ideas de Ghys, como se presenta en [Gh01, Proposicion 4.1].

El grupo SO(2) se define como el conjunto de matrices ortogonales 2 x 2 con determinante
positivo. De manera equivalente, puede definirse como el grupo de rotaciones en R? que fijan
al origen y preservan la orientacion. Un elemento tipico de SO(2) es

(contey o),

y su accion sobre un punto z € R? ~ C se describe por z — € z.

Si bien Homeot(S') es un grupo mucho més grande (incluye transformaciones no ne-
cesariamente lineales), ambos grupos preservan la orientacion del circulo. La idea intuitiva
del siguiente resultado es que cualquier homeomorfismo del circulo se puede deformar (via
homotopia) hasta una simple rotacion.

Proposiciéon 1.1. La inclusién SO(2) < Homeo™t (S!) es una equivalencia homotépica.
Sea p : R — S! el cubriente universal del circulo, cuyo grupo de transformaciones de
Deck es generado por la traslacion entera T': x + = + 1. Por el criterio de levantamientos de

funciones [Ha02, Prop. 1.33], para cada f € Homeo(S!) existe un homeomorfismo f:R=>R
que hace conmutar el siguiente diagrama:

Cada levantamiento J?satisface f(x + 1) = f(x) 4 1. Cuando f preserve la orientacién el

signo es positivo y ademas, f preserva la orientacién en R por lo que es un homeomorfismo
estrictamente creciente. Esta propiedad permite expresar a f como:

f(z) = 2+ ¢(x),
donde ¢ : R — R es una funcién de periodo 1, pues:

gb(:n—l—l):f(x+1)—(x+1):(f(:v)+1)—(z+1):f(x)—m:qb(x).
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Dicho de otra forma, festé determinada por la restriccion de ¢ a un intervalo de longitud 1,
como [0, 1]. Finalmente, podemos descomponer f en una traslacion global y una componente
periodica. Si definimos a = ¢(0), entonces ¢(z) = a + ¥(x), donde ¥ (x) = ¢(x) — a cumple
P(z+1) =1(x) y ¥(0) = 0. Por lo tanto, el levantamiento se escribe como:

f@) =2 +a+ (),

donde a € R es un desplazamiento constante y 1) : R — R es una funcién de periodo 1 que
encapsula la variacién periddica alrededor de la traslacion x + a.

Demostracion de la Proposicion 1.1. Definimos primero una homotopia H; : R — R, entre f,
el levantamiento de f, y una traslacién por a

Hy(x) =z +a+ (1—t)(x), telo,1].

Para cada t, la funcién H; es un homeomorfismo estrictamente creciente que conmuta con la
traslacion T, pues la parte ¥ (x) sigue siendo Z-periodica y va desapareciendo de forma lineal
en t. Ademas, Hy = fy H; = 2 — x+a. Al aplicar la funcién cubriente p : R — S! se obtiene
que

po Hy = hy,

una homotopia en S! que deforma f hacia la rotaciéon po (z +— x + a).

Por tltimo, la rotacion po(z + z+a) pertenece naturalmente a SO(2) C Homeo™ (S!). En
consecuencia, todo homeomorfismo orientado del circulo es homotépico a una rotacién. Esto
demuestra que la inclusién SO(2) < Homeo™t (S!) es una equivalencia de homotopia. O

La Proposiciéon 1.1 nos ayuda a simplificar la clasificacion de los S!-haces orientados, pues
podemos trabajar con un grupo mas manejable como SO(2) sin perder informacion esencial de
los haces. En concreto, el resultado anterior tiene la siguiente implicacién a nivel de espacios
clasificantes

B Homeo " (S') ~ B SO(2).

Por otro lado, dado que SO(2) es homeomorfo a S! tenemos,
B SO(2) = B S! ~ CP>®

En conclusién, cualquier modelo de espacio clasificante B Homeo™ (S!) es homotoépicamente
equivalente a CP*°. Una consecuencia adicional de la Proposiciéon 1.1 es que podemos reducir
el grupo estructural de cada haz de circulos orientado, para que éste tenga la estructura de
un S'-haz principal

Proposicién 1.2. [Mor01, Proposicién 6.15]. Cada S'-haz orientado admite la estructura de
un S'-haz principal.
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1.3. Clasificacion de haces de circulos orientados

En esta seccién clasificamos los haces de circulos orientados, usando la clasificacion de
G-haces principales (véase Teorema A.3) y el hecho de conocer la cohomologia del modelo de
espacio clasificante para Homeo™ (S!). La clasificacion de estos haces se basa en la biyeccion
entre los G-haces principales con base fija B y las clases de homotopia [B, BG]. En nuestro
caso concreto esto se puede reducir a [B, CP*°]. Un hecho clave es que CP* es un espacio de
Eilenberg-Mac Lane de tipo K(Z,2). Lo cual implica que [B, CP*] sea isomorfo a un grupo
de cohomologia en concreto, resultando para este tipo de haces en la identificaciéon con una
clase de cierto grupo de cohomologia.

Corolario 1.1. Sea B un CW-complejo, entonces existe un isomorfismo entre [B, CP*] y el
grupo de cohomologia H?(B,Z).

Esta afirmacién es un caso particular del siguiente resultado més general cuya demostra-
cién eshozamos a continuacion.

Teorema 1.6. [TDO08, Teo. 17.5.1]. Sea G un grupo abeliano y B un CW-complejo. Para
n > 0, se tiene que [B, K(G,n)] = H"(B;G).

Esbozo de la demostracion. El caso n = 0 lo omitimos. Sea n > 1 y denotemos por K a
K (G, n). Usando el teorema de Hurewicz se demuestra que H,(K;Z) = Gy H,—1(K;Z) = 0.

Por el Teorema de coeficientes universales [Ha02, Teo. 3.2| se obtiene entonces un isomorfismo,
H"(K;G) = Hom(H,(K;Z),G) = Hom(G, G),

pues Ext(H,_1(K;Z),G) = 0. Esto permite escoger un elemento universal ¢, en H"(K; Q)
que corresponde a la identidad en Hom(G, G) bajo los isomorfismos anteriores.

Asi, definimos A : [B, K| — H"(B;G) enviando una clase [f : B — K] al elemento f*(¢y,)
en H"(B;G). La naturalidad de esta construccion surge del hecho de que, para cualquier
funcion g : B’ — B, se tiene que (fog)*(tn) = ¢*(f*(tn)), haciendo que A sea compatible con
las aplicaciones inducidas en cohomologia. O

Notacién 1.2. Denotemos por BunE(Sl) al conjunto de clases de isomorfismo de haces
de circulos orientados, es decir Homeo™ (S!)-estructurado, (véase Definicion A.6), sobre un
espacio B con estructura de CW-complejo.

Teorema 1.7 (Clasificacion de haces de circulos orientados). Sea B un CW-complejo. Existe
una biyecciéon
Bun}(S') < H*(B;Z).

Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 1.2 cada haz de circulos orientado es un S'-haz
principal. Y de acuerdo a la clasificacion de G-haces principales, véase Corolario A.1 estos
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estan en biyeccion con las clases de homotopia de funciones continuas f : B — B Homeo™ (S1),
por lo que tenemos la siguiente biyeccion.

Bun}(S') = Pring(Homeo™ (S')) <+ [B, BHomeo™ (S1)]

De la Proposicién 1.1 tenemos que Homeo™' (S!) es homotoépicamente equivalente a SO(2),
y SO(2) es homeomorfo al circulo, asi se tiene

[B, B Homeo™ (S8')] & [B, B SO(2)] & [B, CP™]
Por tltimo, CP> es un espacio K(Z,2), asi Bun}j(S') + [B,K(Z,2)] & H*(B;Z), por el
Teorema 1.6. ]
Veamos algunos ejemplos especificos de como aplicar este resultado a la clasificacion de
haces de circulos orientados con distintos espacios base.

Ejemplo 1.8 (Clasificacion de haces de circulos orientados sobre el circulo). Si consideramos
haces de circulos orientados sobre S!, entonces del Teorema 1.7 tenemos que

Bungl(Sl) « H* (84, 7).

Ya que H?(S!;7) = 0, existe una tinica clase en Bungl(Sl) que esta en correspondencia con
la clase trivial en H2(S';Z) y es la clase del haz trivial 8! < T2 — Sl

En general, si consideramos como base un espacio CW-complejo y conexo B con 2-
cohomologia trivial, entonces el conjunto de clases de haces de circulos orientados sobre B
cuenta con una tnica clase que corresponde al haz trivial.

Ejemplo 1.9 (Clasificacion de haces de circulos orientados sobre una superficie orientable).
Consideramos haces de circulos orientados sobre una superficie orientable Sy de género g > 0.
Del Teorema 1.7 tenemos que

+ 1 2 . ~
BunSQ(S ) H(S4:72) = 7.
Asien Bun'étg (S!) existen tantas clases de isomorfismos de haces como niimeros enteros. En la
seccidn posterior nos enfocaremos a determinar algunos aspectos importantes de estos haces.

Ejemplo 1.10 (Clasificacion de haces de circulos orientados sobre una superficie no orienta-
ble). Si consideramos haces de circulos orientados sobre una superficie no orientable N, de
género g > 0, tenemos que

Buny, (S') «» H*(Ny; Z) = Z/27.

Por lo que Bun} (S1) tiene dos clases de isomorfismos de haces, en otras palabras, solo existe
g
un haz de circulos orientado no trivial en este caso.
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1.4. Clase de Euler de haces de circulos

Las clases caracteristicas surgen en topologia y geometria diferencial como invariantes
asociados a ciertos haces fibrados. La idea es asignar a cada haz fibrado (comunmente a un
haz vectorial), una clase en la cohomologia de la base que codifica informacion acerca de
cuan “torcido” esté el haz. Asi, una clase caracteristica se puede pensar como una funciéon del
conjunto de clases de isomorfismos de haces fibrados a la cohomologia del espacio base.

Un aspecto fundamental de las clases caracteristicas es su naturalidad, la cual consiste en
la compatibilidad con el ‘pull-back’ de haces. Esto significa que, dada una clase caracteristica
¢(&) asociada a un haz & sobre una variedad N y una funciéon f : M — N, la clase caracteristica
del haz inducido f*(&) sobre M se obtiene mediante el ‘pull-back’ ¢(f*(€)) = f*(c(§)). Esta
compatibilidad hace que las clases caracteristicas sean invariantes topolégicos para distinguir
haces.

La clase de Euler como obstruccion a secciones globales

A partir de la biyeccién establecida en el Ejemplo 1.9, caracterizamos el niimero entero que
se le asocia a un haz de circulos orientado con base una superficie orientable. Las referencias
para esta parte seran los libros [Mor01] y [MS79].

De la Proposicion 1.2 cada haz de circulos orientado es un S'-haz principal, por lo que si
existe una seccién global, entonces el haz es trivial. Asi, la clase de Fuler se puede ver como la
obstruccién que impide la extension de secciones locales a secciones globales. De otra manera,
mide esencialmente, el fallo de “emparejar” adecuadamente las secciones en las intersecciones
de las trivializaciones locales del haz fibrado.

Construccion de la clase de Euler. En lo que sigue, vamos a considerar un haz de circulos
¢ = (m, X, B) orientado con espacio base B un CW-complejo. En particular, podemos dotar
a B de una estructura celular de tal forma que al tomar las trivializaciones del haz, cada
2-célula permanezca dentro de un abierto de las trivializaciones.

1. Comencemos eligiendo una seccion s : B — X del haz definida en el 0-esqueleto B()
de la base. Debido a que cualquier haz de circulos orientado es trivial sobre un complejo
de dimensién 1, por la clasificacion en el Teorema 1.7, entonces es posible extender a
la seccion s : B@ — X a todo el 1-esqueleto sin problemas, que en abuso de notacion
denotaremos igualmente por s. Note que la preimagen del 1-esqueleto es un haz de
circulos trivial.

2. Sobre cada 2-célula e? (que es homeomorfa a un disco D?) de la estructura celular de
B, el haz es trivial sobre €2, por la eleccion de la estructura celular. Asi, existe una
trivializacion

@ H(e?) = e* x 5L

Ademas, la seccion s definida en el 1-esqueleto, esta bien definida en la frontera de e? de
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manera que, podemos componer la seccién con la trivializaciéon obteniendo

(pos)(z)=(z,9(x)),

donde g : 0e? = S' — S! es una funciéon continua. El grado de g, que denotaremos
por d.2, es la obstruccién a extender la secciéon sobre e2. Si el grado es distinto de
cero, significa que la seccién no se puede extender de manera global sobre esa célula sin

discontinuidades.
3. Por ultimo consideramos la asignaciéon del grado a cada 2-célula de la estructura celular
en B
Cg 02 (B ) — 7
e de2.

Afirmamos que esta funciéon define un 2-cociclo en la cohomologia celular de B, véase
[Mor01, Lema 6.17]. Para demostrar esta afirmacion, debemos mostrar que para cualquier
3-célula orientada, la suma de los grados en su frontera se anula (la condicion de cociclo).
En [Mor01, Lemas 18-20| se demuestra que la clase del cociclo no depende de la sec-
cibn que se tome, pues para diferentes secciones los cociclos definidos difieren de una
1-cofrontera. Ademas, esta clase tampoco depende de la elecciéon de la estructura celular,
ni de las trivializaciones tomadas, por lo tanto, definimos un invariante.

Definiciéon 1.5 (Clase de Euler). Sea ¢ = (7, X, B) un haz de circulos con espacio base
B un CW-complejo. Definimos la clase de Euler e(£) del haz como la clase del cociclo ¢
construido como antes

e(§) = lcd] € H*(B,Z)
La clase de Euler como invariante completo

En [Mor01, Teo. 6.22| se muestra que la clase de Euler es en realidad una clase caracte-
ristica, esto significa, que si f: B’ — B es una funcién continua y f*¢ es el pull-back del haz
con respecto de f, entonces

e(f*€) = fre(§),
donde en un abuso de notacién f* : H?(B;Z) — H?*(B';Z) también denota al morfismo en

cohomologia inducido por f. Ademés, muestra que la asignacion entre clases de haces y su
clase de Euler es biyectiva

Bunk, (B) > £ — e(§) € H*(B; 2),

Lema 1.1 (Clase de Euler del haz universal). Sea &, = S' < §%° 55 CP> el haz universal
descrito en el Ejemplo 1.2. Al identificar H?(CP>;Z) = H*(CP';Z) = Z, la clase de Euler

e(&u) € H*(CP™;Z)

coincide con el generador en Z. Por ese motivo se le denomina clase de Euler universal.
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Esbozo de la demostracion. Para esclarecer esta afirmacion seguimos el siguiente argumento;
veremos en el siguiente ejemplo que el ntimero de Euler de la fibracién de Hopf es 1 en
7 = H*(CP';Z), y por la construccién del haz universal, las inclusiones respectivas de la 3-
esfera y de la esfera de Riemman (CP!) conmutan con la proyeccion 7 : 5% — CP*, se puede
mostrar que el pull-back de la inclusiéon i : CP? — CP™ es la fibracion de Hopf & = i*&,.
Luego, de la naturalidad de la clase de Euler

H*(CP™;2) 5 e(6) — e(i*&,) = e(§) = 1 € 2= H*(CP'; 2).
0

Teorema 1.11. La clase de Euler es un invariante completo para las clases de isomorfismos
de haces de circulos orientados sobre un espacio CW-complejo fijo.

La biyeccion del Corolario 1.1, dada entre [B, CP*] y el grupo H?(B;Z) esta dada como
sigue; primero encontramos una clase universal u en H2(CP>*;7) = H*(K(Z,2);Z) &£ 7 la
cual es el generador de Z y definimos

\:[B,CP*] - H*(B;Z)
por (f: B — CP*®) — f*(u), asi, el Teorema 1.7 da la biyecciéon
Bun, (B) — H*(B; 2),

definida por mandar el haz £ a f*(u) donde f es su funciéon clasificante, Definicion A.10.
Notemos que la clase u es la introducida en el ejemplo anterior, es decir, u = e(§,). Ademas,
esta biyeccién coincide con la asignacion de la clase de Euler, lo cual se ve del Ejemplo anterior
v la naturalidad de ambas aplicaciones

§e(€) =e(f* (&) = [H(e(€u) = 7 (w).
Asi, dado que la asignaciéon de la clase de Fuler a cada haz orientado es una biyeccion, esta
clase es un invariante completo en la clasificacion de haces de circulos orientados.

El niimero de Euler de los haces de circulos orientados sobre superficies
Recordemos el enunciado general de la dualidad de Poincaré. Sea B una n-variedad cerrada
orientada y denotemos por [B] € H,(B;Z) su clase fundamental. El producto cap

~: HYB;Z) ® Hy(B;Z) — Hn x(B;Z)
define, para cada 0 < k < n, un isomorfismo natural

HYB;Z) = Hn x(B;Z), | — [B] ~[d.

En el caso particular, cuando [¢] € H¥(B;Z) y [S] € Hy(B;Z), la clase fundamental se
evaliia completamente en el cociclo, por lo que es habitual escribir

([, [S]) = [ ~[SleZ (1.2)
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Definiciéon 1.6 (Numero de Euler). Sea S una superficie orientable compacta y cerrada, y
sea & = S! < X 5 S un haz de circulos orientado sobre S. Sea e(€) = [c] € H?(S;Z) la clase
de Euler del haz £. Al entero, también denotado e(£) (por un ligero abuso de notacion), que
le corresponde a la clase de Euler bajo el isomorfismo de dualidad de Poincaré lo llamamos el
namero de Euler del haz &, es decir e(§) = ([cs], [S]) € Z.

Notacién 1.3. De nuestra discusiéon en este capitulo, se sigue que los haces de circulos
orientados sobre una superficie orientable compacta Sy, se clasifican por su nimero de Euler
k € Z. Denotamos por X 5 a la 3-variedad orientable que corresponde al espacio total del haz
Sl X — Sy con nimero de Euler k£ € Z.

Observaciéon 1.3. El numero de Euler k£ se obtiene evaluando el cociclo ¢ en la clase fun-
damental [Sy]. Cambiar la orientacion de S, invierte el signo de k, lo que produce espacios
totales homeomorfos pero fibrados no equivalentes, de modo que
E ~ yv—Fk
X, = X,

Terminamos este capitulo calculando los ntmeros de Euler de los haces de circulos antes
descritos. De los Ejemplos 1.12 y 1.13 se tiene que

S* > X) y Lp1) = XJ.

Finalmente, en el Ejemplo 1.14 vemos que el haz tangente unitario Tég tiene ntmero de

Euler 2 — 2g, por lo que
US, = X572,

Ejemplo 1.12 (Clase de Euler de la fibracion de Hopf). De acuerdo a lo anterior queremos
construir una seccién del 1-esqueleto de la esfera (vista como el plano complejo CP!) y ver
como falla en extenderse a una seccién global. Si consideramos los abiertos U y V' como
en el Ejemplo 1.1. Entonces CP' = U UV y notemos que podemos definir una secciéon
s:U — 7 YU) sobre V como

z 1
[z 1] = <\/1+\z|2’ \/1+\z|2>'

Ya que el punto [1, 0] no se encuentra en U, queremos ver como falla esta seccion en extenderse
en la 2-célula que lo contiene. Consideremos D = {[1 : z] € V | |2|*> < 1}, de modo que
0D =St = {z||z| = 1} y fijémonos en g : 5! — S! dada por

g=Pryo(pyos),

donde @y es la trivializacidon que contiene a D, recordando que esté definida por la siguiente
regla de correspondencia ¢y (z1,22) = <[zl : 29, é—h), entonces g(z) = z~!, pues para

cualquier z en dD tenemos que s(z) = s([1 : 2]) = s([z~! : 1]), asi g tiene grado —1. Por
ltimo, ¢([S?%]) = —1.
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Ejemplo 1.13 (Clase de Euler de los espacios lente). La clase de Euler del haz S! —
L(p,1) — 52 estd determinada por la accion de Z/pZ en las fibras. La clase de Euler de
este haz se puede calcular como la clase de Euler de la fibracion de Hopf haciendo unas pe-
quefias modificaciones. Siguiendo el caso anterior y el Ejemplo 1.3, entonces CP' = U UV
definidos como antes y definimos una seccién sobre U en el haz de Hopf como s : U — 7~ 1(U)

z 1
sl <¢1+\z\2’ ¢1+\z\2>'

Luego, componiendo s con la funciéon cubriente ¢ : S — L(p,1) obtenemos una secciéon
5:V = 7a'(V)C L(p,1). El punto [1,0] no se encuentra en U, y queremos ver como falla esta
seccion en extenderse en la 2-célula que lo contiene. Consideremos D como en el Ejemplo 1.12
y fijémonos en g : 5! — S! dada por

g=Pryo(pvos)
P
donde recordamos que @y esta definida por ¢y (21, 22) = ([zl AR (é—i') ), asi g(z) = 277,
de manera que g tiene grado —p. Asi, la clase de Euler del haz (7', L(p, 1), %) es —p. Notemos
que, el signo negativo esta determinado por la orientacion escogida de 52, por lo que un cambio
en esta orientacion nos da un haz (7/, L(p, 1), 5?) con clase de Euler positiva.
Ejemplo 1.14 ( El haz tangente unitario de una superficie). Sea S, una superficie orientable
y cerrada de dimensiéon 2. Resulta que el ntimero de Euler del haz tangente unitario Téq
coincide con la caracteristica de Euler de S, como a continuacién describimos. ‘

Notemos que dar una seccién global s: S, — US, equivale a definir un campo vectorial
unitario sin ceros sobre la superficie, es decir, asignar continuamente en cada punto p € Sy
un vector tangente unitario s(p).

1. Comenzamos tomando una triangulacion K de S, y consideramos dos veces su subdivi-
sion baricéntrica K’ y K”. Para todo vértice v € K’ este se encuentra en el interior de
un dnico simplejo o € K al cual denotaremos por o(v) y denotaremos a su baricentro
por by(y). Asi definimos

o: K"+ K’
tal que a nivel de vértices v — by (,). Esta funcion es simplicial y nos ayudara a definir
un campo vectorial en la superficie.

2. Construccion del campo vectorial (i.e. la seccion de Tég).‘ Sea 7y : [0,1] — M la geodésica
en o, que une p con ¢(p), parametrizada por longitud de arco normalizada para que la
longitud total sea 1. Entonces, definimos el campo vectorial X como:

iy = [0 sipg (bl oK)
b 0 sipe{b,| o€ K}.

Asi, los tinicos puntos singulares! de X son {b, | ¢ € K}, los baricentros originales de
vértices, aristas y caras de la triangulacion inicial K.

! Decimos que un punto q € S, es una singularidad (o cero aislado) de X, un campo vectorial sobre Sy, si
existe una vecindad suficientemente pequefia alrededor de ¢ donde X no se anula en ningin otro punto mas
que en q.
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3. Para determinar explicitamente el indice? de cada singularidad, basta con saber que tipo
de singularidad es: Cerca de un vértice de la triangulacion original, el campo vectorial
se comporta como un campo radial que apunta “hacia afuera". Este campo radial local
tiene indice +1. Cerca del baricentro de una arista (1-simplex), el campo se comporta
de manera “hiperbdlica", es decir, hay direcciones donde el campo apunta hacia el bari-
centro y direcciones donde apunta hacia afuera. Este tipo de singularidad corresponde
exactamente a una singularidad tipo “silla", cuyo indice es —1. Cerca del baricentro de
una cara (2-simplex), el campo vectorial se comporta como un campo radial que apunta
“hacia adentro". Este comportamiento local corresponde también a un campo con indice
+1. Asi obtenemos claramente la siguiente distribucién de indices locales: Sea ¢ € K un
i-simplice de la triangulacion original (i = 0, 1,2). Se tiene que el indice del campo X en
el baricentro b, es:

+1 sioe KO (vértices),
ind(by) = ¢ —1 sio e KU (aristas),
+1 sio e K® (caras).

Asi, la suma total de los indices es:

> ind(by) = X(Sy),

ceK

donde x(Sy) es la caracteristica de Euler de la superficie M. Para finalizar, el indice
de cada singularidad de X, por definicién, coincide con el grado de las aplicaciones que
obstruyen extender la seccién sobre cada 2-simplejo. Por dualidad de Poincaré, la suma
total de estos grados (indices) sobre toda la superficie es justamente la evaluacion de la
clase de Euler sobre la clase fundamental:

(e(75,): [Sg]) = > ind(bs) = x(S)-
oceK

Observacion 1.4. Si x(Sy) # 0, no existe tal seccién global, lo cual equivale a que e(Tég) £ 0.

Para x(Sy) = 0, como en el toro, sf hay un campo vectorial no nulo y en consecuencia,
1y _
e(tg,) = 0.

2 El indice de un cero se define considerando una vecindad cerrada alrededor de ¢, difeomorfa a
un disco, y tomando el grado del mapa inducido por el campo vectorial restringido a su frontera:

ind(X, q) = deg (”gg—” .St sl) :



Capitulo 2

Extensiones de grupos y haces de
circulos

En este capitulo nos enfocamos en el estudio de extensiones de grupos con nicleo abeliano
y su clasificaciéon mediante la cohomologia de grupos en grados bajos. Estos objetos tienen
una conexién profunda con los haces fibrados del capitulo anterior, la cual emerge a través de
la clase de Euler.

Comenzamos introduciendo la nocién de extension de grupos con niicleo abeliano. A conti-
nuacion, se muestra que las escisiones de una extension fija de un grupo G con nicleo abeliano
A estan clasificadas por el primer grupo de cohomologia H'(G; A). Ademas, recordamos c6mo
las clases de equivalencia de este tipo de extensiones estan clasificadas por el segundo grupo
de cohomologia H?(G; A).

El estudio se especializa después al caso en que las extensiones de grupos surgen a partir
de la sucesion exacta larga de grupos de homotopia de haces del circulo orientados sobre
superficies. Veremos que estas extensiones son centrales y que su clase asociada en cohomologia
coincide con la clase de Euler del haz original.

2.1. Extensiones de grupos y cohomologia de grupos

En esta seccién utilizaremos la cohomologia de grupos en dimensiones bajas para estudiar
y clasificar ciertas extensiones de grupos. En el Apéndice B se presenta la definicién formal
de homologia y cohomologia de grupos, haciendo hincapié en que trabajaremos con grupos
discretos. Esta seccion esté basada en [Br82, Capitulo IV] [L617, Secciéon 1.5.2] [Ca25].

Definicién 2.1 (Extension de grupos). Sean G y A dos grupos. Una extensién de G por
A es un grupo E que se puede poner en una sucesion exacta corta

1—>A1>E£>G—>1.
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Dado que i(A) = Nuc(p) se le suele llamar al grupo A el niicleo de la extensidn, en este
sentido, decimos que una extension tiene nicleo abeliano si A es un grupo abeliano. Dado
este caso, escribimos a la extension como

0 AL EDLG 1.

Observacion 2.1. En lo que sigue, trabajaremos con extensiones con niucleo abeliano, lo que
seré de ayuda para definir una estructura de ZG-mdédulo al grupo A.

Accion inducida por la extension. Cada extension del grupo G por un grupo abeliano
A induce una accién de G sobre A, como sigue: considere la siguiente extension de grupos,

O%AL>E£>G~>1,

donde i(A) es un subgrupo normal de E. Esto permite definir una accion de E sobre i(A) por
conjugacion:

e-i(a) :=ei(a)e L.
Como 7 es un monomorfismo, esta accién pasa a una acciéon de E sobre A, y queremos tradu-
cirla en una acciéon de G sobre A.

Para ello, tomamos g € G. Como p : E — G es sobreyectivo, existe al menos un elemento
eqg € E tal que p(ey) = g. Para cada a € A, el elemento egi(a) eg_l pertenece a Im(i), ya que
i(A) es normal en E. Como i es inyectivo, existe un tnico a4 € A tal que

i(ag) = egi(a) e;l.

Definimos entonces la accién inducida de G sobre A por la regla

g-a:=ag. (2.1)

Esta accién no depende de la eleccion de ey. Si e € E con p(e) = g, se tiene p(e tey) = 1,
por lo que e~te, = i(b) para algtn b en A. Entonces,

L =ei(b)i(a)i(b) e ! = ei(a)e .

egi(a)e,

Donde la tltima igualdad se sigue del hecho de que A es abeliano. Sin embargo, la accién
si depende del grupo F, de manera que, extensiones diferentes de G por A pueden inducir
acciones distintas de G sobre A, incluso si A y G permanecen fijos, véase el Ejemplo 2.2.

Observacion 2.2. La accién de G sobre A le da una estructura de ZG-modulo a A siempre
que éste sea un grupo abeliano. Mas aun, i(A) es un subgrupo del centro de E si y solo si A
tiene una estructura de G-moédulo trivial, es decir, la accién de GG en A es trivial. En este caso
decimos que la extensiéon de grupos es central.
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2.1.1. Primer grupo de cohomologia y clasificacién de escisiones

En esta seccion describimos la clasificacion de escisiones para una extension que escinde.
Comenzamos con la nocién de escision, para luego relacionarla con derivaciones y cohomologia.

Definicion 2.2. Dada una extensiéon de grupos
0sALEL G- 1,

decimos que la extension escinde si existe una seccion s : G — E (tal que po s = Idg) que
es un morfismo de grupos. A dicha aplicacion s se le llama escision de la extension.

Caracterizacion de las extensiones que escinden. Consideremos Gy A grupos, con
¢ : G — Aut(A) una representacion de una accion de G en A. Definimos el producto
semidirecto A x, G como el grupo cuyo conjunto subyacente es A x G con la operacion

(a1, 1) - (a2, 92) = (a19(g1)(az2), g192)-

Para cualquier accion, la extension 0 — A = A X, G 2, G — 1 escinde naturalmente,
donde i es la inclusion a — (a, 1) y p la proyeccion (a, g) — g. Por otro lado, si una extension
0+ A — E — G — 1 escinde, entonces E es isomorfo a un producto semidirecto A x, G
para cierta accion dada ¢ : G — Aut(A). Véase [Br82, §IV, Prop. 2.1]

Problema de clasificacion de escisiones. La caracterizaciéon anterior muestra que existe
una unica extension de G por A que escinde, para una accion fija, y en cuyo caso es isomorfo a
Ax,G. Sin embargo, distintas secciones dan, en general, copias distintas de G dentro de E. 'Y
el problema de clasificacion se puede entender como describir todas las maneras de reconstruir
E como producto semidirecto A x, G.

Por otro lado, los productos semidirectos describen las extensiones de G por A que escin-
den. Clasificar dichas extensiones hasta cierta nocién de isomorfismo (véase Definicion 2.4)
empieza por estudiar las acciones ¢: G — Aut(A), pues cada acciéon determina (y es determi-
nada por) una tnica extension, salvo equivalencia. Sin embargo, dos acciones distintas pueden
originar grupos isomorfos.

Ejemplo 2.1. Sean A = Z/7Z y G = Z/3Z = (t). Consideremos la representacion de
accion ¢1(t)(a) = 2a (multiplicacion por 2 modulo 7), y la representacion de accion distinta
2(t)(a) = 4a. Estas acciones no son conjugadas en Aut(A) = (Z/7)* (pues este grupo es
abeliano), pero los productos semidirectos

Axg, G y Axg, G

son isomorfos via (a,t") — (a,t*"). Esto muestra que dos acciones diferentes de G sobre A
pueden dar lugar a grupos isomorfos, aunque las acciones no sean equivalentes por conjugacion.
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Ejemplo 2.2. Podemos obtener dos extensiones de la forma 0 —+ Z/3 - F — Z/2 — 1 a
partir de los productos semidirectos,

Z/6=Z/3x.2]2 y S3=7/3x,7]/2,

donde la accion ¢ : Z/2 — Aut(Z/3) es trivial, mientras que ¢ induce la accion multiplicar
por —1, de Z/2 en Z/3. Ambas extensiones escinden, pero los grupos resultantes Z/6 y el
grupo simétrico Ss no son isomorfos.

Derivaciones y su relacién con las escisiones

La clasificacion de escisiones mediante la cohomologia de grupos se basa en su interpre-
tacion como derivaciones. En concreto, toda escision determina una derivacioén, y reciproca-
mente, cada derivaciéon da lugar a una escision.

Consideremos que G actia en A. Una derivacion de GG a A es una funcion d : G — A
que satisface la regla de Leibniz:

d(gh) = d(g) + g-d(h) Vg,h €G.
Y una derivacién principal es una derivacion de la forma p,(g) = a—g-a para algin a € A.

Observacion 2.3. El conjunto de derivaciones, denotado por Der(G, A) es un grupo abe-
liano con la operacion inducida por sumar en A y denotamos por Pr(G, A) al subgrupo de
derivaciones principales.

Lema 2.1 (|Br82, §IV.2|). Sea 0 — A 4 B2 G —5 1 una extension que escinde. Entonces
dada una derivaciéon d : G — A se define una escision

sa:G—E,  sq(g) = i(d(g))s(g),

donde s es una escision fija. Esta sg es un homomorfismo y satisface p o s4 = idg. Por otro
lado, dada una escisiéon r : G — FE, se define una derivaciéon d, : G — A mediante

Estas correspondencias son inversas entre si, y por tanto hay una biyeccién natural entre
derivaciones d : G — A y escisiones r : G — E de la extension.

Proposiciéon 2.1. Existe un isomorfismo de grupos
HY(G; A) = Der(G, A)/Pr(G, A),

donde los 1-cociclos en C'*(G; A) se identifican con las derivaciones, y las 1-cofronteras corres-
ponden a derivaciones principales.

Esta identificacion se hace evidente al usar la resoluciéon barra, véase el Apéndice B.
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Interpretaciéon cohomoloégica de las escisiones

En cohomologia, dos derivaciones pertenecen a la misma clase si difieren en una derivacién
principal. Dada la biyeccién entre derivaciones y escisiones, esto nos lleva a preguntar cuando
dos escisiones s y s’ deben considerarse equivalentes. Esta nociéon de equivalencia se formaliza
mediante el concepto de A-conjugacion.

Definicion 2.3. Sean s,s’ : G — FE escisiones de la extension

0—>A1>E£>G—>1,

Decimos que s y s’ son A-conjugadas si existe algtin a € A tal que s'(g) = i(a) s(g)i(a)™!

para todo g en G.

Dos escisiones estén relacionadas por A-conjugacion si y solo si las derivaciones correspon-
dientes difieren por una derivacién principal. Y de acuerdo a la correspondencia determinada
entre escisiones y derivaciones, y al hecho de que H!(G; A) es isomorfo al grupo de derivaciones
modulo derivaciones principales, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.3 (Clasificacion de escisiones). Sean A un grupo abeliano y G un grupo actuando
en A por ¢ : G — Aut(A). Entonces, el grupo de cohomologia H!(G; A) esti en biyeccion
con el conjunto de clases de escisiones hasta A—conjugacion de la extension

0=-A—=Ax,G—G— 1.

Observacién 2.4. La clase trivial en H'(G; A) corresponde a la escision donde la acciéon de
G en A se refleja de forma “trivial”.

Tlustremos el Teorema 2.3 con el siguiente ejemplo concreto de como el primer grupo de
cohomologia determina las escisiones de una extension de grupos que escinde.

Ejemplo 2.4. Considérese el grupo diédrico infinito Do, = (1,5 | 82 =1,s7s 1 =r"1) yla

extension de grupos
0575 Do D7y —0.

Donde i : n+— 1™ y p esta definida por p(r”) =0y p(r" s) = 1 para todo n € Z. La relacion
! muestra que el elemento no trivial de Z, acttia sobre Z por n — —n (la accién
antipodal), por lo tanto, Do, = 7 X, Z5.

Srs=r1r_

Por cada n € Z existen escisiones s, : Zo — Do, dadas por 1 — r™s y por supuesto
0 — e. Por otro lado, i : Z — Dy mediante i(n) = r™, asi que dado un a € Z, tenemos la
conjugacion
i(a) sp(1)i(a)™t = r% (r"s) r=® = ¢t 579,

y usando la relaciéon sr~%s = r®, se concluye que esto vuelve a ser algtn r"s. Es decir, todas
las escisiones son Z-conjugadas. El Teorema 2.3 predice entonces

H'(Z;7) =0
lo cual coincide con el céalculo topologico H* (ZQ; Z) =H! (BZQ; Z) = H! (IRPOO; Z) =0.
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2.1.2. Segundo grupo de cohomologia y clasificaciéon de extensiones

En esta seccién mostramos que el segundo grupo de cohomologia H?(G; A), donde A es
un ZG-moédulo abeliano, clasifica hasta cierta equivalencia natural todas las extensiones que
mantienen la acciéon de G sobre A. Para ello, comenzamos estableciendo qué significa que dos
extensiones sean equivalentes cuando la estructura de A como ZG-modulo permanece fija.

Definiciéon 2.4. (Extensiones equivalentes) Sea E una extension de G por A, donde A
es abeliano. Si E’ es otra extension de G por A, que preserva la accién de G en A, entonces
diremos que ambas extensiones son equivalentes si existe un morfismo de grupos ® : £ — E’
que hace conmutar el siguiente diagrama:

En otras palabras, ® restringe a la identidad en A y respeta la proyeccion sobre G. Note
también que de existir el morfismo ® este es un isomorfismo.

Notacion 2.1. Denotaremos por £(G; A) al conjunto de clases de equivalencia de tales

extensiones que fijan la estructura de ZG-moédulo en A.

El siguiente teorema relaciona el problema de clasificaciéon de extensiones con el segundo
grupo de cohomologia. Una demostracion detallada de este resultado puede consultarse en
[Br82],|Lo17],[Ca25].

Teorema 2.5 (Clasificacion de extensiones de grupo con nucleo abeliano). Sea G un grupo
y A un ZG -médulo. Existe una biyeccion

H%(G; A) +— E(G; A).

Observacién 2.5. En particular, de este resultado y la Observacion 2.2 se sigue que H?(G; Z),
donde Z es el G-modulo trivial, clasifica las extensiones centrales de G por Z.

A continuacién describimos de manera explicita la biyeccion del Teorema 2.5 y su inversa.

Construccidon de la extension a partir de un 2-cociclo. Sea f : G x G — A un 2-cociclo
normalizado tal que [f] € H?(G; A). Definimos el grupo E considerando el conjunto A x G
y dotandolo de la operacion

(a,9) - (b,h) = (a+gb+ f(g,h),gh).

La inclusiéon i : A — Ey dada por a — (a, 1) y la proyeccion p : Ef — G dada por (a,g) — g
definen la extension de grupos

0—>A1>Efﬂ>G—>1.
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De esta construccion puede verse qué accion de G en A inducida por la extension recupera
la estructura de G-moédulo de A. Méas atn, puede probarse que cociclos cohomoélogos definen
extensiones equivalentes.

Construccion de la clase de cohomologia a partir de una extensiéon. Consideremos
una extension tal que la accién inducida de G en A recupera la estructura de G-médulo de A

0 ALSEL G,

Elegimos una seccion de conjuntos s : G — E normalizada, es decir, s(1) = 1. Notemos que
para todas g, h € G se tiene p(s(g)s(h)) = g-h = p(s(g-h)), de modo que s(g-h) (s(g)s(h))*
se encuentra en i(A). Por lo tanto, existe una tnica fs(g,h) € A tal que

s(g-h)i(fs(g,h)) = s(g)s(h).

La funcién fs: G x G — A asi definida satisface fs(g,1) = f5s(1,g9) = 0 (es decir, es normali-
zado) y la identidad de 2-cociclo

fs(g,h) +g- fs(h, k) = fs(gh, k) + fs(g,hk) Vg,hkecG.

Por tanto fs € Z%(G; A)(el conjunto de cociclos normalizados). Resulta que cambiar la seccion
produce un cociclo cohomoélogo, de modo que a la extension se le asocia una clase bien definida
[fs] € H*(G; A).

Observacion 2.6. El 2-cociclo f, se puede pensar como el error que tiene la seccion s de ser
un morfismo (una escision). Asi, cuando este cociclo corresponde a la clase trivial del grupo
de cohomologia, la seccién es realmente un homomorfismo y, por tanto, la extension escinde.
Reciprocamente, si ¢ : G — Aut(G) es la representacion de la accion que da la estructura de
G-modulo al A, entonces la extensiéon dada por el producto semidirecto A x, G corresponde
a la clase trivial en H?(Gj; A).

Ejemplo 2.6 (Clase de Euler universal discreta). Sea p : R — S! el cubriente universal del
circulo. Cada levantamiento f : R — R de un homeomorfismo del circulo que preserva la

orientacion cumple f(x+1) = f(z)+1 y es estrictamente creciente, lo cual define el subgrupo
de levantamientos

Homeot (8') = { f € Homeo™ (R) | fot=to [},

donde t : x — x + 1 es la traslacion entera. Definiendo el morfismo ¢(f) : p(x) — p(f(x)) se
induce un morfismo sobreyectivo

¢ : Homeo™ (S') — Homeo™(S!),

dado por f — ¢(f), con nicleo (t) = Z, el grupo de transformaciones de Deck del cubriente

p, el cual es central en Homeo™ (S!). De este modo, obtenemos la siguiente extension central
de grupos:

0 — Z — Homeo " (S!) — Homeo™ (S') — 1. (2.2)
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——~—

Notemos que Homeo™ (S!) tiene torsion, mientras que Homeo™ (S!) € Homeo™ (R) es libre de
torsion, por lo que la extensiéon no escinde, y por lo tanto su clase de cohomologia asociada en
H?(Homeo™ (5'); Z) es no trivial. A esta clase se le suele llamar la clase de Euler universal
discreta y resulta ser un generador de H?(Homeo™ (S');7) = 7.

2.2. Extensiones procedentes de haces de circulos

En esta secciéon veremos que las extensiones de grupos que provienen de haces de circulos
orientados sobre una superficie orientable S; con g > 1 son centrales. Veremos también la
relacién que existe entre la clase de Euler del haz y la clase de cohomologia en H 2(Sg; Z)

que le corresponde a la extensién de grupos asociada. Los argumentos aqui descritos estan
basados en [Vil6, Chapter 2.5].

Dado un haz de circulos £ = (m, X, B), podemos asociarle una sucesion exacta larga de
grupos de homotopia, véase [Ha02, Teo. 4.41],

I (X)) T my(B) = m(SY) 2 mi(X) T m(B) - 1.

En el caso que la base B del haz £ es una superficie S con x(S) < 0, esta sucesion se reduce
a una extension de 71(S) por 71 (S!) = Z

0 — m(SY) 25 m(X) I m(S) — 1,
puesto que S es un espacio K(m1(S5),1).

Proposicion 2.2. Sea & = (m, X, S) un haz de circulos orientado sobre una superficie cerrada
S donde x(S) < 0. Entonces la extension inducida en grupos fundamentales

0 — m1(SY) 25 w1 (X) I m(S) — L. (2.3)

es central.

Demostracion. La accién inducida por la Extension 2.3 de m1(S) en 71(S!), siguiendo la

Ecuacion 2.1, esta dada por

i(y-a)=o(y)i(a) o)™,

para todo v € 71(S) y a € m1(S!), donde o : 7 (S) — m1(X) es una seccién arbitraria fijada.

Aqui o(7) es un levantamiento de 7, entonces es un lazo o(v) : (S',¢9) — (X, eq). Por
otro lado, i(a) : (8!, t9) — (Xuo,€0) s un lazo en la fibra de xg, que denotamos por X,
el cual se proyecta al lazo constante en 71 (S, o). Consideremos el pull-back de & sobre v y
g : v*X — X la funciéon inducida por el pull-back tal que (g,7) es un morfismo de haces,
véase Observacion A.2,

(V*Xv %) # (X’ 60)

| I

(Sl, to) #) (S, l‘o)
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Notemos que este es un haz de circulos orientado sobre el circulo, por lo tanto, v*X es un
toro y entonces, m (7*X , ?0) = 72 es abeliano. Ahora, definimos los lazos en (7*X , eT)) por

F(y) : (8, t0) — (v*X,e0) dado por z — (2,0(2))

a: (St ty) — (v*X,e5) dado por z — (z,i(a(z))).

Asi, se cumple que gy : 7(77) — () ¥ g« : @ — a. Por consiguiente, concluimos

o(Nao(y) ™ = g.(a(n)az() ) = g.(@) = o

Esto demuestra que la accién de 71(S) en 71 (S!) es trivial, y por ende la extension es central.
O

Observacion 2.7. En la demostraciéon anterior, si tomamos un haz de circulos no orientado,
y consideramos la extension en grupos fundamentales que induce, entonces el pull-back sobre
~ no necesariamente es isomorfo al toro, pues podria ser la botella de Klein. Por lo que en
ciertos casos, puede que la accién sea no trivial.

El nimero de Euler de la extension inducida

Del Teorema 2.5 se sigue que las clases de equivalencia de extensiones centrales de 71 (.S)
por Z estan en biyeccion con H?(m1(S); Z). En particular, si S = S, es una superficie orientable
de género g > 1, gracias a los siguientes isomorfismos,

H?*(m1(59): 2) =(1) H*(Sy;2) =) £,
las extensiones centrales de m1(S,) por Z estan clasificadas por un entero eg.

Definicién 2.5 (Ntmero de Euler de una extension central de m1(Sy) por Z). Consideremos
0+ 27— E — m(S) — 1 una extension central y [c] su clase de cohomologia asociada en
H?(71(S);Z). El nimero de Euler e de la extensiéon se define como el entero que le
corresponde a la clase [c| bajo la identificacion anterior.

Para entender la identificaciéon entre los grupos de cohomologia, en lo siguiente conside-
remos a Sy con la estructura celular dada con una 0-célula xg, 2¢g 1-células correspondientes
a los generadores candnicos en su grupo fundamental a;,b;, y una 2-célula, denotada por P,
cuyo borde esta dado por 0P = H?Zl[aj, b;]. Tal como en el cociente de la Figura 2.1 para el
caso S9. Ademas, consideramos a su grupo fundamental con presentacion

Wl(Sg) = <a1ab1> . 7ag>bg ‘ H?:l[a%bj] = 1>'

En la Figura 2.1 se muestra una region fundamental para el caso So, que consiste en la union
de la mitad de las 1-células (etiquetadas en forma positiva), la 2-célula (en color azul) y una
0-célula que consiste en uno de los vértices de la 1-célula a;. En general, denotamos por F' a
la region fundamental.
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El isomorfismo (1) explicado con mas detalle en el Apéndice B.3 es inducido por la apli-
cacion entre la resolucion barra del grupo m;(Sy) y el complejo de cadenas del cubriente
universal de Sy, rp : C™(m1(Sy);Z) — gng(:g\;;Z), dado como sigue en el caso n = 2: pa-
ra cada ¢ : m1(S,)% = Z un 2-cociclo (una derivacién), la asignacién rg va a un 2-cociclo

(singular) rr(p)

e rp(p)(s) = @(gs(io)gs(el)a 9;(;)95(52))> (2.4)

donde s : A2 — S es un 2-simplejo con vértices s(e;), y cada Is(er) € T1(Sy) es el tnico
elemento que manda a s(e;) dentro de la region fundamental F', de la accion de m1(Sy) en el
cubriente universal S, de Sj.

La region fundamental F' se puede dividir en en 4g tridngulos Ay, ..., A4y uniendo cada
vértice en la frontera con el baricentro yg en el poligono formado por la 2-célula.

Figura 2.1: Region fundamental de 71(S2) en el cubriente universal de Ss.

Luego, el isomorfismo (2) corresponde al isomorfismo de la dualidad de Poincaré, que de
acuerdo a la Formula (1.2) coincide con la evaluacion de la clase fundamental en el cociclo
representante de la clase, es decir,

([rr(@)),[Se]) = D rr(e)(s)) (2.5)

donde > s; = [Sy] € Ha(Sy;Z) es la clase fundamental de la superficie y los s; son las
funciones de adjuncién de los tridngulos Aq, ..., Ay,.
Lema 2.2. Sea

07 E-"5m(Sy) —1

una extension central y fijemos un generador z := ¢(1) de ¢(Z). El ntimero de Euler ep € Z
de la extension satisface la igualdad en F

[0(a;),0(bj)] = 2°F, (2.6)

9
=1

J
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para cualquier seccion de conjuntos o : m1(Sy) — E. En particular, eg es independiente de la
eleccion de o, y cambia de signo al reemplazar z por z L.

Demostracion. Para calcular el nimero de FEuler eg via la Formula 2.5, primero fijamos la
seccion o : m1(Sy) — E y definimos el cociclo ¢, en Z2(m1(Sy), Z) como

co(g,h) = o(g)o(h) - o(gh)™",

de acuerdo al Teorema 2.5. Luego, determinamos el morfismo rr de la Féormula 2.4, y para
ello debemos entender cuales son los elementos gy () en 71(Sy) donde s(e) es un vértice del
simplejo en la region fundamental F', es decir, un vértice de los tridngulos Ay, ..., Ay;.

Comencemos enfocandonos en los tridngulos consecutivos Ayj_3, Agj_o, Agj_1, Ayj.
Estos triangulos tienen un vértice en comtin que es yo ademas de los vértices de la arista a; o
b; respectivamente. En particular, los vértices en a; y b; son de la forma g~z para algin g,
y por sencillez denotamos por g; y g2 a los elementos en m1(Sy) que mandan a estos vértices
a xg, teniendo en cuenta el orden de los vértices recorriendo en sentido horario el borde del
poligono. Dado que yg ya se encuentra en la regién fundamental, gy es trivial, y tenemos:

90 g1 92
A4j,3 1 w; wj+1aj
A4j,2 1 w;a; wjajbj
A4j_1 1 wjajbj wjajbjaj_l
A4j 1 wjajbja;1 Wi41
Donde abreviamos w; := Hijz_ll [a;, b;] con la convencion wy = 1. Por lo tanto,

77 (Co)(Agj—3)+7F(co)(Agj—2) + 1r(co ) (Agj-1) + TR (Co ) (Agj)
= co(wj, aj) + co(wjaj, bj) + co(wjazb;, aj_l) + cg(wjajbjaj_l, bj_l)

-1 -1 -1
= o(wj) o(aj) o(bj) oaz)™ o(bj)” o(wjy1) -
Al sumar sobre todos los triangulos que recubren S aparece una “suma telescopica’

ep = (rr(co), [S]) 77 (Co)(Agj—3) + 1F(co)(Dsj—2) + 177(co)(Agj—1) + rF(co) (D))

e

1

J

o(aj) o(bj) o(a;) " o(by)~".

|
.zb

1

J
U

Terminamos este capitulo demostrando que si la extensién central proviene de un haz
orientado de circulos, entonces su nimero de Euler coincide exactamente con el ntimero de
Euler del haz.
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Proposicion 2.3. Sea g > 1. El nimero de Euler de un haz de circulos € orientado
st x5S,
coincide con el niumero de Euler la extension central asociada

0—>7— 7['1(X,60) — 7T1(Sg,.110) — 1.

Demostracion. Sea & el haz de circulos orientado S! — X 5 Sg. Como antes, demos a S = S,
la estructura de CW-complejo usual: una tnica 0-célula zg; 2g 1-células aq,b1,...,a4,by; y
una 2-célula P cuyo borde es OP = [a1,b1]- - [ag,by]. Recordemos que el nimero de Euler
del haz & esta dado por e(§) := ([cs], [S,]) donde ¢, es la obstruccion de extender la seccién
s:8W — X del haz &, Definicion 1.6.

En concreto, elegimos un punto base ey € 771 () y una seccion o : (S, x9) — m1 (X, €g).
Sobre el 1-esqueleto fijamos las secciones o(a;j) y o(b;). En este caso, el nimero de Euler e(§)
es el elemento de 71 (7! (zg)) = Z obtenido al tomar el grado de la composicion:

oP 24y g() =, x POV 1l (g,

donde proy es la restriccion a la fibra de zy. Esta composicion recorre, en 1 (X, ep), el producto
de conmutadores [7_, [0(a;), o(b;)]-

Por otro lado, de acuerdo a la Proposiciéon 2.2 el nidmero de Fuler de la extension central
esta dado por

g
e = ([rr(co)], [9]) = [[lo(ay), a(b))).
j=1
En consecuencia, los nimeros de Euler de la extensiéon y del haz de circulos orientado coinciden
ep = e(§). O

Observacion 2.8. La intuiciéon detras del resultado anterior es que la traslacién completa
de cada levantamiento de un conmutador calcula exactamente el grado de la seccién sobre la
2-célula, es decir, la obstruccién a extender una secciéon global del haz.

De los resultados anteriores y la Notacion 1.3 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1. [Una presentacion de (X;“)] Para k € Z y g > 0, una presentacion del
grupo fundamental de la 3-variedad X, ;‘3 estd dada por

7T1(X!I;) = (A1,B1,..., Ay, By, 2 | z central, [Ay, By] - - [Ay, By] = 2*), (2.7)

donde se escogen o(a;) = Aj, o(bj) = Bj y z la imagen del generador en m(S?).



Capitulo 3

Grupos modulares de superficies

El objetivo de este capitulo es exponer de manera condensada los principales resultados
vy herramientas sobre los grupos modulares de superficies que emplearemos en el siguiente
capitulo. Esta tesis se centra en calcular los grupos modulares de ciertas 3—variedades que
fibran como haz de circulos con base una superficie, y, en este contexto, entender la estructura
y propiedades del grupo modular de la superficie base resulta esencial para describir el grupo
modular de la 3—variedad correspondiente.

Una de las virtudes de los grupos modulares es su estrecha relaciéon con otros grupos
clasicos. En este capitulo, exploraremos dos resultados que ilustran estas conexiones. Por un
lado tenemos la sucesion exacta corta de Birman, la cual muestra como se relacionan tres
grupos importantes en una sucesion exacta: el grupo fundamental de la superficie, el grupo
modular de la superficie con una ponchadura y el propio grupo modular de la superficie
cerrada. Por otro lado, describiremos el Teorema de Dehn—Nielsen—Baer que establece un
isomorfismo entre el grupo modular extendido de la superficie y el grupo de automorfismos
externos de su grupo fundamental.

Finalmente, revisaremos algunos resultados sobre la cohomologia en grados bajos del gru-
po modular de superficies, dado que desempenan un papel relevante en la clasificacién de
extensiones de este grupo por otros grupos. En particular, esta informacién cohomologica
permitira, en el capitulo siguiente, argumentar sobre la estructura de las extensiones de gru-
pos que aparecen cuando consideramos haces de circulos orientados sobre superficies.

3.1. Definiciéon y primeros ejemplos

Definicion 3.1 (El grupo modular de una superficie). El grupo modular de una superficie
cerrada orientable S se define como el grupo de componentes conexas del grupo Homeo™ (9)
de homeomorfismos de S que preservan la orientaciéon

Mod(S) := mo( Homeo™ (S5)).
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Alternativamente, si Homeog(.S) denota la componente conexa de la identidad de Homeo™ (S),
es decir, el subgrupo de homeomorfismos isotépicos a la identidad, entonces el grupo modular
Mod(S) se puede definir como el grupo cociente

Homeo ™ (S)/ Homeog(S).

Observacién 3.1. El grupo Homeo™ (S) es un grupo topoldgico (por lo que tiene sentido
tomar componentes conexas) con la topologia compacto-abierta y el cociente anterior hereda
la topologia cociente. No obstante, Mod(S) es un grupo discreto, pues Homeop(S) es un
subgrupo normal abierto de Homeo™ (.9) (lo cual sucede para superficies de tipo finito !). Esto
contrasta con la naturaleza ‘continua’ del grupo total Homeo™ (S).

Observacion 3.2. Sila superficie S tiene frontera no vacia, en la definicién se requiere ademaés
que los homeomorfismos actiien como la identidad sobre la frontera.

En particular, el siguiente resultado sobre el tipo de homotopia de Homeog(S) juega un
rol en futuros argumentos, por ejemplo en la sucesiéon exacta corta de Birman.

Teorema 3.1. [Ha66, Teo. 5.1] Sea Sy una superficie compacta y orientable de género g > 1.
Entonces Homeog(.S) es un espacio contractil.

La definicion de grupo modular de superficies puede establecerse de distintas formas: se
puede considerar, por ejemplo, difeomorfismos en vez de homeomorfismos, o incluso usando
clases de homotopia en vez de clases de isotopia. Notablemente, salvo en unos pocos casos
excepcionales, para superficies compactas orientables, los grupos asi definidos resultan ser
isomorfos entre si (véase [FM12, §2.1]). Algunas variantes importantes del grupo modular
surgen al considerar homeomorfismos que preservan estructuras adicionales en la superficie S.
En lo siguiente sera 1util considerar una superficie con una ponchadura o bien restringirnos a
clases de homeomorfismos que dejan fijo un punto.

Definicién 3.2. Sea S una superficie. El grupo modular de S relativo a un punto x € S
se define como

Mod(S, z) := mo(Homeo™ (S, 7)),

donde Homeo™ (S, x) denota el grupo de homeomorfismos de S que preservan la orientacion
y que fijan a .

Observacién 3.3. Si S es una superficie compacta y denotamos por S! := S\ z la superficie
con una ponchadura, entonces existe una identificacién natural

Mod(S, z) = Mod(S").

Una propiedad tutil de los homeomorfismos de superficies establece que, bajo condiciones
generales, todo homeomorfismo puede deformarse (via una homotopia) a uno que fija un
punto; por ello cada clase de Mod(S,) admite un representante que mantiene fijo un punto.
En particular serd ttil en el calculo de Mod(S?).

1 Es decir, aquellas superficies cuyo grupo fundamental es finitamente generado.
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Proposiciéon 3.1. Sea S una superficie compacta y arco conexa. Entonces, para cualquier
homeomorfismo f : S — 5, existe un homeomorfismo f* : .S — S, homotopico a f, que deja
fijo al menos un punto de S.

Demostracion. Dado un punto zg € S, consideremos su imagen f(xg) € S. Como S es arco
conexo, existe un camino simple « : [0,1] — S que une xo con f(zp). Sea U una vecindad
tubular de la imagen de «, que podemos suponer homeomorfa a un disco cerrado D? C C.
Construimos un homeomorfismo ¢ : U — D? tal que ¢(z¢) = 1/2 y é(f(x0)) = —1/2. El
homeomorfismo 1 : D — D? definido por re’ — re? ™ es la identidad en la frontera de D?
e intercambia 1/2 y —1/2, ademas, ¢ es isotopica a la identidad Idp2. Definimos f*: S — S
como
(@) = {¢—1 oogo flx), zel,
f(x), x ¢ U

Entonces f* es homotopico a f y, por construccion, deja fijo el punto xg. O
Primeros ejemplos de grupos modulares

Dado el rol que juegan en la teoria, en un primer acercamiento de los grupos modulares
es usual determinar estos grupos para el anillo y el disco. Asimismo, pueden obtenerse la
descripcion del grupo modular de superficies de género pequefio, como la esfera y el toro. A
modo de orientacion, en las técnicas usuales, resumimos los célculos clasicos de Mod(S) para
algunas de las superficies mencionadas.

Ejemplo 3.2 (El disco y el disco con una ponchadura). El Lema de Alexander muestra que
todo homeomorfismo del disco que fija la frontera es homotopico a la identidad; en consecuen-
cia Mod(D?) tiene una tinica clase y, por tanto, es trivial. El mismo argumento puede usarse
para un disco con una ponchadura.

Ejemplo 3.3 (La esfera y la esfera con una ponchadura). Los grupos modulares de Mod(S?),
Mod(S’é) son triviales, con S&, la esfera con una ponchadura. En efecto, la superficie S&
es homeomorfa a R?, y en R? toda funcién continua es homotoépica a la funciéon identidad.
Luego, de la Proposicién 3.1 cada homeomorfismo de S? es homotépico a uno que deja fijo
un punto. Entonces podemos restringirnos a homeomorfismos de S3, los cuales ya vimos que
son isotopicos a la identidad. De esto se sigue que Mod(S?) es trivial.

Ejemplo 3.4 (El toro). En este caso Mod(T?) = SLy(Z). Cada clase de homeomorfismo del
toro induce un automorfismo de Hy(T?%;Z) ~ Z2. Lo que define un morfismo

Mod(T?) — Aut(Z?) = GLo(Z).

Preservar la orientacion corresponde a tener determinante +1, de modo que la imagen esta en
SL(2, 7). La inyectividad se obtiene porque un homeomorfismo del toro que actta trivialmente
en homologia, es isotopico a la identidad, esto se muestra usando homotopias “lineales” en el
cubriente universal R?. El morfismo es sobreyectivo, pues toda matriz de SL(2, Z) proviene de
un homeomorfismo lineal del plano que pasa al cociente.
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Ejemplo 3.5 (El anillo). Consideremos el anillo A = S! x [0, 1]. El grupo modular Mod(A)
consiste en las clases de isotopfa de homeomorfismos que son la identidad en la frontera. Cada
homeomorfismo orientado que fija la frontera se levanta al cubriente universal del anillo (una
banda infinita) como una traslacion entera, y el “ntimero de traslacion” induce un isomorfismo

Mod(A) = Z.
El generador es precisamente la clase de isotopia del giro de Dehn estindar en el anillo, cuya
definicién recordamos a continuacion.

Giros de Dehn

A continuacién describimos ciertos homeomorfismos que son fundamentales para describir
generadores del grupo modular de una superficie.

Definicién 3.3. Sea A el anillo S x [0, 1], definimos el giro de Dehn estandar como el
homeomorfismo T : A — A definido por:

T(z,t) = (2™ 2, t).

Sea S una superficie orientable y sea a : S' < S una curva cerrada simple en S, es

Figura 3.1: Giro de Dehn estandar.

decir un encaje de S' en S. Consideremos una wecindad tubular? N de a. Definimos el
giro de Dehn a lo largo de la curva a como el homeomorfismo de S dado por

T () = (poTop ) z) sizeN
¢ x sizeS\N.

donde T : A — A es el giro de Dehn estandar en el anillo A, y ¢ : A — N es un homeomorfismo
que preserva la orientacion.

2 Bs decir N = Im(yp), donde ¢ : A < S es un encaje del anillo en S tal que p(A) N IS = @ y ademas,

©(z,3)(2) = a(z) para todo z € S'.
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Figura 3.2: Giro de Dehn a lo largo de la curva a.

Notacion 3.1. También llamamos al giro de Dehn estandar a la clase de isotopia ¢t € Mod(A)
del homeomorfismo Ty denotamos por t, a la clase de isotopia del giro de Dehn a lo largo
de la curva a.

Observacion 3.4. La clase de isotopia t, no depende de la eleccién de la vecindad tubular
ni de la orientaciéon de la curva a; sin embargo, si depende de la orientaciéon de la vecindad
regular. Ademas, si a y b son curvas isotopicas, entonces t, = tp.

3.2. La sucesion exacta corta de Birman

La sucesion exacta corta de Birman relaciona al grupo modular con un punto marcado
y el grupo modular de una superficie con caracteristica de Euler negativa. En tal sucesién
exacta tenemos dos morfismos, el morfismo ‘Forget’ y el morfismo ‘Push’ en inglés.

El morfismo “Forget”. Este morfismo va del grupo modular relativo a un punto x en S,
al grupo modular de la superficie,

Forget: Mod(S;z) — Mod(95),

y envia una clase [f] de homeomorfismos que fijan al punto z a la clase [f] en Mod(S5)
considerando que en esta no hay la condicién de fijar el punto. Como S es arco conexa, de la
Proposicion 3.1 sabemos que cualquier clase en Mod(S) contiene un representante que deja
fijo a x, de modo que Forget es sobreyectivo.

El morfismo “Push”. Para cada clase a € 71(5,x) elegimos un representante a y elegimos
una vecindad regular N, de dicha curva. Si S una superficie orientable, entonces N, = A es
un anillo con bordes b y ¢, asi definimos

Push: 71(S,2) — Mod(S; x)

ottt



35 Capitulo 3. Grupos modulares de superficies
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Figura 3.3: Morfismo Push sobre la curva «.

Si S es una superficie con caracteristica de Euler negativa, entonces este morfismo es
inyectivo: un elemento no trivial de 71 (.S, z) “empuja” el punto a lo largo de una curva esencial,
produciendo un giro de Dehn no trivial en la clase modular.

Para una demostracion detallada, consulte por ejemplo [FM12, Teo. 4.6].

Teorema 3.6 (Sucesion exacta corta de Birman). Sea S una superficie con caracteristica de
Euler negativa. Si x € S, entonces la sucesion

1 — 1 (S, z) 22 Mod(S, z) 22% Mod(S) — 1 (3.1)

es una sucesion exacta corta conocida como la sucesién exacta corta de Birman.

Idea de la demostracion. Sea S una superficie compacta y orientable con x(S) < 0,y x € S
un punto fijo. La idea clave es que existe una fibracién

Homeo™ (S, ) < Homeo™ (9) @, S,

donde (f) = f(z) y la inclusion es “olvidar” que z es un punto fijo. Como % es un haz
localmente trivial, existe una sucesién exacta en grupos de homotopia

-+ — 71 (Homeo™ (9)) — 71 (S, z) 5 mo(Homeo™ (S, x)) LN mo(Homeo™ (S)) — 1

Al identificar Mod(S) = m(Homeo™ (5)) y Mod(S,z) = mo(Homeo™ (S, z)), y dado que la
componente identidad Homeog(S) es contractil (Teorema 3.1), se deduce que el resto de la
sucesion es trivial. Por tltimo, i, coincide con Forget, pues la inclusion de Homeo™ (S, z) en
Homeo™ (S) simplemente “olvida” la condicién de fijar z. Y, por otro lado, 0 se identifica con
Push, al enviar cada lazo basado en = al homeomorfismo que empuja x a lo largo de ese lazo
y lo regresa. Obteniendo la sucesién exacta corta de Birman.
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3.3. El Teorema de Dehn—Nielsen—Baer

El teorema de Dehn—Nielsen—Baer establece una correspondencia precisa entre la topolo-
gia de una superficie y la estructura algebraica de su grupo fundamental, afirmando que el

grupo modular Mod(S) es isomorfo a un subgrupo de indice dos de Out(m(S)), el grupo de

automorfismos externos °.

Definicion 3.4. El grupo modular extendido de una superficie S se define como
Mod*(S) := mo(Homeo(S)),

el conjunto de clases de homotopia libre de homeomorfismos, incluyendo aquellos que no
preservan la orientacion.

Observacién 3.5. Existe un morfismo natural Mod®(S) — Z/2Z que registra la preservacion
o inversién de la orientaciéon, dando lugar a una sucesion exacta corta

1 — Mod(S) — Mod*(S) — 7/2Z — 1.

Esta sucesion escinde, ya que existe siempre un homeomorfismo de orden dos que invierte la
orientacion de S. En particular, Mod(S) es un subgrupo de indice dos en Mod*(S).

Dada una clase [f] € Mod*(S), consideramos el morfismo inducido en el grupo funda-
mental por un representante de la clase,

fe:mi(S,p) = m(S, f(p))-

Corrigiendo el cambio del punto base mediante un camino v de p a f(p), se define un auto-
morfismo, que denotaremos de la misma manera por sencillez, como

fella]) = [y f(a) x4~

para todo lazo a basado en p (usualmente llamado el morfismo de cambio del punto base).
El automorfismo obtenido depende de la eleccién del camino v que se tome, sin embargo,
para una eleccion distinta, los automorfismos son conjugados (difieren de un automorfismo
interno). Entonces, se define el morfismo

o : Mod®(S) — Out(m1 (S, p))

donde o([f]) = [f«]. La funcién o esta bien definida, ya que dos homeomorfismos homotopicos
libremente inducen automorfismos conjugados, y diferentes elecciones del camino «y también
modifican f, Gnicamente por conjugacion.

Una exposicion exhaustiva de la demostracion aparece en [FM12, Teo. 8.1].

3 Sea G un grupo, para cualquier h € G le asociamos I, : G — G un automorfismo dado por g — hgh™!,
para todo g € G. El conjunto de automorfismos internos forman un subgrupo normal de Aut(G), denotado
por Inn(G). Definimos el grupo de automorfismos externos de G como el cociente Out(G) = Aut(G)/Inn(G).
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Teorema 3.7 (Dehn-Nielsen-Baer). Sea g > 1. El morfismo
o : Mod*(S,) — Out(r1(S,))

es un isomorfismo.

En particular, en el caso g = 1 tenemos que

Mod*(T?) = GL(2,Z) = Out(n(T?)) = Aut(Z?).
Accion sobre la clase fundamental y orientaciéon

Dar una orientacion a la superficie Sy corresponde a elegir un generador de la homologia de
grado 2, Hy(Sy; Z) = Z: 1a clase fundamental [S,] de la superficie. El grupo modular extendido
Modi(Sg) acttia sobre H(Sy;7Z), y esta accion detecta si un homeomorfismo preserva o
invierte la orientacion.

Dado que existe una identificacion natural entre Ho(Sy;7Z) y Ha(m1(Sy); Z), también el
grupo Out(m(Sy)) actta sobre Ho(m1(Sy); Z) = Z, y esta acciéon es compatible con la accion
topoldgica del grupo modular bajo el isomorfismo del Teorema de Dehn—Nielsen—Baer 3.7. La
situacién se resume en el siguiente diagrama conmutativo:

Mod*(S,) —— Out(m1(S,))

| !

7/27 ——— Aut(Ha(m1(S4); 2))

Aqui, la flecha vertical izquierda envia la clase de un homeomorfismo a su accién sobre
la orientacion (trivial si la preserva, no trivial si la invierte), mientras que la flecha vertical
derecha corresponde a la accion inducida en homologia por automorfismos externos del grupo
fundamental. La conmutatividad del diagrama garantiza que la orientacién se preserva a nivel
topologico si y solo si se preserva a nivel algebraico.

Esto nos permite definir un subgrupo de automorfismos del grupo fundamental que modela
la orientacién de manera puramente algebraica:

Definicién 3.5. Sea S, una superficie orientable cerrada. Definimos
AUT (11(Sg)) := {p € Aut(m1(Sy)) | ¢« actiia trivialmente en Ho(m1(Sy);Z)}.
Asimismo, definimos el subgrupo correspondiente en Out(71(Sy)),

OUT (m1(Sy)) := imagen de AUT (m1(Sy)) en Out(m(Sy)).
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Bajo el isomorfismo del teorema de Dehn—Nielsen—Baer,
Mod*(S,) = Out(m1(S,)),

el subgrupo Mod(Sy) C Modi(Sg), constituido por clases de isotopia de homeomorfismos que
preservan la orientacion, se identifica con el subgrupo OUT (m1(Sy)) C Out(mi(Sy)) que acttia
trivialmente sobre la clase fundamental. De este modo, la preservacion de la orientacion se
traduce algebraicamente como la preservaciéon de la clase fundamental en homologia.

Teorema de Dehn-Nielsen-Baer para superficies con una ponchadura

Sea S = S; una superficie orientable de género g > 1 con un punto removido. El grupo
fundamental (S, p), con punto base p € S, posee una clase de conjugacion distinguida: la
clase del lazo meridional § que rodea el agujero generado por la ponchadura. Dado que § de-
tecta topologicamente la presencia del agujero, cualquier automorfismo del grupo fundamental
inducido por un homeomorfismo de S debe preservar su clase de conjugacion.

Definicién 3.6. Definimos Out™(71(S)) como el subgrupo de Out(m;(.5)) formado por clases
de automorfismos que preservan la clase de conjugacion del lazo meridional que rodea a x.

Un homeomorfismo f : S — S se extiende a un homeomorfismo de la superficie cerrada
Sy, y puede considerarse homotopicamente trivial en una vecindad suficientemente pequena
alrededor del agujero. En consecuencia, el lazo meridional §, que representa una pequeiia curva
que rodea la ponchadura, debe ser preservado (al menos en su clase de conjugacion) bajo el
automorfismo inducido por f en el grupo fundamental.

Asi, definimos el morfismo o : Mod(S) — Out*(71(S)) como o([f]) := [f«], donde
[f] € Mod(S) es la clase de isotopia de un homeomorfismo de S, y [f.] es la clase externa del
automorfismo inducido sobre el grupo fundamental. La condicién sobre la clase de conjugaciéon
de § garantiza que o estd bien definida.

Teorema 3.8 (Dehn-Nielsen-Baer con una ponchadura). Sea g > 1y S = S; una superficie
de género g con un punto removido. Entonces, el morfismo

o : Mod(S) — Out™(m1(.9))

es un isomorfismo.

Para una discusion mas detallada de la demostracion, véase [FM12, Teo. 8.8].
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3.4. Calculos de cohomologia del grupo modular de superficies

En esta seccién presentamos una sintesis de los resultados conocidos sobre los dos primeros
grupos de cohomologia del grupo modular de una superficie cerrada y orientable Mod(.S),
haciendo énfasis en los casos con coeficientes torcidos H'(S,;7), entendido como Mod(S,)-
modulo con la accién usual. En nuestro caso, el interés por los coeficientes torcidos radica en
que estos grupos clasifican las posibles extensiones del grupo modular por el grupo H 1(Sg; Z),
asi como la existencia o no de escisiones de dichas extensiones. Estos calculos jugaran un rol
importante en el calculo de los grupos modulares de las 3-variedades que fibran como haces
de circulos en el capitulo siguiente.

Los céalculos en el caso de coeficientes torcidos son el resultado de contribuciones de Morita
[Mor86|, de Chen y Tshishiku [CT24], entre otros. Por otro lado, los célculos con coeficientes
enteros, debidos principalmente a Harer [Ha83|, ofrecen otras interpretaciones geométricas
interesantes de los grupos de cohomologia; por ejemplo, en la clasificacion de haces de super-
ficies.

Se resumen en la siguiente tabla algunos de los resultados conocidos para los dos primeros
grupos de cohomologia del grupo modular, tanto con coeficientes enteros como con coeficientes
torcidos:

| Coeficientes M | H(Mod(Sy); M) [ H?*(Mod(S,); M) |
VA 0(sig>1) Z (sig>4)
M(5,2) | 0(sig=1) | 7/0g-27 (5959

El calculo de los grupos de cohomologia de Mod(Sy) con coeficientes enteros se apoya de
forma estrecha en los correspondientes resultados de homologia. Para un estudio completo de
la homologia en grados bajos (incluidas superficies con ponchaduras y componentes de fron-
tera) véase por ejemplo [CA20]. Los célculos explicitos de H'(Mod(S,); Z) y H?*(Mod(S,); Z)
aparecen descritos con mas detalle en [FM12, §5.5-5.6].

Calculo de H'(Mod(Sy); H(S,))

El célculo del primer grupo de cohomologia con coeficientes en H 1(Sg) fue realizado por
Morita en [Mor86]. Recordemos que el primer grupo de cohomologia de un grupo G con
coeficientes en un G-modulo abeliano A se identifica con el grupo de derivaciones méodulo
derivaciones principales.

Morita muestra que H'(Mod(S,); H'(S,)) puede describirse explicitamente mediante fun-
ciones de la siguiente forma. Dada una derivacion d : Mod(S,) — H'(S,), definimos la funcién

fd : MOd(Sg) X Hl(Sg) — 7,

dada por fy(p,x) = d(¢p~1)(z), donde la acciéon de Mod(S,) sobre H!(S,) es la usual.
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Se puede verificar que f; satisface:

L fa(p,z +y) = fale, ) + fale,y)
1. fa(o,z) = fa(¥, o«(x)) + fa(p, x) para todo ¢, ¢ en Mod(Sy) y todo z,y en Hl(Sg).

Morita demuestra que existe una biyeccién entre las derivaciones y las funciones que satisfacen
las condiciones anteriores. Explicitamente, a una derivacion d, se le asocia el morfismo cruzado
falp,z) = d(e~1)(x). Y, por otro lado, dada una funcién f con las dos propiedades anteriores,
define la derivacion ds(p)(z) = f(p~ !, x).

Ademas, las derivaciones principales corresponden bajo esta biyeccion a las funciones

fa(p,z) = d(p«(z) — 7).

Teorema 3.9. [Mor86, Prop. 4.1] Sea S, una superficie orientable cerrada de género g > 1.
Entonces,

Hl(MOd(Sg)§ H1<Sg)) = 0.

Idea de la demostracion. Morita demuestra que cualquier morfismo cruzado debe tomar una
forma especifica en los generadores estandar de Mod(.S,). Usando explicitamente las relaciones
bésicas del grupo modular (trenzas, hiperelipticas y de desunion), concluye que tales morfismos
so6lo pueden ser derivaciones principales, es decir, cofronteras en la cohomologia.

Sea f : Mod(Sy) x Hi(Sy) = Z un morfismo cruzado, es decir, cumple:

L flp,z+y) = f(o,x) + f(p,y) para todo ¢, z,y.
1. f(vp,z) = f(, ps(x)) + f(p, ) para todo 9, ¢, .

La idea es construir u € H'(S,) tal que f(p,x) = u(p«(x) — ) para todo ¢, z. Para ello,
definimos u en los generadores estandar de la homologia:

u(xl) = f(tai7 yi)? u(yl) = _f(tbwl‘i)

donde t,,, tp, son los giros de Dehn respecto a curvas generadoras y x;,y; los generadores de

Hy(S,).

Anulacion en pares de generadores distintos. Consideremos los giros de Dehn ¢, y t,; asociados
a curvas disjuntas (i # j), los cuales conmutan:

taita, = ta;ta;-
Por la regla del morfismo cruzado,

f(taita;, x) = f(tay ta«(x)) + f(ta;, x)

f(tajtai’ T) = f(taj?tai*(x)) + f(taml‘)'
Luego, por conmutatividad (relacion de desunién), estas expresiones deben ser iguales para
todo z:

f(tagstaye (@) + f(la;, @) = [(ta;, ta;«(2)) + f(la;, )



41 Capitulo 3. Grupos modulares de superficies

Tomando = = xy con k # 4, j, y usando que t4; y tq, fijan z, se deduce que

f(tai zr) =0, f(ta;,zr) =0

por linealidad y simetria. Razonamientos similares usando las relaciones de conmutatividad y
trenza muestran que también f(tq,,y;) = 0 para i # j, y de igual modo para los otros pares
de generadores.

Valores diagonales. Para los valores diagonales como f(tq,,x:), f(ts,,¥:), se emplean relacio-
nes adicionales (por ejemplo, la relacion de trenza) para mostrar que estos valores quedan
determinados completamente por la funcién v definida arriba.

Por lo anterior, u esté bien definida y

[l x) = ulpe(z) — 2)
para todo ¢ y x. Es decir, f es un coborde. Por lo tanto,

H' (Mod(Sy); H' (Sg)) = 0.

Calculo de H'(Mod(S}); H*(S,))

Morita también estudia el primer grupo de cohomologia del grupo modular de la superficie

S con una ponchadura con coeficientes en H(S,) donde la accion en este modulo es trivial.
g g

En nuestro contexto, el célculo de este grupo juega un papel clave para comprender la 2-
cohomologia de Mod(Sy), ya que H'(Mod(S,); H'(S,)) aparece en la sucesion exacta de cinco
términos derivada de la sucesion espectral de Lyndon—Hochschild—Serre (véase en el Apéndice
B.4) aplicada a la sucesion exacta corta de Birman. Esta sucesion exacta sera esencial para
determinar la estructura de H?(Mod(S,); H(S,)) v analizar si ciertas extensiones escinden
0 1o.

Teorema 3.10. [Mor86, Prop. 6.4] Para g > 1, se tiene que Hl(Mod(S;); H(S,)) es un grupo
ciclico infinito. Con mayor precision, la siguiente funcién inducida por la sucesiéon espectral
de Lyndon-Hochschild-Serre (LHS) aplicada a la sucesion exacta corta de Birman

H' (Mod(S}); H'(S,)) 2 Hom(H;(S,), H'(S,))ModS0) = 7

es un monomorfismo, y el generador de Hl(Mod(S’;); H'(S,)) se envia al entero 2g — 2.

Idea de la demostracion. Al aplicar la sucesion espectral LHS a la sucesion exacta corta de
Birman con el médulo H'(S,), los primeros tres términos de la sucesién exacta de cinco
términos asociada (véase B.4) son

0 — H'(Mod(S,); H(S,)) — H'(Mod(S}); H'(S,)) 2 Hom(Hi(S,), H'(S,))Mo4(59),
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El primer grupo es trivial por el Teorema 3.9, entonces el morfismo A es inyectivo. Por otro
lado,
Hom(H:(S), H' (Sy)M4) = 7,

donde el generador de este grupo estéd dado explicitamente por el isomorfismo inverso de la
dualidad de Poincaré §. En este caso el isomorfismo esta dado en términos del nimero de
interseccion algébrica 4, x +— (x, =) el cual es invariante bajo la accién del grupo modular
Mod(S,). Cualquier otro morfismo en Hom(H;(S,), H'(S,)) que sea Mod(S,)-invariante es un
multiplo entero de la dualidad de Poincaré. Finalmente, la funcién A obtenida de la sucesion
espectral envia el generador del grupo de cohomologia exactamente al isomorfismo inverso de
la dualidad de Poincaré multiplicado por 2g — 2, para ello Morita expresa un cociclo explicito
y muestra que su imagen no es divisible por un numero entero menor a 2g — 2, lo cual concluye
la demostracion. O

Calculo de H?*(Mod(Sy); H(S,))

El célculo de este grupo de cohomologia esta dado en [CT24| con el propédsito de entender
la escision de las extensiones de Mod(S,) por H'(S,) con la accién usual. El calculo explicito
de este grupo se obtiene para g > 8. Sin embargo, para g > 1 se puede calcular el orden de
cierta clase de cohomologia que juega un rol importante en la escisiéon de las extensiones.

Consideremos la sucesion exacta corta de Birman y 7’ el subgrupo conmutador de 71 (Sy).
Haciendo cociente sobre 7’ a los dos primeros términos en la sucesion exacta corta de Birman,
obtenemos la extension derivada de la sucesiéon de Birman

1 — m1(Sy,2)%® — Mod(S;)/W' — Mod(Sy) — 1. (3.2)

La abelianizacion 7 (S, 2)® es isomorfo a Hy(S,) y a la vez isomorfo a H!(S,) por la dualidad
de Poincaré §. Por lo tanto, a través de estas identificaciones obtenemos dos extensiones, una

de Mod(S,) por H1(S,) y la otra de Mod(S,) por H(S,)
1 — Hi(Sy) — Mod(S,) /7" — Mod(S,) — 1. (3.3)

Ambas relacionadas por lo siguiente; denotemos por eu a la clase de la extension (3.3)
en el grupo H2(Mod(S,), H1(Sy)), entonces la clase de la segunda extension es d,(eu) en
H?(Mod(S,), H'(S,)), donde

dx : H?(Mod(Sy), H1(Sg)) — H?*(Mod(Sy), H'(S)),
es el isomorfismo inducido por 9.

El primer objetivo de esta seccion es calcular el orden de la clase eu (el cual es el mismo
orden de d,(eu)). Finalizamos esta seccién esbozando el calculo H%(Mod(S,), H'(S,)) para
g>8.

* El naimero de interseccion (—, —) : H1(Sy) x H1(Sy) — Z es el minimo namero de veces que se intersectan
dos representantes de homologia.
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Morfismo transgresion aplicado a la sucesion exacta corta de Birman. En lo si-
guiente, consideramos la sucesiéon exacta de cinco términos derivada de la sucesion espectral
de Lyndon—Hochschild—Serre aplicada a la sucesion exacta corta de Birman con médulo de
coeficientes H'(S,). Entonces, de acuerdo a la formula B.3, el morfismo de transgresion se
define como

te 2 H (71 (5,): H'(5,) M) = H2(Mod(S,): H'(S,)7 7).

En los coeficientes del grupo codominio tenemos H'(S,)™ (%) = H1(S,), pues Mod(S;) actiia
trivialmente en H'(Sy), y por lo tanto el subgrupo Push(m;(Sy)) < Mod(S]) también actia
trivialmente en H'(S,). El morfismo de transgresion

tg « H' (m1(Sy); H' (Sy))M1%) — H?(Mod(Sy); H' (Sy)),

esta definido por tg([z]) = eu — [z]. En particular, si eu esta representada por el 2-cociclo
7(—, —), entonces

tg([]) = [-2(r(=,-)),
véase la formula B.2. Por otro lado, bajo la identificacion H' (71 (S,); H'(S,))Md(%) = 7[4],
el morfismo de transgresion, tg : Z[0] — H?(Mod(S,); H'(S,)), tiene la forma

tg(0) = [=6(7(=, —)] = —dx(ew). (34)

Proposicion 3.2. [CT24, Prop. 4.1] Fije g > 1 y sea eu la clase de la extension de grupos
3.3. Entonces, eu tiene orden 2g — 2 en H%(Mod(S,); H(S,)).

Demostracion. El método consiste en aplicar la sucesion espectral LHS a la sucesion exacta
corta de Birman con el médulo de coeficientes H'(S,) y considerar la siguiente porcion de la
sucesion exacta de cinco términos asociada:

0 — H'(Mod(Sy); H'(S,)) — H'(Mod(S}); H'(S,)) < Hom(Hy(S,), H'(S,))Mod(5)

0,1
B 52(Mod(S,); HY(S,)).

Por los célculos de Morita el primer término se anula, de modo que la funcién A es inyectiva.
Ademés, Hom(H(Sy), H1(S,))Mod(50) 2 7 esta generado por el isomorfismo de dualidad de
Poincaré §. Asi reducimos la sucesion exacta anterior a la siguiente sucesion exacta

0 — H'(Mod(S;); H'(Sy)) A vy=z ﬁ H?(Mod(S,); H'(S,)).

Ademas, vimos que Morita muestra que el generador de H'(Mod(S}); H'(S,)) corresponde

al entero 2g — 2, es decir, la imagen de A es (2g — 2)Z. En consecuencia, el diferencial dg’l
desciende a una inyeccion

Z/(2g - 2)Z — H2(Mod(S,); Hi(S,)).

Resta demostrar que dg’l envia un generador en eu. Por otro lado, del Apéndice B.1 el
diferencial dg’l es el morfismo de transgresion. De la igualdad en la Ecuacion (3.4) se concluye
que dg’l envia un generador a d(eu). O
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Resulta que para g > 8 el grupo de cohomologia H?(Mod(S,); H'(S,)) es isomorfo al
generado por la clase eu. Para probar esto, los autores de [CT24| usan el siguiente resultado.

Proposicion 3.3 (BT01, Cor. 1.2). Se tiene el siguiente isomorfismo
H,(Mod(S,)) = H,(Mod(S,)) ® Z|[x]

para g > 2%, donde x tiene grado 2.

Utilizando el teorema de coeficientes universales, la proposiciéon anterior implica que
H'(Mod(S,)) — H*(Mod(S;))
es un isomorfismo si i =3y g > 6, y es inyectivasii =4y g > 8.

Teorema 3.11. [CT24, Theorem 1.2] Fije g > 1 y sea eu la clase de Euler de la extension
3.2. Entonces eu tiene orden 2g — 2 en H*(Mod(Sy); H1(Sg;Z)). Ademas, si g > 8, entonces
eu genera este grupo, es decir,

H*(Mod(S,); H1(S,;2)) =7/ (29 — 2)Z.

Demostracion. Aplicando la sucesion espectral LHS con el médulo trivial Z, entonces la por-
cion relevante de la pagina Fo de la sucesion espectral se muestra a continuacion:

HO(MOd(Sg)§H2(Sg)) 202

\

HO(Mod(Sy); HY(S,)) 0 H?*(Mod(S,); H*(S,))

H°(Mod(S,)) 0 H?(Mod(S,)) H3(Mod(S,)) =~ H*(Mod(S,))

Dado que Hy(Mod(S,)) — H4(Mod(S;)) es inyectivo, el diferencial dg’l es cero. Ademas,
H3(Mod(S,)) — Hz(Mod(S,)) es un isomorfismo, por lo que el diferencial dg’Q es sobreyectivo.

Asi, la filtracion de H?(Mod(S})) inducida por la pagina Eo, da lugar a la sucesion exacta
0 — H*(Mod(S,)) — H*(Mod(S;)) L HO(Mod(S,); H*(S,)) = Z
4052
—— H*(Mod(S,); H1(S,)) — 0.
Para g > 4, se tiene que H?*(Mod(S,)) = Z[e1] y H*(Mod(S})) e,e1], donde e; es

= 7|
llamada la clase del cociclo de Meyer [FM12, §5| y la funcion Z[e1] — Z]e, e1] es la obvia,
el — e1.
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Ya que HO(Mod(S,); H2(S,)) = H?(S,)M°4(%) =2 7 se tiene que F(e1) = 2 — 2g, pues al
restringir la extension asociada a la clase ey al subgrupo Push 7 (Sy) < Mod(Sgl), se obtiene

la extension
1 —=7Z—m((USy) — m(Sy) — 1,

donde U S es el haz tangente unitario y su clase de Euler esta dada por 2 —2g. Asi, se deduce
el isomorfismo

Z/(2g - 2)Z = HX(Mod(S,); Hi(S,)).



Capitulo 4

Grupos modulares de haces de circulos
orientados sobre una superficie

El objetivo de este capitulo es describir el grupo modular Mod(Xg) del espacio total

del haz de circulos orientado 8! < X; — Sy cuya clase de Euler, vea la Definicion 1.5, es
kezZx~H*(S,).

El capitulo comienza tratando el caso de estos haces para g = 0. Cuando k = 0 el espacio
total es el haz trivial S' x S, mientras que para p > 0 se obtiene el espacio lente L(p, 1),
cuyos grupos modulares fueron calculados en los trabajos de Cerf [Ce68|, Gluck [G161|[G162]
y Bonahon [Bo83].

A partir de ahf nos centramos en el caso g > 1. En este caso, los grupos modulares de las
3-variedades X 5 se pueden relacionar de manera natural, con el grupo modular de la superficie
base del haz S,. En concreto, en este capitulo vemos que esta relacion queda plasmada en
una sucesion exacta corta

1 — H'(Sg) = Mod(X}) — Mod(S,) — 1,

obtenida combinando el Teorema de Dehn—Nielsen—Baer, el de Waldhausen y el analisis de
extensiones centrales de Conner-Raymond. Esta relacién sitia al grupo modular de la 3-
variedad como una extension de Mod(S,) por H(S,).

Los célculos cohomolégicos de Chen y Tshishiku que describimos en el capitulo anterior
completan el panorama. Su analisis de la clase en H? (Mod(Sg); H 1(Sg)) asociada a la exten-
sién demuestra que la sucesion se escinde para g = 1 y que, para g > 2, lo hace tnicamente
cuando k es multiplo de 2g — 2. Asi, la escision, y con ella la posibilidad de describir Mod (X 5)
como un producto semidirecto, queda descrita por un simple criterio aritmético sobre el ni-
mero de Euler.
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4.1. Grupos modulares de haces de circulos sobre la esfera

En este apartado mostramos el grupo modular de las 3-variedades que aparecen cuando la
base del haz es la esfera 52. Estos ejemplos, aunque fundamentales, se apartan de la estrategia
cohomologica desarrollada més adelante siguiendo el trabajo de Chen y Tshishiku; las técnicas
clasicas que se emplean aqui, de Cerf, Gluck y Bonahon, son esencialmente geométricas.

Recordemos que, salvo el haz trivial, el espacio total X('f esté determinado por el niimero
de Euler k£ > 0 y es homeomorfo al espacio lente L(k, 1). En lo siguiente tratamos 3 casos; el
haz trivial, el caso L(1,1) = X} = 3, y por tltimo L(k, 1) para k > 2.

Ademas, recordamos que el grupo modular extendido de una 3-variedad orientable X es
el grupo de isotopias de homeomorfismos de X (considerando tanto homeomorfismos que
preservan orientaciéon como los que no la preserva), y denotado por

Mod*(X) = mo(Homeo(X)).

El grupo modular del haz trivial

Teorema 4.1. [G162, Teorema 5.1] El grupo modular extendido de S! x $? es isomorfo a

Mod* (8! x 8%) > 7/27 & 2/27 & 7/27.

Idea de la demostracion. La idea es probar que existe un morfismo bien definido
@ : Mod® (5! x 5%) — Aut(H;(S" x 5%)) @ Aut(Hy(S! x 82)) =7/2Z ¢ 7/27

dado por f — (Hi(f),Ha(f)), con H;(f) el morfismo inducido en la i-ésima homologia por
un representante de la clase f. Vemos que los homeomorfismos definidos por

a:8' xS 58 x S a:(z,w) (2, —w)

5:8'x 82 58 xS 5:(z,w) > (Z,w)

van a los elementos no triviales de Aut(H7(S' x S2)) @ Aut(Ho(S! x S2)) y, por tanto, el
morfismo es sobreyectivo. Ademas, se demuestra que el nicleo de ¢ estd generado por el
homeomorfismo

T:5'x82 58 x8% T:(z,w) — (2,7.(w)),

llamado Giro de Gliick, donde 7, : 5 — $2 es una rotacion positiva de angulo z sobre el
eje vertical. La ultima parte de la demostracion consiste en probar que (T') & Z /27, entonces
es un subgrupo normal de orden 2, por lo tanto es central, esto y el hecho de que el morfismo
 escinde, muestra que 1" conmuta con a y s, y por lo tanto,

Mod® (5! x 5%) = (a) @ (s) ® (T).
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El grupo modular de la 3-esfera

El calculo del grupo modular de la 3-esfera se atribuye a Jean Cerf. En [Ce68|, Cerf
demuestra que mo(Diff T (53)) es trivial, aunque su estudio se centra en mostrar que el grupo
de difeomorfismos que preservan la orientacién en S* modulo difeomorfismos que se extienden
a la 4-bola D? es trivial (a este tltimo se le denota por I'y := my (Diff " (D*,9))). Este grupo
mide las posibles “extensiones no triviales” de difeomorfismos desde la frontera 53 al interior
de la 4-bola.

Observacion 4.1. Este caso es particular por dos motivos, como mencionamos hemos cam-
biado la categoria Homeo por Diff, la justificacion nos la da el propio Cerf, quien en [Ce59,
Cor. 5.1] muestra que para X una 3-variedad compacta, Homeo(X) es homotdpicamente
equivalente a Diff (X). El siguiente punto importante es que, a diferencia de los otros casos,
consideraremos el grupo modular con clases de difeomorfismos que preservan orientacién y no
el caso del grupo modular extendido.

Teorema 4.2. [Ce68, Teo 1. Cap.1.§1] El grupo modular mo(Diff ™ (S3)) es trivial.

Existen dos enfoques principales para esta demostracion, véase [Baetal, §2|: Cerf demostro
este resultado dando una serie de reformulaciones al problema mostrando que basta probar
que Diff(D?) es conexo. Posteriormente, Eliashberg [E192] en la década de los noventa propor-
cion6é una demostracién alternativa empleando geometria de contacto, mostrando que todo
difeomorfismo que preserva la orientacién es isotépico a un difeomorfismo que preserva una
estructura de contacto estandar en S3.

Idea de la demostracion. En [Ce68, Apen. §5, Prop. 4] se muestra la siguiente relacion entre
ciertos grupos de homotopia (descomposicion de difeomorfismos de la esfera)
7;(Diff 7(5")) 2 7y (Diff (D™, 5" 1)) @ 7 (SO(n + 1)).

Por lo tanto, para n = 3, basta probar que 7o (Diff " (D3, 52)) = 0, ya que m(SO(4)) = 0 pues
el grupo SO(4) es arco conexo.

Por otro lado, la aplicacion Diff*(D?) 2 Diff*(S2) definida como la restriccion del ho-
meomorfismo a la frontera, da una fibraciéon localmente trivial,

Diff* (D, 82) — Diff* (D?) & Diff+(32),
que al pasar a grupos de homotopia, se obtiene la sucesiéon exacta larga
oo = (DIff T (D3)) — 71 (Diff T (S?)) — mo(Diff 7 (D3, 5?)) — 7o(Diff 7(D?))

— mo(Diff T(5?)) — 0.

Dado que Smale demostré que los grupos Diff 7 (52) y SO(3) son homotépicamente equivalente
(véase [Smb9, Teo. A]), entonces m;(SO(3)) — m;(Diff"(52)) es un isomorfismo para todo
i > 0. En particular, mo(Diff*(D?)) — m;(Diff *(52)) es sobreyectivo y mo(Diff t(52)) = 0.
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Por lo tanto, mo(Diff (D3, 52%)) = mo(Diff 7 (D?)). El tltimo paso de la demostracion de
Cerf, es mostrar que Diff (D3) es conexo, y por lo tanto se sigue el resultado. ]

Grupos modulares de espacios lente L(p,1)

Los espacios lente L(p,1) se construyen como el cociente de la 3-esfera por la accion de
un grupo ciclico de orden p como vimos en la primera seccién del Capitulo 1, pero también se
pueden describir como el espacio obtenido al pegar dos toros s6lidos V; v V5 a lo largo de sus
fronteras, identificando 0V y 0V, mediante un difeomorfismo del toro 72. En este modelo,
la funcién de pegado queda determinada por un elemento de Diff(T2), y el resultado final es
L(p, 1) =W Uy Va.

El célculo del grupo modular de estos espacios se atribuye a Bonahon, el cual calcula los
grupos modulares de una familia mas grande de los espacios lente, L(p, q) para ¢ € Z. Uno
de los teoremas centrales para este calculo, es probado por Schubert y refinado por Bonahon,
este afirma que todo espacio lente contiene, hasta isotopia, un tnico toro esencial que lo
separa en dos toros solidos [Sc56]. Este hecho es fundamental porque reduce el estudio de los
homeomorfismos de L(p, 1) al estudio de aquellos que preservan este toro separador, es decir,
a difeomorfismos que fijan los toros solidos Vi y Va.

Bonahon distingue tres difeomorfismos relevantes para el calculo del grupo modular de los
espacios lente L(p,1): pensando en cada toro V; =2 S! x D? € C? en donde L(p,1) = V4 Uy V4,
parametrizamos un punto en L(p, 1) como una dupla de complejos.

I. La involucion 7: actiia por conjugacion compleja en cada coordenada (u,v) — (u,v).
Preserva individualmente los dos toros solidos de la descomposicion L(p,1) = Vi Uy Vo y
tiene orden 2.

11. El difeomorfismo o_: permuta los toros solidos enviando (u,v) € Vi a (w,v) € Vo y
ademas, (u,v) € V4 a (u,v) € Vi. Su existencia depende de la aritmética del pegado,
pero para todos los espacios lente L(p,1) con p > 1 esta bien definido. Satisface o2 = 1
y también conmuta con 7.

111. Involucién positiva o : actia intercambiando los toros sélidos sin alterar las coordenadas,
(u,v) € Vj «— (u,v) € V5. También es de orden 2 y conmute con 7. A diferencia de o_
este difeomorfismo siempre existe para cualquier espacio lente.

Para p > 1 basta considerar 7y o_; ellos generan todas las clases relevantes en el calculo
del grupo modular.

Teorema 4.3. [Bo83, Teo. 3| Para los espacios lente L(p, 1), el grupo modular se describe de
la siguiente manera
Mod*(L(p,1)) = 7/2Z,

generado por la involucién 7 si p > 2 y generado por o_ si p = 2.

Idea de la demostracion. Bonahon muestra que cualquier difeomorfismo de L(p, 1) es isotopico
a uno de estos tipos bésicos. Esto se logra mostrando primero que cualquier difeomorfismo es
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isotopico a uno que preserve el toro separador (usando la unicidad de este toro hasta isotopia),
y luego analizando céomo puede actuar sobre los dos toros sélidos: o bien los preserva cada
uno, o bien los intercambia. Al analizar la accién inducida en la homologia y los posibles
comportamientos bajo isotopia, se ve que para p > 2, la involucién 7 genera el grupo modular,
el cual es isomorfo a Z/2.

En el caso especial L(2,1) ~ RP3, la situacion es ligeramente diferente. Aqui la involucién
T es isotopica a la identidad, mientras que o_ (que en este caso representa la simetria prin-
cipal de RP3) genera el grupo modular, que sigue siendo Z/2, pero ahora con un generador
geométricamente distinto.

Asi, el resultado final se expresa de la siguiente forma: para p > 2, el grupo modular
de L(p,1) es Z/2, generado por la involuciéon 7, y para L(2,1) el grupo modular es también
Z/2, pero generado por o_. Esta clasificacion depende crucialmente de la unicidad del toro
separador y de la estructura aritmética del pegado que define al espacio lente. O

4.2. Grupos modulares de haces de circulos sobre superficies
de género g > 1

Esta seccion esta basada en el trabajo de Chen y Tshishiku en [CT24]. Ellos estudiaron
el grupo modular de las 3-variedades que fibran como haces de circulos orientados sobre
superficies de género g > 1.

Su estudio se basa en una descripcion algebraica de Mod(X 5) que se tiene gracias al
Teorema de Waldhausen. Esta descripcién junto con el trabajo de Conner-Raymond permiten
establecer una relaciéon de este grupo con el grupo modular de la superficie base del haz
Mod(Sy) a través de una extension de grupos.

4.2.1. El Teorema de Waldhausen

El Teorema de Waldhausen establece una relacion entre el grupo modular de ciertas 3-
variedades y el grupo de automorfismos externos de su grupo fundamental. Este resultado apa-
rece en su articulo [Wal68] y es un analogo al Teorema de Dehn-Nielsen-Baer en 3-variedades.

Waldhausen estudié las 3-variedades compactas, orientables, irreducibles y suficientemente
grandes. Una 3-variedad es irreducible si para toda 3-esfera encajada en esta variedad, es
el borde de una bola. Ademas, una 3-variedad se considera suficientemente grande si es
irreducible y ademas contiene una superficie incompresible! encajada de dos lados 2. Estas
variedades también se conocen como variedades de Haken.

! Decimos que una superficie compacta S encajada en una 3-variedad M es compresible si existe un disco
D C M tal que DN S = 0D no es el borde de un disco en S. Entonces, S es incompresible en M si no
es compresible y no es una esfera. 2 Una superficie encajada en una 3-variedad es una superficie de dos
lados si su vecindad regular es un haz trivial, y es una superficie de un lado si su vecindad regular es un
haz no trivial.
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Teorema 4.4 (Teorema de Waldhausen). [Wal68, Cor. 7.5] Sea X una 3-variedad compacta,
orientable, irreducible y suficientemente grande. Entonces, el morfismo natural

Mod* (X) — Out(m (X))

es un isomorfismo.

En el contexto de esta tesis, deseamos usar el Teorema de Waldhausen para las 3-variedades
que fibran como haces de circulos. La clave esta en determinar cuéles de estas variedades son
irreducibles y contienen una superficie incompresible de dos caras.

El Teorema de Waldhausen se aplica sin restricciones adicionales, al considerar haces de
circulos sobre superficies de género g > 1. Esto se sigue de los siguientes resultados.

Proposicion 4.1. [Ha02, Prop.1.12| El espacio total de un haz de circulos orientado es una
3-variedad irreducible a excepcion de S! x §? (haz trivial sobre 52).

Proposicién 4.2. El espacio total de un haz de circulos sobre S, es una 3-variedad suficien-
temente grande (variedad Haken) si g > 1.

Demostracion. Por la Proposicion 4.1, el espacio total de un haz de circulos orientado es
irreducible (salvo el caso S' x 52). Ademas, de acuerdo con el Lema 1.1.6 (b) de Waldhausen
[Wal68, Lema 1.1.6, b)|, una 3-variedad irreducible M contiene una superficie incomprensible
siempre que H;(M) no sea finito.

En nuestro caso, como el primer grupo de homologia es la abelianizacion de m (M), y
por la presentacion previamente descrita en el Corolario2.1 esta abelianizacion es infinita, se
sigue que el espacio total de un haz de circulos sobre Sy (con g > 1) contiene una superficie
incomprensible. Por definicién, esto significa que la variedad es Haken. ]

4.2.2. La sucesion exacta de Conner-Raymond

Consideremos S — X !’; LN Sy, un haz de circulos orientado con nimero de Euler k£ € Z
y donde S, es orientable de género g > 1. Nuestro objetivo en esta seccion es exhibir una
sucesion exacta corta que vincula el grupo modular de la 3-variedad total Mod(X;;) con
Mod(Sy). En concreto, mostramos que existe la siguiente sucesion exacta corta:

1 — H'(m1(S,); Z) = Mod(X}) — Mod(S,) — 1. (4.1)

Para relacionar el grupo modular de la 3-variedad con el de la superficie base partimos
del siguiente andlisis de Conner y Raymond en [CR77, Teo. 8|; estos autores analizaron la
extension central

0—-7"—F— N —1,
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suponiendo que el niicleo Z™ es un subgrupo caracteristico 2. Demostraron que todo automor-
fismo de E se describe de forma tinica mediante un automorfismo de N, un automorfismo del
niicleo y un 1-cociclo f: N — Z™. Haciendo cociente sobre los automorfismos internos, esta
descripcion se condensa en la sucesion exacta

1 — Hom(N,Z") — Out(E) — Out(N) — 1.

Aplicando este resultado a la extensiéon inducida por un haz de circulos orientado sobre una
superficie cerrada, obtenemos:

1 — Hom(m(Sy),Z) — Out(m(Xg)) — Out(m(Sy)) — 1.

Los teoremas de Waldhausen y Dehn-Nielsen-Baer, junto con homeomorfismo Hom(71(Sy), Z)
H'(m1(Sy); Z). traducen esta sucesion en:

1 — H'(m1(S,); Z) — Mod*(X}) — Mod*(S,) — 1.

En contraste con la sucesion exacta corta 4.1 esta sucesion contiene a los grupos modulares
extendidos. Posteriormente, nos restringiremos a los grupos modulares de clases de homeo-
morfismos que preservan la orientacion.

Sucesion exacta corta de los grupos de automorfismos externos

De la Proposicion 2.2, la extension inducida en grupos fundamentales por el haz de circulos
orientado S! < Xg 2, Sg,cong>1ykel”Z,

1= (2) =7 5 m(XF) 25 m(S,) — 1,

es central, siendo z un elemento central. Ademaés, para superficies de género g > 2, el centro
de m1(Sy) es trivial, por lo que el centro de m1(X}) es el subgrupo i.({z)). En consecuencia,
(z) es un subgrupo caracteristico (es decir, fijo por cualquier automorfismo de 7y (X 5))

Observacion 4.2. Notemos que ﬂl(Xg)/<z) es isomorfo a 7(Sy), v p« se puede pensar
como la proyeccion 71'1(X§) — Wl(X;“)/i*((z». Ademas, si z1, 22 € m (Xg) cumplen p,(z1) =

14

p«(x2), entonces x1 = z°x9 para algin £ € Z.

Dado f € Aut(m; (Xg)), definimos la aplicacion f : m(S,;) — m1(S,) dada por

f(p+(2)) := pu(f ().

Observacién 4.3. La condicién de que (z) sea caracteristico asegura que f esta bien definida
para todo f € Aut(m (X;“)) y éste se tiene del hecho de que Z es el centro de m; (Xéf).

3 Un subgrupo A en G es caracteristico si todo automorfismo ¢ de G cumple que (A) = A.

12
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Definimos como sigue el siguiente morfismo
@ Aut(m (X)) 5 Aut(mi(Sy)), (4.2)

dado por la asignacion f — f. Esta asignacion respeta la composicion, de modo que obtenemos
un morfismo de grupos. La sobreyectividad se sigue de que todo automorfismo de 71 (S,) puede
levantarse a 71 (X 5) fijando el subgrupo Z.

Observacion 4.4. Para un haz orientado de circulos sobre el toro con niimero de Euler k # 0,
WI(X{C) = <x,y,z ’ [x,y] = zk, z Central).

El centro es precisamente (z) = Z. Notemos primero que (z) = Z esta en el centro por
hipotesis. Cualquier elemento de 7y (X f) puede escribirse en forma normal como z%y’2z¢ con

a,b,c € Z. Calculando su conmutador con x:
T (xaybzc) x_l(.’anbZC)_l — 2@ ($ybm—1)y—bzc—cx—a — 2@ zk’b 77 = zk’b7

pues zy’z~! = 3°2** por la relacion [z,y] = 2F v que z es central. Para que z%’2¢ conmute

con z necesitamos 2" = 1, es decir b = 0 (porque k # 0 y z tiene orden infinito). Haciendo
ahora el conmutador con y se obtiene analogamente que a = 0. Por lo tanto, el tinico central
es z°.

De esta observacién, junto con el analisis anterior, se deduce que Z es caracteristico en el
caso g > 1y (g,k) # (1,0) y, por tanto, que la aplicacion 4.2 esté bien definida.

Proposicion 4.3. La extension central inducida sobre grupos fundamentales por el haz de
circulos orientado S! — XZ; 2 Sy, donde S, es orientable género g > 1,y (g,k) # (1,0), da
lugar a la siguiente sucesién exacta corta:

1 — Hom(m(Sy),Z) — Aut(m(Xg)) — Aut(m(Sy)) — 1.

Demostracion. Basta calcular el nicleo de . Sea f € Aut (Wl(Xg)) con ¢(f) = id, es decir,
p«(f(z)) = p«(x) para todo z. Como ker(p,) = (z) es central, existe 7 : m; (Xg) — Z tal que

fl@)=x27@ (V). (4.3)

Paso 1: f(z) = z (no puede ocurrir f(z) = z~!). Escribamos la clase de la extensién como
o € H?*(m1(Sy);Z) = Z. Para un automorfismo como el nuestro, que induce la identidad en
la base y acttia por g € {£1} en el coeficiente central Z (esto es, f(z) = 29), la condicion de
compatibilidad estdndar de extensiones centrales dice que

g'a=id*a siysolosi g¢g-a=aqa.

Como (g,k) # (1,0), la clase a es no nula (el namero de Euler k¥ # 0 en g = 1, o bien
H?(m1(Sy);Z) = Z sin torsiéon para g > 2) y H? no tiene torsién; por tanto la igualdad
g-a =« fuerza g = +1. En consecuencia,

f(z) == y 7(z) = 0. (4.4)
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Paso 2: T es homomorfismo y desciende al cociente. Usando (4.3) y que z es central,
flay) = F@)fly) = wy2"0 = (2270 (y27W) = 2y 2770,

luego

T(zy) =7(@) +7(y)  (V2,9), (4.5)
es decir, 7 es homomorfismo en (Xg). Ademas, si &' = x2™, entonces por (4.4) y (4.5)
7(2') = 7(x) + m7(2) = 7(x). Asi, 7 solo depende de la clase de = en el cociente y factoriza
como

T =Ao0Dps con A:mi(Sy) = Z.

Donde A € Hom(m1(Sy),Z) y, por (4.3), todo f € ker(y) viene dado por f(z) = z A P(2))
Paso 3: identificacion del nicleo. La aplicacion f +— A define un isomorfismo

ker(¢) = Hom(mi(Sy),Z).
Esto concluye la exactitud en el primer término. O

Observacion 4.5. Si (g, k) = (1,0) entonces a = 0 y la condicion g-o = « no prohibe g = —1;
la inversion z +—+ 2z~ puede ocurrir en el niicleo, y ademas (z) deja de ser caracteristico, con
lo que la sucesién no es candnica.

De nuevo, la clave es que el subgrupo (z) es caracteristico, de modo que desplazar un
elemento por una potencia de z es la unica libertad que tiene un automorfismo que actia
trivialmente en el cociente.

Corolario 4.1. Sea g > 1. El morfismo natural ¢ : Aut(wl(X;“)) — Aut(m(Sy)) desciende
a un morfismo entre automorfismos externos @ : Out(my (X 5)) — Out(m1(Sy)), y existe una
sucesién exacta corta:

1 — Hom(m(Sy),Z) — Out(m(Xg)) — Out(m(Sy)) — 1.

Demostracion. Primero notemos que la restriccion de ¢ a los automorfismos internos es un
isomorfismo.
Inn(ﬂ'l(Xj)) ={cy:z—uru ! |uc 7r1(X§) }.

De manera que si ¢, € Inn(m (XZ;)) tenemos

gO(Cu)(p*(l')) = Px (Ul'u_l) =u p*(l') a_l = Cﬁ(p*($))-
Por lo tanto, ¢(cy) = ¢z € Inn(m1(Sy)) = { ca : @ = wau™ | @ € m(Sy) }. Por otro
lado, dado cualquier ¢z € Inn(m (Sy)) elegimos un levantamiento u € 71 (X%) con p.(u) = @,
entonces ¢, esta en Inn(m (X 5)) y ¢(cy) = cg. Por tanto, la restriccion es sobreyectiva.

Y ademas, ¢(cy) = idg (g,) si y solo si @ = 1, es decir u € (2). Pero para cualquier
elemento central z™ la conjugacion c,m es ya la identidad. Cuando g > 1 el centro de 71 (X 5)
es i.(Z), por lo que la restriccion ¢

@iy I (T1 (X)) I (1 (S,)
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es un isomorfismo. En particular, ¢ respeta automorfismos internos y pasa al cociente, obte-
niendo @ : Out(m(Xg)) — Out(m(Sy)).

Un elemento f en el ntcleo de ¢ se denomina transveccién central y por la proposicion
anterior es de la forma f(z) = z 27*) y solo depende de 7.

Ahora bien, ninguna de estas transvecciones es un automorfismo interno. Si f(z) = z 27(®)
fuera conjugacion por algtin g € 71 (X g) entonces g deberfa vivir en el centro, pero bajo las
condiciones de g y k el centro es exactamente (z) y 7 # 0 implica que f desplaza generadores
no centrales. En consecuencia,

ker g = Hom (71 (S,), Z).
O

Observacion 4.6. Hemos excluido el caso g = 1, gracias a una observacién del Dr. Jests
Hernandez Hernéandez. En efecto, se tiene que Inn (7r1 (Sl)) =~ Inn(Z?) = 0, pues 72 es abeliano,
y por otro lado, Inn (71 (X¥T)) = m(S;) = Z2.

k

En particular, para un elemento u = 2%° € m(X¥) = (2,9, 2 | [z,y] = 2¥, 2 central), se

obtiene

cu(z) = uzu™t =z - 2, culy) =uyu™t =y - 27k, cu(z) = 2.
Esto muestra que la conjugacién por u actilta como una transveccion central, de modo que
Inn(71(XF)) Nker ¢ # 0. En consecuencia, al pasar al cociente por automorfismos internos, el
nicleo del morfismo

Out(m (XF)) — Out(m(S1))

no se identifica con Hom(m(S1), Z) como sucede en el caso g > 1, sino con un cierto cociente
de éste.

Cabe senalar que en el trabajo de Bena—Tshishiku se incluye el caso g = 1 restringiéndose
a los subgrupos de automorfismos (y automorfismos externos) que preservan la orientacion.
En este trabajo, preferimos excluir este caso para comprenderlo mejor y hacer un analisis més
detallado en un proyecto de investigacion futura.

El caso del haz trivial sobre el toro

El caso particular (g,k) = (1,0), corresponde al haz trivial X = S* x T? = T3. Aqui
7w = 73, y su centro coincide con todo el grupo. Ya no existe un subgrupo Z distinguido. En
consecuencia i,(Z) no es caracteristico y, por tanto, no se siguen los argumentos de Conner
y Raymond. De hecho, el niicleo de GL3(Z) — GL2(Z) es mayor que Hom(Z?,7) = 72. Sin
embargo, se puede establecer un contraste interesante. Notemos que

Mod*(T3) = Out(my (T?)) = GL3(Z) y Mod*(T?) = Out(m (T?)) = GLy(2).
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Existe una sucesién exacta corta
1 — Hom(Z%7) = 7? — GL3(Z) — GLy(Z) — 1,

donde la proyecciéon corresponde a tomar la esquina superior izquierda de una matriz 3 x 3.
Dado que el haz es trivial, existe una seccién global canénica, por lo que la extensiéon anterior
escinde y no hay una obstruccién, como si ocurre cuando g > 2y k # 0.

4.2.3. El subgrupo que preserva la orientaciéon

Recordemos que en la descripcion algebraica del grupo modular de la superficie definimos el
subgrupo que "preserva la orientacion" (véase la Definicion 3.5) denotado por AUT (m1(Sy))
como el subgrupo de Aut (m1(Sy)) que consiste en automorfismos que actiian trivialmente

sobre Hy(m1(Sq);Z) = Z.

De manera analoga queremos definir una descripcién algebraica del grupo modular de los
haces de circulos que preserve la nocién de preservar la orientacién de la 3-variedad.

Definicién 4.1. Definimos al grupo AUT (m (X;“)) como el subgrupo de Aut (7 (Xg)) que
consiste en automorfismos que se proyectan en AUT (m1(Sy)) via el morfismo natural 4.2 y
que ademads actuian trivialmente sobre el centro (z) = Z.

Estos subgrupos que preservan la orientacion contienen los (respectivos) grupos de auto-
morfismos internos, y denotamos los cocientes como OUT (m1(X 5)) y OUT (m1(Sy)).

Mostraremos que las condiciones de preservacion de la orientacion de la base y de la fibra
generan una distinciéon fundamental entre clases de automorfismos y que estas se reflejan en la
estructura del grupo modular. En particular, AUT (71 (X 5 )) tiene indice 4 en Aut (m (X 5))

Lema 4.1 (Indice del subgrupo de automorfismos orientables). Sea X Z; la 3-variedad total de
un haz de circulos orientado sobre una superficie orientable cerrada Sy, con nimero de Euler
k # 0 si g = 1. Entonces el subgrupo

AUT(TH(X!;)) = {cp € Aut(m(Xg)) ’ ©(z) = z y ¢ proyecta en .ALIT(m(Sg))}

tiene indice 4 dentro de Aut(ﬂ'l(Xg)).

Demostracion. La proyeccion natural ¢ : Aut(m; (X;“)) — Aut(m1(Sy)) permite distinguir:

I. Automorfismos que preservan o invierten la orientacion de la base.
1. Automorfismos que fijan o invierten el generador central z — z*!, correspondiente a la
fibra S*.

Ambas condiciones son independientes, y cada una define un subgrupo de indice 2. Por lo
tanto, la interseccion de las dos condiciones, es decir, AUT (71 (X 5)), tiene indice

[Aut(m (X})) : AUT (m (X)) =2-2=4.
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O]

Nota 4.5 (Interpretacion topologica de las 4 clases). Desde el punto de vista topologico, estas
cuatro clases se corresponden con las distintas formas en que un homeomorfismo de X 5 puede
actuar sobre la orientacion de la base S, y de la fibra S', como se muestra en la siguiente
tabla:

Base Fibra Representante algebraico Clase topologica
Preserva | Preserva o€ AUT (m1 (X 5)) Orientacion preservada
Invierte | Preserva | ¢(2) =z, ¢ulr,(s,) & AUT (11(Sy)) | Invierte base
Preserva | Invierte | ¢(2) = 271, @uln(s,) € AUT(m1(Sy)) | Invierte fibra
Invierte | Invierte | ¢(2) = 27", @ulr,(s,)  AUT (11(Sy)) | Invierte ambas

Asi, podemos definir un analogo del grupo modular sobre los haces de circulos que tenga
clases de isotopia de homeomorfismos que preserva la orientacion total de la 3-variedad.

Definicién 4.2. Sea g > 1y k € Z, y asumamos (g, k) # (1,0). Sea Homeo*(Xé‘;) el grupo de
homeomorfismos cuya imagen en Out (7 (X 5)) esta contenida en OUT (m1(Sy)). Definimos
Mod(X;“) = (HomeoJ“(Xg)) .

Observacion 4.7. Dado que AUT (m1(XF)) tiene indice 4 en Aut(mi (X})), se deduce que:
[Out(m (X)) : OUT (m (X)) =4,

Luego, del Teorema de Waldhausen, se tiene un isomorfismo Mod (X 5) = OUT (mi (X, 5)) por
lo que
[Mod®(X}) : Mod(X})] = 4.

De acuerdo a la seccién anterior, tenemos el siguiente corolario el cual remarca la extensiéon
que queremos analizar.

Corolario 4.2. Sea g > 1y k € Z, y suponga que (g,k) # (1,0). Entonces, existe una
extension de grupos

1 — Hom(m1(Sy), Z) — AUT (w1 (X)) = AUT (m1(Sy)) — 1,
donde esta sucesiéon exacta escinde y ademas para g > 1 desciende a una extensiéon

1 — Hom(m(Sy),Z) = OUT (71 (X[)) = OUT (m1(S,)) — 1,

Demostracion. La aplicacion natural @ : AZ/IT(m(Xg)) — AUT (m1(Sy)) es una restriccion
del morfismo 4.2 con el mismo nicleo. O

De las identificaciones por el Teorema de Waldhausen y Denh-Nielsen-Baer, el isomorfismo
Hom(m(S,), Z) = H(m1(S,); Z), y el Corolario 4.2 obtenemos la extension de grupos 4.1 que
relaciona los grupos modulares del espacio total y el espacio base,

1 — H'(m1(S,); Z) = Mod(X}) — Mod(S,) — 1.
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4.3. Descripcion algebraica del grupo modular Mod (X 5)

Una de las preguntas centrales es determinar cuédndo escinde la extensién que relaciona
los grupos modulares 4.1, inducida por la estructura del haz de circulos,

1 — H'(m1(S,); Z) = Mod(X}) — Mod(S,) — 1.

Usando métodos de cohomologia de grupos, Chen y Tshishiku [CT24| demostraron que esta
extension escinde sin restricciéon sobre k£ cuando g = 1 y para g > 2, escinde si y solo si k es
divisible por 2g — 2. Este resultado se deduce calculando el orden de la clase asociada a la
extension 4.1 en el grupo de cohomologia

H2(M0d(Sg)§ Hl(Sg§ Z2)).

La estrategia general consiste en relacionar la clase de cohomologia asociada a la extensiéon
(4.1) con la clase de cohomologia asociada a la extension derivada de la sucesion exacta de
Birman (3.3) introducida en la Seccion 3.4 del Capitulo 3.

1 — H1(Sg:Z) — Mod(S})/n" — Mod(S,) — 1,

donde 7" = [m1(Sy),m1(Sy)] es el subgrupo conmutador. Recodamos que la extension (3.3)
se obtiene al tomar el cociente de la sucesién de Birman por los conmutadores del grupo
fundamental, y su clase asociada tiene orden 2g — 2 en cohomologia, véase Proposiciéon 3.2.

4.3.1. Relacion con la sucesion exacta derivada de Birman

En concreto, Chen y Tshishiku determinan la relacién entre ambas extensiones bajo el
siguiente Teorema.

Teorema 4.6. [CT24, Theorem A| Fijemos g > 1 y k € Z. Existe un morfismo entre las
siguientes extensiones

1 —— Hy(Sg;Z) —— Mod(S})/n" —— Mod(S,) —— 1

S)
[#s | |
S)

1 —— H'(Sy;Z) —— Mod(X}) —— Mod(S,;) — 1

Donde el morfismo ké es el isomorfismo de dualidad de Poincaré &, compuesto con la
multiplicacion por k. En particular, cuando k£ = 1, las dos extensiones son isomorfas (en el
sentido de extensiones).

Observacion 4.8. En [CT24] se incluye el caso en que g = 1 con k # 0, suponiendo que la
Extension 4.1 existe bajo esta restriccion sobre el género.
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FEn esta secciéon describimos la demostraciéon del Teorema 4.6. El primer paso para com-
parar las extensiones (4.1) y la extension derivada de Birman (3.3) consiste en construir un
morfismo

¥ : Mod(S;) — Mod(X})

que induzca un “morfismo” entre las extensiones correspondientes. Esto es, que haga conmuta-
tivos los dos cuadrados. Asi, el segundo cuadrado sugiere que la construcciéon de este morfismo
coincida con el morfismo forget, mientras que el primero sugiere que al ver la imagen del sub-
grupo Push (salvo conjugacion) se vea como una transveccion compuesta por el morfismo

k.
Construccion del morfismo .

El morfismo ¥ se puede definir tanto desde un punto de vista topoldgico, como desde el
punto de vista algebraico, véase [CT24, §3.1]. Ambas interpretaciones son tutiles, en particular
la topologica ayuda a mostrar que el segundo cuadrado es conmutativo, y la descripciéon
algebraica ayuda a determinar la conmutatividad del primer cuadrado.

Descripcion topologica de V. El morfismo ¥ refleja cémo un homeomorfismo de S; se
puede levantar a un homeomorfismo de X ;‘“, el cual es la identidad en la preimagen de una

pequena vecindad sobre el punto marcado. Esta construcciéon hace visible que el ntcleo de
U : Mod(S}) — Mod(X;“) queda contenido en el subgrupo Push(r(S,)) € Mod(Sy).

Sea D C S, un pequeiio disco que contiene a la ponchadura. El haz Sl X;“ EN Sy es
trivial sobre S, \ D porque H?(S, \ D;Z) es trivial, Teorema 1.7, entonces podemos fijar una
trivializacion

-1 ~ 1

p1(8,\ D) = (5, \ D) x 5.
Por otro lado, dada una clase [f] € Mod(S ;), siempre podemos dar un representante f que sea
la identidad sobre D, ver la prueba de la Proposicion 3.1. Luego, levantamos a f al producto

fxidgt en (S;\ D) x S*.

Tomamos f=¢o(fxidg1)o¢~!. Como f xidg es la identidad en A(S,\ D) x S* = D x S,
f es la identidad en 9p~!(D), asi extendemos a la identidad sobre p~!(D), produciendo un
homeomorfismo global de X 5. Entonces, definimos

U([f]) = [f] € Mod(Xy).

Si reemplazamos f por otro representante que coincide con f fuera de D (por isotopia rel 9D)
y solo difiere por una potencia T3}, del giro de Dehn en dD, entonces el nuevo levantamiento
coincide con f en X 5 \p~1(D) y, dentro de p~*(D) (un sélido toro), se compone con la rotacion
uniforme de la fibra B

Top: (z,0) — (x,@—i—m'z%),
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una transveccion central (vive en el centro de Mod(X%)). Como multiplicar por un elemento
central no cambia la clase de isotopia, la imagen de [f] bajo ¥ es independiente del represen-
tante. Por lo tanto, ¥ esté bien definida.

Observaciéon 4.9. Componiendo con la proyeccion ¢ : Mod(X!;) — Mod(Sy) el morfismo ¥,
esta coincide con el morfismo Forget : Mod(S;) — Mod(Sy), es decir, el siguiente cuadrado

conmuta,
Forget

Mod(S;) Mod(Sy)
P
Mod(X}) —F—— Mod(S,)

Descripcion algebraica de V. Usando las interpretaciones algebraicas de los grupos mo-
dulares (como grupos de automorfismos externos), el morfismo ¥ se construye mediante la
composicion:

U OUT™ (m(S) & AUT (m1 (X)) — OUT (m (XF)),

donde ¢ es un levantamiento explicito de automorfismos, mismo que a continuacién construi-
mos.

Construccion de o. Recordemos que el grupo fundamental del espacio total tienen la
siguiente presentacion:

7r1(X§) = (A1,By,..., Ay, By, | z central, [A1, By]---[Ay, Bg] = zk>,

y noétese que 7'(‘1(5;) es isomorfo a un grupo libre de rango 2g. Con aq, 31, ..., ay, B4 genera-
dores tal que ¢ = [[_; [, Bi] representa la clase de conjugacion de la curva alrededor de la
ponchadura. Definase el morfismo,

L 7r1(Sgl) — 7T1(X§), dada por «; — A;, B; — B;.

Dado un elemento f € OUT*(m1(S})), podemos tomar un representante de la clase que
deje fijo un punto y en particular, que sea la identidad alrededor del punto, véase la de-
mostracion de la Proposicion 3.1. Usando este hecho definimos una funcién en el siguiente
Lema.

Lema 4.2. Sea f € OUT*(m1(S,)) y elijase un representante fe AUT (m1(S5])) con fle)=c
Poniendo

o(/)(A) = o(f(e)), o(N)(Bi) =u(f(5), o)) =2

entonces o(f) es un automorfismo de 7 (X 5)
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Demostracion. Primero, o(f) esté definido en los generadores, para ver que se extiende a todo
el grupo hay que verificar que respeta la relacion central y la potencia z*. Por la centralidad
de z basta comprobar la relacion del producto de conmutadores y la potencia 2, es decir, que

o(f)([A1, B1] - [Ag, Bg]) = [ [ [o( o(f)(By)] = o(f)(z").

=1

Pero esto se sigue de la definicion o(f) en los generadores y el hecho de que f(c) = ¢. Por
lo tanto, o(f) es compatible con la presentacion. Ademés, por definicion se encuentra en

AUT (1 (X 5)) O

Lema 4.3. El morfismo o(f) no depende de la elecciéon de f , de este modo la asignacion
o (’)U’T*(ﬂ'l(Sgl)) — AUT(m(Xg))

dada por f + o(f) esta bien definida y es un morfismo de grupos.

Demostracion. Primero veamos que f +— of f) esta bien definida. La aplicacion o f) es in-

dependlente de la eleccion de f, ya que si f’ es otro representante de la clase f, entonces

f’ =c f ™ para algin m (pues difieren de una conjugacion), y como ¢(c) = z* es central,

las dos definiciones de o(f) coinciden. Finalmente, la ley de composicién o(fog) = o(f)oo(g)
se verifica directamente. Notemos que si w = «(w'), entonces o(f)(w) = ¢(f(w’)). Y un re-

presentante de la composicion f o g que fije la palabra c es simplemente fog = fo g (o bien
difiere de ello por conjugacion por ¢™). De lo anterior se sigue

o(f o g)(w) = (o g()) = «(F(3(w")) = o(f)(e(3(w")) = o(f) (o(g)(w)).

Por lo tanto, o(f o g) = o(f) o o(g) y la aplicacién es un morfismo de grupos. O

Nicleo de ¥. Queremos determinar la conmutatividad del primer cuadrado en el diagrama
del Teorema 4.6, que se puede descomponer como sigue;

H1(Sy;7) 22 711(S,, x) /n’ _ Push Mod(S}) /=’

ol s

HY(Sy;7) » Mod(X})

transvecciones

Para determinar la conmutatividad de este cuadrado, describiremos la imagen del subgrupo
Push(m(Sy)) C Mod(Sgl) bajo W, la cual se puede reducir en entender la imagen sobre o,
veremos que esta se convierte en la combinacién de dos acciones: conjugacién por elementos
de 71 (X, 5), y una accion por transvecciones determinadas por el isomorfismo de dualidad de
Poincaré, véase la Proposiciéon 4.4.
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Comenzamos por describir la composicion
§: Hi(S;;2) % HY(Sy;7) = AUT (1 (X)),

donde 0 : H1(Sy;Z) — H'(Sy;Z) es el isomorfismo inverso de la dualidad de Poincaré y
esta dado por el indice de interseccion algebraica, es decir, para v € H;(Sg;Z) entonces
§(7) : x = (x,7), esta morfismo se encuentra en Hom(H; (Sy; Z),Z) = H'(Sy; Z). La inyeccion
son las transvecciones centrales de la demostracién del Corolario 4.1. De forma explicita, su
accion sobre elementos w € 1 (X 5) esta dada por:

5(7)(w) = w - zW’W,

donde @ es la imagen de w bajo el cociente 1 (X)) — 71(Sy), y [0] € H1(Sy; Z) es la clase
de homologia asociada.

Por otro lado, para entender la imagen del subgrupo Push bajo ¥, damos una interpreta-
cion algebraica del morfismo

Push : 71(Sg, z) — OUT*(Wl(SglaP))v

donde xz € Sy es el punto removido en Sgl y p el punto base de 71'1(591). Basta explicar
cémo este morfismo actua, a nivel algebraico, sobre un conjunto de generadores de los grupos
fundamentales.

Tomemos el conjunto generador {a;, 61'}?:1 C S; basadas en p del grupo fundamental

771(591, p), de modo que ¢ = [[¢[a;, ;] bordea el punto removido z. Estas curvas son
simples no separantes con solo una interseccién en p.
AN

S1 S92 \/ C
N . \ '[L' -p /'g—\p
/\ N
53
X
1

Figura 4.1: Interaccion local entre el lazo t y los lazos generadores de 7r1(Sg, D).

8¢

S
8
i

Sea t un lazo generador en 71 (Sy, ), que es un lazo simple no separante. Hasta homotopia
podemos suponer que t pasa por el punto p y cruce transversalmente cada generador exacta-
mente en ese punto como en la Figura 4.1 donde la curva roja es el lazo t y las azules curvas

generadoras de 7T1(S;, D).

Dado que OUT* (7T1(Sg1, p)) queda determinado por la imagen de los generadores, describir
Push(t) se reduce a indicar como transforma cada generador de m1(S],p) (que localmente
luce como alguno de la Figura 4.1). El analisis se simplifica porque, por construccion, el tinico
contacto entre ¢ y cada generador es un cruce local en p; asi, Push(t) se expresa como un
producto explicito de lazos (conjugaciones y potencias de ¢) que refleja esa interaccion local.
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Observacion 4.10. Dado el lazo ¢ en (S, z), le asociamos el lazo € -t -e~1 con base en p.
La clase del lazo resultante £ se encuentra en 771(591, p). La asignacion t — ¢ esta bien definida
a nivel de clases externas, pues solo depende del camino € y cambiarlo sblo altera a t por
conjugacion. A t lo llamaremos el levantamiento de t.

Dado que ¢ no es un elemento de 7T1(S;, p) consideraremos un levantamiento de ¢ para la
descripcion algebraica. Asi, tomamos f; € Aut(m(Sy,p)) el automorfismo dado por

1

ttytc!  siy~s; (localmente),

t iyt si v ~ s3 (localmente),

fi(y) =

cttyte !l siy ~ s3 (localmente),

¥ siy~c.

\

Esto codifica algebraicamente la misma operacién geométrica: empujar el punto base x a lo
largo de t y ver el cambio resultante en cada lazo generador. Véase la Figura 4.2 donde se
muestra la accion de cada tipo de curva generadora de m1(S%,p).

Push(¢)(s;) Push(t)% g -
'\ % -x D /_{;\p
g ’ =

Push(7)(s3) Push(?)(c)

Figura 4.2: Accién del morfimo Push(t) a cada tipo de lazo generador de m1(Sj, p).

El automorfismo f; preserva la clase de ¢; en consecuencia la clase exterior [f;] pertenece
a OUT*(m1(S§,p)) y tenemos la descripcion de Push como;

Push(t) := [fi] € (’)L{T*(m(S’;,p)).

La siguiente proposicién da la formulacién precisa del comportamiento del morfismo o
sobre la imagen de Push;

Proposicion 4.4. [CT24, Prop. 3.4 Fijado ¢ € m1(Sy, x), sea Push(t) € OUT*(m1(S;,p)) la
clase del morfismo Push asociada. Si £ € 71'1(591, p) es un levantamiento de ¢, entonces:

o(Push(t)) = C,q o 6([kt]),

donde C, denota la conjugacion por z. Y el morfismo ¢ : m (Sgl) — m (Xg) como en la
definicion de o : OUT*(m1(S5)) = AUT (71 (X})).

Demostracion. Basta demostrar la igualdad para los lazos generadores en (S, z), pues
notemos que Inn(m; (XZ;”) y H'(S,) como subgrupos de AUT (7 (XZ;’)) conmutan, pues H'(S,)
estéd en el centro, por lo tanto,

~

[C.iy © 8(kta])] © [Ciy) © O([Kt2))] = Coiyaryy © O([k(ta * t2)])-
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Dado que 71(Sy, x) esta generado por curvas simples cerradas no separantes, nos restringimos
a estas.

Por construccion o sustituye cada generador de 7'('1(5’;, p) por su imagen bajo ¢y envia ¢
a 2" y de la interpretacion algebraica de Push tenemos que

o (Push(t))(1s1) = 1(B)" tls1) o(d) 7 = €\ uls1) 2] = G, 0 (k) ((51)).

K@) porque el ntmero de veces que un lazo w corta a t es

La potencia coincide con z
precisamente el indice de interseccion algebraica entre sus clases de homologia. Analogamente,

se verifica la igualdad para sg y s3.

Finalmente, la misma igualdad vale para cualquier elemento de (X 5) porque los lazos
que generan a Wl(Sgl,p) localmente lucen como s1, S92, S3 v ¢ respeta el producto. De este modo
se obtiene la identidad

o (Push(t)) = C, o d([k1]),

lo que completa la demostracion. La independencia de la eleccién del levantamiento ¢ sigue
del hecho de que dos levantamientos difieren por una potencia de ¢, la cual se envia a una
potencia central de z* y, por tanto, solo altera el resultado por un automorfismo interior. [

Como consecuencia de la Proposicion 4.4, tenemos que el siguiente cuadrado falla en
conmutar por una conjugacion de un elemento en 7y (X 5),

71(Sy) Push Mod(Sy)
)
k§o(ab)l \ la
Hl (Sg; Z) transvecciones .AUT(TQ (Xg))

Aplicando el morfismo de proyeccion de AUT (71 (X g)) a OUT (m (X 5)), obtenemos la con-
mutatividad del cuadrado

m1(S,) Push Mod(S})

k&o(ab)l l\p

HY(Sy;2) OUT (m1 (X)) = Mod(X))

—_—
transvecciones

Y de esto se sigue la demostracion del Teorema 4.6.

4.3.2. La clase de Euler y la obstruccién a la escision

El analisis algebraico anterior permite establecer una correspondencia precisa entre la
extension de los grupos modulares del haz 4.1 y la extensién derivada de la sucesiéon de
Birman 3.2.
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Denotemos por euy, € H*(Mod(Sy); H'(Sy; Z)) ala clase asociada a la extension de grupos,
1= HY(S4;Z) % Mod(XF) % Mod(S,) — 1, (4.6)
esta clase esta representada por un 2-cociclo definido por
7(f.9) = 5(f)s(9)s(f9) " € i(H'(S4;2))
donde s : Mod(Sy) — Mod(Xg) es una seccion de conjuntos.

Por otro lado, sea eu € H?(Mod(S,); H1(Sy;Z)) la clase asociada a la extension derivada
de la sucesion de Birman,

Forget
) [Porger]

1 — HY(S4;2) % Mod(S}) /n Mod(S,) — 1.

donde el 2-cociclo que representa a la clase estd dado por
7(f,9) = 5(f)3(9)5(f9) ! € i(H1(Sy; 2))
donde 5 : Mod(Sy) — Mod(S,)/7’ es una seccion de conjuntos.

Entonces, de acuerdo con el Teorema 4.6, el 2-cociclo 7(f, g) se obtiene como la imagen
del 2-cocilo 7(f, g) bajo el morfismo k&, donde & : Hi(S,) — H'(S,) es el isomorfismo de
dualidad de Poincaré, entonces

[7(f,9)] = [kO(7(f, 9))] = (kd)«[7(f, 9)],
donde 6, : H*(Mod(S,); H1(Sy;Z)) — H?*(Mod(S,); H*(Sy;Z)) es un isomorfismo, por lo

tanto,

eur, = (k- 0).(eu).
En particular, esto implica la relacién lineal
eur = k- eu

para cada g > 1 fijo. Combinando este hecho con el célculo del orden de eu; (ver Teorema
3.2), se concluye:

Corolario 4.3. Sea g > 2y k € Z. La extension (4.1) escinde si y sélosi k =0 méd (29 —2).

Observacion 4.11. En caso que la Extension 1 exista cuando g = 1, entonces la extension
escinde para todo k € Z.

Cuando existe una escisiéon, puede preguntarse por su unicidad. Las posibles escisiones
(médulo conjugacion por H!(Sy;Z)) se parametrizan por el grupo

HI(MOd(Sg)Q Hl(Sgé Z)).

Sin embargo, de acuerdo con el célculo de Morita (Proposicion 3.9), este grupo se anula para
g > 1, lo cual implica:
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Corolario 4.4. Para todo g > 1, la escision de la extension (4.1), cuando existe, es tnica.
El caso de haces de circulos sobre el toro

El haz de circulos orientado sobre T2 con nimero de Euler k£ es homeomorfo al toro de
aplicacion de la k-ésima potencia del giro de Dehn ¢ sobre su curva meridional, es decir,

X7 My =T % [0,1]/(2,1) ~ (¢(x),0).
Recordemos que salvo verificar la existencia de la extension
1 — HYT?:Z) — Mod(X¥) — Mod(T?) — 1

entonces, de acuerdo al Corolario 4.3 cada una de estas extensiones escinden, independiente-
mente del valor de £ € Z. En este contexto, el grupo modular de My se obtendria como el
producto semidirecto:

Mod(Xy) = HY(T?;Z) x Mod(T?).

Aqui, la acciéon de Mod(T?) sobre H'(T?;7) = 7? es la accién usual de matrices en SLy(Z)
sobre vectores.

El haz tangente unitario de una superficie orientable

Un caso representativo y geométricamente interesante es el del haz tangente unitario
St — US, — S,, donde el niimero de Euler es k = 2g—2 = —x(S,). Asi, este haz es no trivial
para g > 2, y admite una accion natural del grupo modular Mod(Sy) por homeomorfismos,
ya que cada homeomorfismo de la superficie induce un difeomorfismo del haz tangente.

Desde el punto de vista algebraico, esto implica que la accion de Mod(Sy) levanta a una
accion por homeomorfismos del haz US,, y por tanto:

Mod(X;29) — Mod(S,)
admite una seccién de grupos. Dicho de otra forma, la extension
1 — H'(Sg;Z) — Mod(X7729) — Mod(S,) — 1

escinde, y se tiene:
Mod(X2729) = H'(S5g; Z) x Mod(S,),
donde la accién del grupo modular sobre el grupo abeliano corresponde a la acciéon natural

de Mod(Sy) sobre la primera cohomologia de la superficie.

Esto coincide con el punto de vista cohomologico, pues como hemos mostrado la clase de
Euler eu; € H?*(Mod(Sy); H*(Sy;Z)) se anula exactamente cuando k = 0 méd (2g — 2), y
aqui kK = 2 — 2¢ es minimo generador de torsion.
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Apéndice A
Haces fibrados y su clasificacion

En este apéndice introducimos los conceptos esenciales sobre haces fibrados y su clasifica-
cion, destacando el papel central de los G-haces principales. El objetivo no es desarrollar la
teoria en detalle, sino presentar la terminologia y resultados necesarios para su aplicacion en
el cuerpo del trabajo. Este Apéndice estéa fundamentado principalmente en la obra cléasica de
Husemoller [Hu94]| y, de forma complementaria, en [Be91].

A.1. Haces fibrados

Comenzamos por dar algunas definiciones principales y estableciendo la notacién que
usaremos.

Definicion A.1. Decimos que la tercia & = (7, E, B) es un haz si 7 : E — B es una funcion
continua y sobreyectiva entre espacios topologicos que cumple la propiedad de trivializacio-
nes locales, esto es, si existe una cubierta abierta {U, }aca de B y existen homeomorfismos

b : T HUy) — Uy X F,

tal que si pr: U, x F — U, es la proyeccion natural sobre U, entonces, 7|y, = (pr) o ¢q, €s
decir, el siguiente diagrama conmuta.

7N Uy) —= Uy x F

Nos referimos por espacio base del haz a B y espacio total a E. Cada subespacio
771(b) de E con b € B es llamado la fibra del haz ¢ sobre b. Ademas, a cada par (Uy, ¢q)

lo llamaremos una trivializacién del haz &.
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Los espacios base que consideraremos en todo el trabajo seran conexos, lo cual implica
que todas las fibras de un haz sean espacios homeomorfos, por lo tanto, que se hable de un
solo espacio como la fibra del haz y tenga sentido la siguiente notacion.

Notacion A.1l. Sea £ = (w, F, B) un haz con fibra F'| entonces denotamos de igual manera
al haz £ como
F—FE— B.

Un haz fibrado puede visualizarse localmente como un producto entre la fibra y vecindades
del espacio base, aunque su estructura global suele diferir de dicho producto. El caso més
sencillo es el del haz trivial:

Ejemplo A.1. El haz trivial sobre B con fibra F' esta dado por (prg, E, B), donde E = F x B
y prp: F' X B — B es la proyeccion.

Determinar si un haz es trivial no siempre es evidente, y distintos haces pueden compar-
tir la misma estructura esencial. Para formalizar cudndo dos haces con la misma fibra son
equivalentes, introducimos la siguiente nocién:

Definicién A.2. Sean £ = (m,E,B) y n = (7', E', B") dos haces. Decimos que un par de
funciones continuas

(f.9): (E',B) — (E,B)

es un morfismo de haces si se cumple 7o f = g o7’ (el siguiente diagrama conmuta).

o)

7'l \LW

B —%.B

Decimos que un morfismo de haces es un isomorfismo de haces si existe otro morfismo de
haces (f,g): (E,B) — (E', B’) tal que

fof=Idw, fof=1Idg, gojg=Idg, Gog=Idp.
Grupo estructural de un haz fibrado

El grupo estructural de un haz fibrado describe en cierto sentido céomo se “pegan” local-
mente las fibras del haz cuando se pasa de una trivializacion a otra. Y a la vez describe ciertas
caracteristicas geométricas del haz.

Sea ¢ un haz fibrado F' < E 5 By sea {(Us, ¢a) }aca un sistema de trivializaciones para
&. Para cualesquiera trivializaciones tal que U; N U; # (), entonces la funcion

piow;,(UinUj) x F = NU;NU;j) = (UiNUj) X F
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dada por (z,z) — (z,¢i(x)(2)) es un homeomorfismo, donde g;;(x) : F — F es un homeo-
morfismo de F' definido explicitamente por prg o (p; o goj_l) con pro : (UyNU;) x FF — F la
proyecciéon natural sobre F'.

Cada g;; es una funciéon continua de U; NU; a un subgrupo de los automorfismos de F' (en
el contexto topoldgico los homeomorfismos de F'), las cuales llamaremos funciones de tran-
sicidon. Se puede verificar que las funciones de transicién satisfacen las siguientes condiciones:
gi(z) =1, gij(z) = gji(x)~" y la condicién de cociclo g;;(x) - gjx(z) = gir(z) en U; NU; N U,

Definiciéon A.3. Decimos que ¢ tiene grupo estructural G C Homeo(F) si, tras escoger
una familia de trivializaciones {Us,, ¢q }, todas las funciones de transicion toman valores en
G. Ademas, decimos que {Uy, po} define una G-estructura en &.

Observacion A.1. En particular, cualquier haz admite siempre el grupo méaximo Homeo(F'),
pero en la practica se busca un subgrupo “minimo” que concentre la informacién necesaria de
la estructura del haz.

El grupo estructural no sélo dicta como se “pegan” las fibras, también fija la geometria
que cada una de ellas conserva. Al exigir que toda identificacion entre dos fibras viva en
G C Homeo(F'), declaramos qué simetrias de la fibra modelo F' consideramos legitimas. Cada
fibra 771(b) queda asi equipada con la misma G-estructura. Este lenguaje permite hablar de
haces vectoriales, complejos, etc., simplemente eligiendo el subgrupo apropiado de Homeo(F').

Ejemplo A.2 (Haz vectorial). Tomando F' = R" y G = GL(n,R) obtenemos los haces
vectoriales reales; el haz tangente T'M de una variedad es el ejemplo clasico. De forma analoga,
con F'=C" y G = GL(n,C) se obtienen los haces vectoriales complejos.

Elegir un subgrupo mas pequeno (una reduccion del grupo estructural) equivale a dotar
las fibras de estructura adicional: orientacién, métrica, etc.

Definicion A.4. Si € posee grupo estructural G, decimos que un subgrupo H C G es una
reduccion del grupo estructural cuando existen nuevas trivializaciones cuyas transiciones
caen en H.

Ejemplo A.3. Se dice que un haz vectorial de rango n es orientable si su grupo estructural
puede reducirse de O(n) a SO(n). Una orientaciéon de dicho haz es la eleccion explicita de
esa reduccion, y el par resultante se denomina haz vectorial orientado.

En otras palabras, la reduccion de O(n) a SO(n) equivale a dotar de una orientacion
coherente a cada fibra, de modo que el haz vectorial refleje localmente la idea de “orientacion”
en el sentido clasico de la geometria diferencial.

Al considerar haces con grupo estructural G, la nocién de morfismo de haces va a respetar
la G-estructura de los haces, lo cual queda descrito en la siguiente definicion.

Definicion A.5 (Trivializacion admisible). Dada una G-estructura como arriba, una trivia-
lizacion ¢ : 7~ 1(U) — U x F se dice admisible (o compatible con la G-estructura) si
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para cada « existe un mapa g, : U N U, — G, tal que en U N U, se cumple

pop (b,p) = (b, ga(b)(p)).

La familia de todas las trivializaciones admisibles forma el atlas maximo compatible con la
G-estructura.

Definicion A.6 (Morfismo de haces con grupo estructural G). Sean & = (m;, Fy, B;, G),
i = 1,2, dos haces con la misma fibra F' y el mismo grupo estructural G. Un morfismo de
haces con G-estructura es un diagrama

E1L>E2

m| |

BlT>BQ

tal que, para trivializaciones admisibles arbitrarias
o :m ' (U) = UXxF, Y:my (V) =V x F,
la composicién
Yofop ™t (UNfHV)XF — (Unf (V) xF

es de la forma }
Yo fop t(bp) = (f(b), h(b)(p)),

donde h : U N f=1(V) — G es continua. Si, ademas los haces tienen la misma base B1 = By
y f =1idp, se dice que f es un isomorfismo de haces con G-estructura.

Haces inducidos

Una manera de construir nuevos haces a partir de un haz dado es a través de la construccion
conocida como pull-back de una funcién continua. Esta construccion permite “transferir” la
informaciéon de un haz con espacio base B a un haz con otro espacio base X por medio de
una funcién f: X — B.

Definicion A.7. Sea £ = (7w, F, B) un haz fibrado, y sea f : X — B una funcién continua.
El pull-back de & a lo largo de f se define como el espacio

f(E) = {(p,x) e ExX|[f(z)=m(p)},

provisto de la proyeccion 7y : f*(E) — X dada por m(p,x) = x. El par (Trf,f*(E),X)
constituye un haz fibrado, llamado el haz inducido por f y denotado f*(&).
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Proposicién A.1l. Sea & un haz fibrado F — E 5 B con grupo estructural G, y sea
f + X — B una aplicaciéon continua. Entonces f*(£) es un haz fibrado sobre X con el mismo
grupo estructural G y fibra F.

Observacion A.2. Dado el haz fibrado £ como en la Definicion A.7, la funcién g : f*(E) — E
dada por g(p,x) = p junto con f: X — B define un morfismo de haces, es decir, el siguiente
diagrama conmuta,

Geométricamente, si & describe cierta estructura local sobre un espacio B, el pull-back nos
permite “llevar” dicha estructura a un espacio diferente X mediante la funcién f : X — B.
De esta forma, obtenemos un haz sobre X que refleja la misma configuracion local que £ tenia
sobre B, pero ahora inducida por la funciéon f.

A.2. (G-haces principales

La clasificacion de haces fibrados se simplifica notablemente al estudiar los G-haces princi-
pales, ya que estos codifican las simetrias y transiciones necesarias para reconstruir cualquier
haz asociado. En esta seccion fijaremos la terminologia y el marco que necesitaremos mas
adelante.

Definiciéon A.8. Sea G un grupo topologico. Un G- haz principal es un haz ¢ = (7, E, B)
cuya fibra es homeomorfa a G y tiene grupo estructural Lg := {L, : G — G | g € G}, donde
Ly(h) = gh es una traslacion izquierda para todo h en G.

Equivalentemente, £z es un G- haz principal , si E es un G-espacio principall® libre, es
decir, la accion de G es libre, con 7(e - g) = mw(e). Y para cada punto z € B existe un abierto
U > z y un homeomorfismo G-equivariante ¢y : p~1(U) — U x G, respecto de la accion

(u, g)h = (u, gh).

Observacion A.3. Estas dos formulaciones son equivalentes: la primera remarca el papel de
G como grupo estructural; la segunda es més concreta y resalta la accion libre en la fibra.
Con frecuencia simplemente se dice que un G-haz principal es un haz con fibra G y grupo
estructural G, implicitamente se identifica G con L¢g, pues ambos son isomorfos como grupos
topologicos.

Morfismos e isomorfismos. Sean 7 : £ — B y 7’ : E/ — B’ dos G-haces principales. Un

! Para cada G-espacio E existe una funcién llamada funcién de traslaciéon v : E* — G donde
E* ={(z,2') €e ExE|xz-g =1, g € G}. Diremos que E es un G-espacio principal si la funcién de
traslacion es continua.
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par (u,f) conu: E— E'y f: B— B’ es un morfismo si el siguiente diagrama conmuta,

E—**5 F
W\L \Lﬂ"

B! .p

v u es G-equivariante (u(e-g) = u(e)-g). Cuando B = B’ todo morfismo es automaticamente
un isomorfismo.

Denotaremos por Pring(G) al conjunto de G-haces principales con base B. Estos conjun-
tos junto con los morfismos de G-haces principales definen una categoria. Asi, en la categoria
Pring(G) cada flecha es invertible.

Haces numerables. La clasificacién de los G-haces principales que presentaremos se cen-
trard en una clase especifica de estos, a los que llamaremos haces numerables.

Definiciéon A.9. Un G -haz principal £ = (7, E, B) es numerable si existe una cubierta

{U;}ies numerable? de B tal que (7|y,, 7~ 1(U;),U;) es un haz trivial para cada i € S.

Si B es paracompacto (por ejemplo, un CW-complejo) toda cubierta admite una subcu-
bierta numerable, de modo que cualquier G-haz sobre un espacio paracompacto es numerable.
En lo siguiente y en el desarrollo de esta tesis, todos los haces se asumiran numerables.

A.3. Clasificaciéon de GG-haces principales y de haces fibrados

Para un G-haz principal £ = (7, E, B) y un espacio paracompacto X, cualquier funcion
f + X — B produce por pull-back un G-haz f*£g sobre X. El siguiente resultado muestra
que el procedimiento depende solo de la clase de homotopia de f.

Proposicion A.2. Si X es paracompactoy f ~ g: X — B, entonces f*{g = g*¢q.

En consecuencia, se define naturalmente la funcién entre el conjunto de clases de homotopia
de funciones X — B y las clases de isomorfismos de G-haces principales con base X.

Q¢ : [X,B] — Pring(X), [fl— [*¢o.

Observacion A.4. Esta funcién no es necesariamente una biyeccién, pero su comportamiento
sugiere la nocién central que sigue.

Definicion A.10. Un G-haz fibrado universal es un G-haz principal (g = (7w, EG, BG)
tal que para todo espacio paracompacto X, la funcién

e, : [X,BG] — Pring(X),

2 Decimos que una cubierta abierta {Ui}ies de B un espacio topoldgico es numerable si existe una particién
de la unidad {u;}:es tal que ed(u;'(0,1]) C U; para cada i € S.
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es una biyeccion. El espacio BG se llama espacio clasificante y la funciéon f : X — BG que
clasifica un haz f*EG se denomina funcidn clasificante.

Universalidad implica unicidad: dos haces universales EG — BG y E'G — B'G deter-
minan equivalencias EG ~ E'G y BG ~ B’G compatibles con la acciéon de G. De existir un
G-haz fibrado universal, este es tnico hasta homotopia, véase [Ca25], [Hu94].

Teorema A.4. El modelo de EG es tnico salvo homotopia y es débilmente contractil.

Ahora queremos garantizar que para cada grupo G existe este haz.

Existencia mediante la construccién de Milnor. La clasificacién de G-haces principales
requiere la existencia de un G-haz principal universal. Milnor demostro tal existencia mediante
una construccién geométrica explicita basada en el producto join.

Sea G un grupo topoldgico. La construcciéon de Milnor define EG como el join infinito:
EG=G+«G+xGx---

donde el join de n+ 1 copias de G (denotado G*™) consiste en puntos togo +t191 + - - - + tngn
con t; >0, > t; =1, y topologia adecuada. El espacio EG se obtiene como limite inductivo
de G*" bajo inclusiones canodnicas.

Este espacio posee dos propiedades clave: Este es débilmente contractil y tiene una accién
libre de G. La contractibilidad de EG garantiza que cualquier haz principal P — X admite
una funcién clasificante tnica, salvo homotopia. Técnicamente, el pull-back de 7 a lo largo
de f : X — BG reconstruye P como f*EG =2 P.Y, por otro lado, la accién libre de G nos
permite definir el espacio clasificante como el cociente:

BG := EG/G
y la proyeccion 7 : EG — BG resulta ser un G-haz principal.

Teorema A.5 (Haz universal de Milnor). La proyeccion cociente 7 : EG — BG es un G-haz
principal universal.

Corolario A.1 (Clasificacion de G-haces principales). Si X es un espacio paracompacto (por
ejemplo, X es un CW-complejo), existe una biyeccion entre clases de isomorfismo de G-haces
principales sobre X y clases de homotopia [X, BG].

e, : [X, BG] — Pring(X),
(f: X - BG) — f*(EG).

Clasificacion de haces fibrados

La relacion clave entre los G-haces principales y los haces fibrados radica en que, dado
un G-haz principal {g = (7, E, B), es posible asociarle haces con fibras arbitrarias mediante
construcciones que preservan la acciéon del grupo.
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Construccion de Borel. Esta construccién es especialmente relevante porque nos permite
transferir la clasificaciéon de G-haces principales a la de haces fibrados. Es decir, si entendemos
la clasificacion de los G-haces principales y conocemos la acciéon de G en F' la fibra de los haces
fibrados, entonces podemos deducir, mediante la construcciéon de Borel, una clasificaciéon de
los haces fibrados con fibra F' y grupo estructural G.

La idea principal es que, dado un G-haz principal y un G-espacio izquierdo F' (que puede
interpretarse como la fibra “modelo” que se desea utilizar), podemos extender la accion de G
al producto F x F' mediante la acciéon diagonal:

<€,f)'g:(€'g,g_1'f), paraeeE,fergEG.

Esta extension nos permite definir el espacio cociente (E x F)/G , denotado por E x¢ F,
al cual llamaremos el haz fibrado asociado a & con fibra F' y grupo estructural G. La
proyeccion

mp:ExqgF — B, 7p(p f]) =n(p)

convierte efectivamente a £ = (7, E X F, B) en un haz fibrado.

Por otro lado, dado un haz fibrado p : E — B con fibra F' y grupo estructural G, hay un
G-haz fibrado principal asociado. Por definicion, G es un subgrupo de Homeo(F'). Por lo tanto,
la accion de G' en F es efectiva, es decir, si los homeomorfismos Ly, Ly, : I — F' coinciden,
entonces g = h. Equivalente a esto, el morfismo natural G — Homeo(F') es inyectivo.

Teorema A.6. Dado ¢ un haz fibrado F' — E — B con grupo estructural G, existe un G-haz
principal £ sobre B tal que £(F) es homeomorfo a E x¢ F.

Notese que estas dos construcciones son inversas entre si, hasta isomorfismo de haz fibrados
con G-estructura sobre B, si la accién de G en F es efectiva, ya que tienen las mismas funciones
de transicion. Asi, el Teorema A.6 nos da una biyeccién entre los haces fibrados y los G-haces
principales, por lo que como hemos mencionado, clasificar a los G- haces principales nos ayuda
a clasificar los haces fibrados con grupo estructural G.



Apéndice B
Cohomologia y homologia de grupos

Este apéndice incluye los principales resultados de cohomologia de grupos que usamos en
la tesis. Para mas detalles acerca de estos temas se sugiere consultar [Br82], [L617] y [Ca25].

B.1. Algebra homolégica para la cohomologia de grupos

Una teoria de homologia asocia a cada objeto matemaético una sucesién de grupos abe-
lianos, sus grupos de homologia y cohomologia, con el propésito de caracterizar mediante
invariantes algebraicamente propiedades geométricas o topologicas del objeto de estudio.

El puente entre el objeto original y dichos invariantes es un complejo de cadenas. En el caso
de homologia y cohomologia de grupos, este complejo de cadenas se construye mediante una
resolucion proyectiva. En concreto, a partir de un grupo G, se construye una sucesiéon exacta
de ZG-mobdulos, a la cual se le aplican funtores denominados de invariantes y coinvariantes
para definir la homologia y cohomologia del grupo como la homologia de estos complejos de
cadenas.

Resoluciones libres y proyectivas

Recordemos brevemente que un complejo de cadenas sobre un anillo R es un R-médulo
graduado C' = (C),) equipado con un operador de frontera d : C' — C' de grado —1 tal que
d> = 0. Sus ciclos Z(C) = kerd y fronteras B(C) = imd permiten definir la homologia
H(C)=Z(C)/B(C). Los morfismos entre complejos son funciones que conmutan con d, y si
dos son homoto6picos, inducen el mismo morfismo en homologia. Con esto en mente definimos

Definicién B.1. Sea R un anillo, M un R-médulo. Decimos que una resolucién de M sobre
R es una sucesion exacta de R-modulos

0: 0! 0 o]
2B RS 2 M — 0.
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Si cada F; es un R -moédulo proyectivo, decimos que la resolucién es proyectiva, si cada F;
es un R -modulo libre, decimos que la resolucién es libre.

Proposicion B.1. Para cualquier R-moédulo M siempre existe una resoluciéon libre de M
sobre R.

Una resoluciéon se puede entender como un complejo de cadena aciclico, es decir, con
homologia trivial en todos los niveles, donde M esté en el grado —1. En cierta bibliografia, se
considera por resolucién al complejo de cadena conformado por los médulos F;, llamando asi,
complejo de cadena aumentado a la definicién previa, y donde € = dy : Fyp — M es llamado,
el morfismo de aumentacion.

Nuestro anillo de interés es construido como sigue. A partir del grupo G, el anillo de
grupo ZG esta dado por sumas finitas ) agzg con ay un nimero entero, y g un elemento de
G. La accién trivial de G convierte a Z en un ZG-mobdulo; nuestros invariantes se calculan
precisamente a partir de resoluciones de Z sobre ZG.

Funtores de coinvariantes e invariantes

Ahora definiremos dos moédulos que definen los funtores que aplicaremos a las resolu-
ciones proyectivas para obtener el complejo de cadenas necesario para calcular homologia y
cohomologia de grupos.

Definicién B.2. Sea G un grupo y M un ZG-médulo. Definimos el grupo de coinvariantes
de M como el cociente

Mg :=M/{gm —m:9g€ G,me M}

y definimos el grupo de invariantes de M dado por el submo6dulo
MY :={meM|VYgeG, g-m=m}.

Observacion B.1. El término “co-invariantes” surge del hecho de que M es el mayor cociente
de M en el cual G actiia de manera trivial, mientras que MY, el grupo de invariantes, es el
mayor submodulo de M en el cual G actia trivialmente.

Ambos moédulos construyen funtores aditivos entre la categoria de G-modulos y la categoria
de grupos abelianos, GMod — Ab. De hecho, teniendo a Z con estructura trivial de ZG-
modulo, tenemos los morfismos de Z-modulos

Mg =Z®z¢ M,  M®=Homzg(Z M),

Ademas, se puede mostrar que Mg es un funtor derecho exacto (envia epimorfismos a epi-
morfismos) y que M% es izquierdo exacto y llevan modulos libres a libres. Esta definicion
alternativa de los funtores de coinvariantes e invariantes permite definir, los complejos de
cadenas y co-cadenas que calculan la homologia y la cohomologia de G con coeficientes no
triviales en M.
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Dado que el complejo de cadenas que usemos para calcular homologia o cohomologia no
debe depender de la resolucién elegida, necesitamos que dos resoluciones proyectivas cua-
lesquiera sobre el mismo moédulo conduzcan a complejos homotdpicamente equivalentes. El
Teorema fundamental del dlgebra homoldgica [Br82, Lema 1.7.4] afirma que si

Po—~M y P.—-M

son dos resoluciones proyectivas de un R-médulo M, entonces existe un tnico morfismo de
complejos ¢: P, — P, tinico salvo homotopia, que sobre M es la identidad. De ello se sigue
que, al aplicar los funtores de coinvariantes (— ®g M’) o de invariantes (Hompg(—, M")), los
grupos de homologia y cohomologia asi obtenidos son bien definidos e independientes de la
resolucién escogida.

B.2. Definicién de homologia y cohomologia de grupos

En las dos secciones anteriores se dieron las herramientas béasicas para definir tanto los
grupos de homologfa como los de cohomologia de grupos, en esta secciéon ademas daremos
algunas interpretaciones de la homologia y cohomologia en grados bajos, basados en el [Br82]
y [Lo17].

Definicién B.3. Sea G un grupo, M un G-médulo y F' < 7 una resolucion proyectiva de
Z sobre ZG, entonces definimos el n- ésimo grupo de homologia de G' con coeficientes en M
como:

H,(G;M):= H,(F ®c M)

y definimos el n-ésimo grupo de cohomologia de G con coeficientes en M como:

H™(G; M) := H"(Home(F, M))

El célculo explicito de grupos de cohomologia para un grupo G arbitrario requiere elegir
resoluciones libres de Z sobre Z(G. Si bien la Proposiciéon B.1 garantiza su existencia teérica,
en la préctica se necesitan construcciones especificas que faciliten los calculos. Entre estas
destaca la resolucion barra (también llamada resolucion estandar), que proporciona un
modelo combinatorio explicito para los grupos de cohomologia. Véase |Br82, 1.5].

La resolucién barra se construye como el complejo de ZG-modulos libres:
-+ = ZG[G x G] - ZG[|G] —» ZG — 0

donde ZG[G] es el modulo libre generado por ZG e indexado por G y los operadores frontera
se definen mediante férmulas candnicas. Al aplicar el funtor Homzg(—, A) a esta resolucion,
se obtiene un complejo cohomoldgico inhomogéneo:

0 — Map(G, 4) 25 Map(G x G, A) = ---
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El operador cofrontera ¢° acttia sobre una funciéon d : G — A mediante:

8°(d)(g,h) = d(g) + g - d(h) — d(gh)

En la Seccion 2.1 describimos interpretaciones explicitas los grupos de cohomologia en
grados uno H'(G; A) y dos H%(G; A).

B.3. Cohomologia de grupos y cohomologia singular

Dado un grupo discreto G siempre existe un espacio K (G, 1) que sea CW-complejo y, por
tanto, su cubriente universal sea contractil. Para cualquier ZG-mo6dulo A y todo entero n > 0

H,(G;A) = H,(K(G,1); A), H"(G;A) = H"(K(G,1); A).

En otras palabras, la homologia (y cohomologia) de grupos recupera la homologia ordinaria del
correspondiente espacio topologico K (G, 1), los cuales son un modelo de espacio clasificante
del grupo, ya que son discretos. Esta correspondencia motiva las definiciones algebraicas
precedentes y justifica su relevancia en topologia algebraica. Con estas herramientas podemos
pasar al célculo explicito de H*(G; A) y H«(G; A) en situaciones concretas.

Construccién del isomorfismo en cohomologia: Sea X = K (G, 1) un modelo de espacio
clasificante para (G, y sea X su cubriente universal.

I. Recordemos que, el grupo G actuia por transformaciones de Deck sobre el cubriente
universal.
G X, T—g-,

lo que permite relacionar cociclos en la cohomologia del grupo con cociclos singulares.
11. Elijamos un dominio fundamental F C X para esta accion. Para cada = € X existe un
dnico g, € G con x € g, F.
111. En la resoluciéon barra, un n-cociclo ¢: G™ — A es una funcién que verifica la regla de
cociclo. Definimos el morfismo de comparaciéon

rp: C*(G,A) = Ch L (X, A)

sing
dado por
P = TF(QD)(S) = @(g;(io)gs(el)a R 7g;(in_1)gs(en))7 (Bl)
para todo n-simplice singular s : A™ — X con vértices s(eg), . .., s(ey). El operador rp

conmuta con los diferenciales: rp 0 § = dging © T'F.
1v. Paso al cociente X. La accién de G es libre, de modo que

L (X, A 20 (X, A).

sing sing
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El morfismo inducido en cohomologia
r=(rp).: H(G;A) — H*(X; A)

no depende del dominio fundamental elegido: si F’ es otro, existe una homotopia entre
los morfismos correspondientes, rp >~ rp.

Teorema B.1 (Teorema de comparacion). Si X es un CW-complejo asférico (por ejemplo
un K (G, 1)), el morfismo anterior es un isomorfismo:

o

r: H(G;A) = H*(X; A)

La demostracion usa la exactitud de la sucesion de Gysin asociada al cubriente X=X
y el hecho de que X es contréctil. En homologia se obtiene un resultado andlogo trabajando
con coinvariantes Cy(X)g.

B.4. La sucesion espectral de Lyndon-Hochschild-Serre

Brevemente, recordamos algunas nociones de sucesiones espectrales que se pueden consul-
tar con mas detalle en [Br82], [MCO00] y [NSW].

I. Una sucesién espectral de cohomologia es una sucesion de R-modulos graduados
EP? conr>1yp,q€ Z,junto con diferenciales

D4 . D4 p+r,q—r+1
art . EPY — ET ,
es decir, d, od, = 0. Ademas, cada pagina esta relacionada con la anterior por

EPY) = ker(dP9 : BP9 — EPPPOTHL) fim(@pnatr =l pronatt=l _y pra),

11. Decimos que la sucesion espectral converge a el R-moddulo graduado M, lo cual deno-
tamos por
EP4 — )fPta
T

si para cada (p,q) existe un ro tal que el morfismo d?? es cero para r > 7. Y ademas,
existe una filtracion de M, es decir, es una sucesiéon de submodulos

0C - CEuMCFRMC-—-CM=|]JF, M,
n

tal que para cada p + ¢

EP1 = colim, EX? = F, M/F, 1 M.
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La sucesion espectral en cohomologia de Lyndon-Hochschild-Serre (LHS) se
construye a partir de una sucesion exacta de grupos

1--N->G—=Q—1,
y un G-médulo A. Su pagina Ey es EY'? = HP(Q; H1(N; A)) y converge a HPT(G; A).

La construccion explicita de esta sucesion espectral puede consultarse en [Br82, §VII . 6],
[NSW, Teo. 2.4.1|, alternativamente véase [MCO00, Teo. 5.2].

Sucesioén exacta de 5 términos

Una consecuencia importante de la sucesion espectral de LHS es la sucesion exacta de cinco
términos, que proporciona informacién sobre los grupos de cohomologia en grados bajos, véase

[Br82, §VII Cor. 6.4] y [NSW, 2.4.2]|.

Corolario B.1. Dada una sucesion exacta de grupos
1-oN->G—=Q—1,

y un G-modulo A, existe la sucesion exacta de grupos

0— HY(Q,AN) —» HYG, A) — HY(N, A)? 5 H%(Q, AN) — H(G, A).

El morfismo tg, llamado morfismo de transgresion es un morfismo natural que aparece
en la pagina Fs de la sucesion espectral de Lyndon—Hochschild —Serre asociada a la extension
de grupos, véase [NSW, Prop. 1.6.6] y [NSW, Teo 2.4.3]. Para los célculos de esta tesis, nos
serd util tener una descripciéon més concreta de este.

Construccion general del morfismo de transgresion. El morfismo de transgresion
tg: HY(N; A9 — H?(Q; AM).

se puede definir como a continuaciéon se describe. Para un cociclo x € Z'(N; A)Q, podemos
definir explicitamente la transgresiéon del siguiente modo:

Lema B.1. [NSW, Prop. 1.6.6] Sea x un 1-cociclo (una derivacion) @Q-invariante en la clase
[z] € H'(N, A)?, es decir, 27(7) := 0 - (0" 70) = z(7) para todo ¢ € G. Entonces, existe
y: G — A una l-cocadena que se restringe a x, tal que el 2-cociclo dy : G — A (donde 0 es
el morfismo del complejo barra)

9y(91,92) = 01y(92) — y(9192) + y(91)

solo depende de las clases g1 H, goH y toma valores en A” = A. Por tanto, puede verse como
elemento de Z2(Q, A).



82 Apéndice B. Cohomologia y homologia de grupos

Asi, definimos el morfismo transgresiéon como
tglz] = [9y] € H*(Q, A).

Observacion B.2. Si N actua trivialmente en A, La 1-cocadena y : G — A que extiende
a x se puede definir como sigue; elegimos una seccion de conjuntos (no es necesario que
sea homomorfismo) s: Q — G que sea normalizada, s(1) = 1. Para cada g € G entonces,
g = s(q)i(n) para ¢ € Q y n € N, asi definimos,

y(g) = s(q) - z(n).

Interpretacion mediante el producto cup. El morfismo de transgresion se puede sim-
plificar notoriamente cuando N actia trivialmente en el G-moédulo A. En particular, tienen
una interpretacion mediante el producto cup. Consideremos la extension

1 NP 5 G/N - Q—1,

donde N’ es el conmutador de N y la clase de cohomologia asociada a esta extensién es
u € H%(Q; N*P). En particular, el cociclo que representa a la clase de cohomologia u asociada
a la extension es

m(q1, @) = 5(q1) 5(q2) 5(quqe) ™" € NP,

donde 5 es la composicion Q = G — G /N'. Si N actta trivialmente sobre A, un calculo
directo muestra que

(a1, q2) = —x(7(q1,92))- (B.2)
Entonces, tg[z] = [-x o 7].
Por otro lado, como N actiia trivialmente sobre A, tenemos el siguiente isomorfismo
HY(N; A)9 = H(Q,Hom(N®", A))
pues H'(N; A) = Hom(N, A) = Hom(N%, A) y podemos definir el producto cup:
—1 H*(Q; N**) x HY(Q, Hom(N*", A)) — H*(Q; A).
Donde N @ Hom(N?*", A) — A esta dada por (n, f) — f(n). Asi, induce un morfismo de
u— (=) H'(N; A)? = H*(Q; 4)

definido por [z] — (u — [z]). via la igualdad B.2 se demuestra que este morfismo coincide
con el morfismo de transgresién por un factor negativo, es decir, el morfismo de transgresiéon
puede expresarse como

tg([z]) = —u — [2]. (B.3)

Esto proporciona una herramienta ttil para célculos explicitos del morfismo de transgresion.
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