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RESUMEN

Resumen

En el presente trabajo se estudia una generalización del concepto de cálculo diferencial para álgebras
no conmutativas. Dicha estructura se puede definir sobre cualquier álgebra asociativa unitaria, un
A-bimódulo y un mapeo lineal llamado diferencial que genera al A-bimódulo y satisface la regla
de Leibniz. Esta estructura se puede extender de manera envolvente a órdenes superiores. Primero,
se estudia la teoría de cálculos diferenciales de alto orden del profesor Ðurđević construyendo el
cálculo diferencial de alto orden envolvente universal como una álgebra cociente graduada del álgebra
tensorial y el ideal izquierdo y derecho de elementos cuadráticos. Después, se estudia la teoría de
cálculos diferenciales de alto orden del profesor Woronowicz construyendo el cálculo diferencial de
alto orden trenzado como una álgebra cociente graduada del álgebra tensorial y el kernel del operador
de antitrenzado. Con esto, se demuestra la existencia de un epimorfismo entre el cálculo diferencial
de alto orden envolvente universal y el cálculo diferencial de alto orden trenzado. Finalmente, se
presentan dos ejemplos para ilustrar la teoría.

RESUMEN
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1 INTRODUCCIÓN

1. Introducción

A principios del siglo XX nació la mecánica cuántica y con ella también apareció una nueva área de
las matemáticas, la geometría cuántica. Es el resultado de la unificación de ideas y métodos de cuatro
áreas de las matemáticas: la topología, la geometría, el álgebra no conmutativa y el análisis complejo
aplicado a dimensiones infinitas. Dos de los más importantes fundadores de la geometría cuántica son
los profesores Alain Connes y Stanisław Woronowicz. El primero generalizó el concepto de variedad
de Riemann basándose en operadores de Dirac, con el objetivo de describir la geometría del modelo
estándar de partículas. El segundo generalizó la idea de grupo de Lie matricial compacto basándose
en álgebras de Hopf, con el objetivo de describir simetrías cuánticas. [Woronowicz, 1987] [Connes,
1994]

Ahora, se puede pensar que cada geometría estudia un espacio, en el caso de geometría clásica siempre
se puede entender al espacio clásico como una colección de puntos equipada con una estructura, ya
sea topológica (con conjuntos abiertos), de variedad (con atlas) o medible (con sigma-álgebras). Sin
embargo, en geometría cuántica el espacio deja de ser clásico y se vuelve cuántico, en el sentido de
que algunos de estos espacios ni siquiera tienen puntos. Al principio esto parece desconcertante, pero
al relajar las hipótesis del Teorema de Gelfand-Naimark todo se aclara.

Se sabe que a toda C∗-álgebra B conmutativa unitaria o no unitaria le corresponde un único espacio
clásico X que es un espacio topológico compacto o localmente compacto respectivamente tal que
C(X) y C0(X) son isomorfas a B respectivamente. Si se relajan las hipótesis, tenemos que para todo
C∗-álgebra B no conmutativa unitaria o no unitaria no existe espacio clásico X tal que C(X) o C0(C)
sean isomorfas a B respectivamente. Esto indica que ahora tenemos un espacio cuántico compacto o
no compacto respectivamente, sin puntos, donde sus propiedades geométricas se estudian puramente
a través de la estructura algebraica de B. Así, la visión clásica de un espacio estructurado con puntos
se rompe y es reemplazada por una estructura unificada que requiere de un enfoque completamente
nuevo y holístico. [Ðurđević, 2001]

La geometría cuántica tiene un enorme valor conceptual para el estudio de espacios clásicos, ya que las
demostraciones de muchos teoremas son más elegantes y transparentes, esto es porque las diferentes
estructuras de puntos clásicos a veces dejan ocultas las simetrías más profundas. Esto no pasa en
geometría cuántica, ya que se acepta trabajar a priori con objetos globales, las álgebras, que están
entrelazadas con la estructura geométrica más natural del espacio y codifican sus simetrías.

Para estudiar un espacio clásico en geometría no conmutativa se realizan dos pasos. El primer paso
consiste en expresar la estructura geométrica de un espacio clásico en términos de una ∗-álgebra
conmutativa de funciones complejas sobre dicho espacio clásico. Nótese que la definición del ∗-álgebra
de funciones depende del nivel geométrico en el que estemos trabajando, ya sea teoría de la medida
(funciones medibles), topología (funciones continuas), geometría diferencial (funciones suaves) o
geometría algebraica (funciones polinomiales). El segundo paso consiste en cuantizar esta ∗-álgebra
de funciones conmutativas introduciendo un parámetro de deformación en el producto del álgebra.
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1 INTRODUCCIÓN

Notemos que cuando este parámetro se vuelve el elemento unitario recuperamos la estructura clásica.

Por ejemplo, dado un grupo de Lie matricial compacto, su álgebra de funciones continuas es una C∗-
álgebra conmutativa que contiene una ∗-subálgebra densa que es una ∗-álgebra de Hopf conmutativa.
Dicha ∗-subálgebra es el álgebra de funciones polinomiales sobre el grupo de Lie matricial compacto.
De esta manera se define a un grupo matricial compacto cuántico como un espacio cuyo álgebra de
funciones continuas es una C∗-álgebra (conmutativa o no conmutativa) que contiene una ∗-subálgebra
de Hopf densa. Si pensamos en geometría diferencial, esto cobra más sentido ya que un grupo de Lie
es un caso particular de una variedad diferenciable y un grupo cuántico es un caso particular de un
espacio cuántico.

Ahora, se sabe que una simetría clásica en un espacio clásico X es una acción de un grupo de Lie G
sobre X, a su vez, esta acción tiene una representación dual en el álgebra de funciones C(X), que
induce una coacción de C(G) sobre C(X). Así, una simetría cuántica en un espacio cuántico X es la
coacción de una álgebra de Hopf sobre X.

El siguiente párrafo es una descripción general pero detallada de todos los capítulos de este trabajo y
tiene el objetivo de guiar al lector. El Capítulo 2 introduce el concepto de una álgebra de Hopf. Se
define la coacción de una álgebra de Hopf sobre un espacio vectorial o bimódulo en general. Se explica
cómo funciona la notación de Sweedler, la cual es utilizada en la mayoría de los cálculos del trabajo.
Luego, en el Capítulo 3 se define el concepto de cálculo diferencial de primer orden sobre una álgebra
de Hopf para introducir el cálculo diferencial de primer orden universal. Después, se definen los
bimódulos covariantes izquierdos, derechos y bicovariantes sobre una álgebra de Hopf para demostrar
la existencia de una base para estos espacios a través de sus elementos invariantes derechos e izquierdos
respectivamente. También se definen los cálculos diferenciales de primer orden covariantes izquierdos,
derechos y bicovariantes para demostrar la existencia de tres modelos universales. Se definen los
mapeos de gérmenes cuánticos que relacionan el álgebra de Hopf con los espacios invariantes de
bimódulos bicovariantes. En el Capítulo 4 se define el mapeo de virado y las álgebras bicovariantes
graduadas utilizadas para definir los cálculos diferenciales de alto orden. En el Capítulo 5 se define al
cálculo diferencial de alto orden envolvente universal como el cociente del álgebra tensorial de un
bimódulo bicovariante y el ideal generado por elementos cuadráticos. En el Capítulo 6 se introducen
los grupos trenzados para construir el álgebra exterior trenzada. Así, se define el cálculo diferencial
de alto orden trenzado como el cociente del álgebra tensorial de un bimódulo bicovariante y el kernel
del operador de antitrenzado. Se presenta la demostración de la existencia de un epimorfismo entre el
cálculo diferencial de alto orden envolvente universal y el cálculo diferencial de alto orden trenzado. En
el Capítulo 7 se presentan dos ejemplos que indican que dicho epimorfismo puede ser un isomorfismo
o puede no ser un isomorfismo. El primer ejemplo consiste en calcular el álgebra de Hopf de un grupo
de Lie matricial compacto, su cálculo diferencial de primer orden, así como su cálculo diferencial
de alto orden envolvente universal y trenzado, demostrando que son isomorfos. El segundo ejemplo
consiste en calcular el álgebra de Hopf del grupo de enteros módulo 2, su cálculo diferencial de primer
orden, así como su cálculo diferencial de alto orden envolvente universal y trenzado, demostrando que
no son isomorfos.
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1 INTRODUCCIÓN

En el presente trabajo solo se usará la notación original del profesor Woronowicz para grupos cuánticos.
Para realizar cálculos únicamente se usará la notación de Sweedler de un solo dígito. Además, el
producto tensorial siempre será sobre C a menos que se indique lo contrario.
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2 ÁLGEBRAS DE HOPF

2. Álgebras de Hopf

Definición 1 Sea A un C-espacio vectorial. Llamamos a la tercia (A, µ̃, 1A) una C-álgebra asociativa
unitaria si el mapeo µ̃ : A× A → A dado por µ̃(a, b) = ab satisface las siguientes propiedades:

i) µ̃(αa, βb) = αaβb = αβab = αβµ̃(a, b) ∀ α, β ∈ C y ∀ a, b ∈ A.

ii) µ̃(ab, c) = (ab)c = a(bc) = µ̃(a, bc) ∀ a, b, c ∈ A.

iii) 1A ∈ A es el único elemento que satisface µ̃(1A, a) = 1Aa = a1A = µ̃(a, 1A) ∀ a ∈ A.

Además, por la propiedad universal del producto tensorial existe un único mapeo lineal µ : A⊗A → A
dado por µ(a ⊗ b) = ab. Más aún, como 1C ∈ C es una base para C, al evaluarlo bajo un mapeo
lineal η̃ : C → A dado por η̃(1C) = 1C1A = 1A y aplicar la linealidad se induce un único mapeo lineal
η : C → A dado por η(λ) = λ1A.

Por lo anterior, a partir de este momento llamamos a la tercia (A, µ, η) una C-álgebra asociativa
unitaria si el mapeo lineal µ : A⊗ A → A llamado producto de álgebra y el mapeo lineal η : C → A
llamado elemento unitario hacen que los siguientes diagramas conmuten:

A⊗ A⊗ A A⊗ A

A⊗ A A

id⊗µ

µ⊗id µ

µ

Asociatividad

(µ◦ (id ⊗µ))(a⊗ b⊗ c) = µ(a⊗ bc) = a(bc) = (ab)c = µ(ab⊗ c) = (µ◦ (µ⊗ id))(a⊗ b⊗ c) ∀ a, b, c ∈ A.

C ⊗ A A⊗ A A⊗ C

A A A

η⊗id

∼= µ

id⊗η

∼=

id id

Elemento Unitario

(µ ◦ (η ⊗ id))(α⊗ a) = µ(α1A ⊗ a) = αa ∼= α⊗ a y
(µ ◦ (id ⊗ η))(a⊗ α) = µ(a⊗ α1A) = aα ∼= a⊗ α ∀ a ∈ A y ∀ α ∈ C.

Definición 2 Sean (A1, µ1, η1) y (A2, µ2, η2) C-álgebras. Llamamos al mapeo lineal f : A1 → A2

un morfismo de C-álgebras si preserva el producto de álgebra y el elemento unitario. Es decir, los
siguientes diagramas conmutan:

8



2 ÁLGEBRAS DE HOPF

A1 ⊗ A1 A2 ⊗ A2

A1 A2

f⊗f

µ1 µ2

f

Preservación del Producto

(f ◦ µ1)(a⊗ b) = f(ab) = f(a)f(b) = µ2(f(a) ⊗ f(b)) = (µ2 ◦ (f ⊗ f))(a⊗ b) ∀ a, b ∈ A1.

C C

A1 A2

id

η1 η2

f

Preservación del Elemento Unitario

(f ◦ η1)(α) = f(α1A1
) = α1A2

= η2(α) = (η2 ◦ id)(α) ∀ α ∈ C.

Definición 3 Sea C un C-espacio vectorial. Llamamos a la tercia (C, ϕ, ε) una C-coálgebra coaso-
ciativa counitaria si el mapeo lineal ϕ : C → C ⊗ C llamado coproducto y el mapeo lineal ε : C → C

llamado elemento counitario hacen que los siguientes diagramas conmuten:

C ⊗ C ⊗ C C ⊗ C

C ⊗ C C

id⊗ϕ

ϕ⊗id

ϕ

ϕ

Coasociatividad

((id ⊗ ϕ) ◦ ϕ)(a) = (id ⊗ ϕ)(a(1) ⊗ a(2)) = a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3) = (ϕ⊗ id)(a(1) ⊗ a(2)) = ((ϕ⊗ id) ◦ ϕ)(a) ∀
a ∈ C.

C ⊗ C C ⊗ C C ⊗ C

C C C

id⊗ε ε⊗id

∼=

id

ϕ

id

∼=

Elemento Counitario

((id ⊗ ε) ◦ ϕ)(a) = (id ⊗ ε)(a(1) ⊗ a(2)) = a(1) ⊗ ε(a(2)) ∼= a = id(a) y
((ε⊗ id) ◦ ϕ)(a) = (ε⊗ id)(a(1) ⊗ a(2)) = ε(a(1)) ⊗ a(2) ∼= a = id(a) ∀ a ∈ C.
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2 ÁLGEBRAS DE HOPF

Definición 4 Sean (C1, ϕ1, ε1) y (C2, ϕ2, ε2) C-coálgebras. Llamamos al mapeo lineal f : C1 → C2

un morfismo de C-coálgebras si preserva el coproducto y el elemento counitario. Es decir, los siguientes
diagramas conmutan:

C1 ⊗ C1 C2 ⊗ C2

C1 C2

f⊗f

f

ϕ1 ϕ2

Preservación del Coproducto

((f ⊗ f) ◦ ϕ1)(a) = (f ⊗ f)(a
(1)
1 ⊗ a

(2)
1 ) = f(a

(1)
1 ) ⊗ f(a

(2)
1 ) = ϕ2(f(a)) = (ϕ2 ◦ f)(a) ∀ a ∈ C1.

C C

C1 C2

id

ε1

f

ε2

Preservación del Elemento Counitario

(id ◦ ε1)(a) = ε1(a) = ε2(f(a)) = (ε2 ◦ f)(a) ∀ a ∈ C1.

Definición 5 Sean (B, µ, η) una C-álgebra asociativa unitaria y (B, ϕ, ε) una C-coálgebra coasocia-
tiva counitaria. Llamamos a la péntada (B, µ, η, ϕ, ε) una C-biálgebra asociativa unitaria coasociativa
counitaria si ϕ : B → B ⊗B y ε : B → C son homomorfismos de C-álgebras. Es decir, se satisfacen
las siguientes propiedades:

i) (ε ◦ µB)(a⊗ b) = ε(ab) = ε(a)ε(b) = (µC ◦ (ε⊗ ε))(a⊗ b) ∀ a, b ∈ B.

ii) (ε ◦ ηB)(α) = ε(α1B) = α1C = idC(α) ∀ α ∈ C.

iii) (ϕ ◦ µB)(a⊗ b) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = (µB⊗B ◦ (ϕ⊗ ϕ))(a⊗ b) ∀ a, b ∈ B.

iv) (ϕ ◦ ηB)(α) = ϕ(α1B) = α1B ⊗ α1B = ηB⊗B(α) ∀ α ∈ C.

Definición 6 Sea (A, µ, η) una C-álgebra asociativa unitaria. Llamamos al mapeo lineal σA :
A⊗ A → A⊗ A dado por σA(a⊗ b) = b⊗ a mapeo de virado algebraico.

Definición 7 Sea (A, µ, η, ϕ, ε) una C-biálgebra asociativa unitaria coasociativa counitaria. Llama-
mos a la héxada (A, µ, η, ϕ, ε, κ) una C-álgebra de Hopf asociativa unitaria coasociativa counitaria
antipodal si el mapeo lineal κ : A → A llamado coinverso o antípoda satisface las siguientes
propiedades:

i) (κ ◦ µ)(a⊗ b) = κ(ab) = κ(b)κ(a) = (µ ◦ (κ⊗ κ))(b⊗ a) = (µ ◦ (κ⊗ κ) ◦ σA)(a⊗ b) ∀ a, b ∈ A.

10



2 ÁLGEBRAS DE HOPF

ii) (κ ◦ η)(α) = κ(α1A) = η(α) ∀ α ∈ C.

iii) (ϕ ◦ κ)(a) = ϕ(κ(a)) = κ(a(2)) ⊗ κ(a(1)) = σA(κ(a(1)) ⊗ κ(a(2)))) = (σA ◦ (κ⊗ κ) ◦ ϕ)(a) ∀ a ∈ A.

iv) (ε ◦ κ)(a) = ε(κ(a)) = ε(a) ∀ a ∈ A.

v) κ hace que el siguiente diagrama conmute:

A A⊗ A A⊗ A A

A C A

ϕ

=

κ⊗id µ

=

ε η

(µ ◦ (κ⊗ id) ◦ ϕ)(a) = µ(κ(a(1)) ⊗ a(2)) = κ(a(1))a(2) = ε(a)1A = η(ε(a)) = (η ◦ ε)(a) ∀ a ∈ A.

vi) κ hace que el siguiente diagrama conmute:

A A⊗ A A⊗ A A

A C A

ϕ

=

id⊗κ µ

=

ε η

(µ ◦ (id ⊗ κ) ◦ ϕ)(a) = µ(a(1) ⊗ κ(a(2))) = a(1)κ(a(2)) = ε(a)1A = η(ε(a)) = (η ◦ ε)(a) ∀ a ∈ A.

Notación de Sweedler para el Coproducto Sea A una C-álgebra de Hopf. La imagen de a ∈ A
bajo ϕ se denotará por ϕ(a) = a(1)⊗a(2), lo cual indica la existencia de una suma finita implícita debido
a la aparición de a en el primer y segundo término. A esto se le conoce como notación de Sweedler para
el coproducto. Debido a la coasociatividad esto se puede generalizar para n-coproductos. Por ejemplo,
para n=3 ((ϕ⊗ id ⊗ id) ◦ (ϕ⊗ id) ◦ ϕ)(a) = a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3) ⊗ a(4) = ((id ⊗ id ⊗ ϕ) ◦ (id ⊗ ϕ) ◦ ϕ)(a).

Definición 8 Sea A una C-álgebra de Hopf y V un C-espacio vectorial. Llamamos coacción izquierda
de A sobre V a un mapeo lineal ΦV : V → A⊗ V que hace que los siguientes diagramas conmuten:

V A⊗ V

A⊗ V A⊗ A⊗ V

ΦV

ΦV ϕ⊗id

id⊗ΦV

11



2 ÁLGEBRAS DE HOPF

((ϕ⊗ id) ◦ ΦV )(v) = (ϕ⊗ id)(v(−1) ⊗ v(0)) = v(−11) ⊗ v(−12) ⊗ v(0) = v(−1) ⊗ v(0−1) ⊗ v(00) =
(id ⊗ ΦV )(v(−1) ⊗ v(0)) = ((id ⊗ ΦV ) ◦ ΦV )(v) ∀ v ∈ V .

V A⊗ V

V C ⊗ V

ΦV

id ε⊗id

∼=

((ε⊗ id) ◦ ΦV )(v) = (ε⊗ id)(v−1 ⊗ v0) = ε(v−1) ⊗ v0 ∼= v = id(v) ∀ v ∈ V .

Sea W un C-subespacio vectorial de V. Llamamos a W invariante bajo ΦV si ΦV (W ) ⊂ A⊗W . Más
aún, ΦV |W : W → A⊗W es una coacción izquierda de A sobre W.

Notación de Sweedler para la Coacción Izquierda de una Álgebra de Hopf sobre un
Espacio Vectorial Sea ΦV : V → A⊗ V una coacción izquierda dada por ΦV (v) =

∑

i ai ⊗ vi con
ai ∈ A y vi ∈ V . En notación de Sweedler esto se expresa como ΦV (v) = v(−1) ⊗ v(0).

Definición 9 Sea A una C-álgebra de Hopf y V un C-espacio vectorial. Llamamos coacción derecha
de A sobre V a un mapeo lineal V Φ : V → V ⊗ A que hace que los siguientes diagramas conmuten:

V V ⊗ A

V ⊗ A V ⊗ A⊗ A

V Φ

V Φ id⊗ϕ

V Φ⊗id

((id ⊗ ϕ) ◦ V Φ)(v) = (id ⊗ ϕ)(v(0) ⊗ v(1)) = v(0) ⊗ v(11) ⊗ v(12) = v(00) ⊗ v(01) ⊗ v(1) =
(V Φ ⊗ id)(v(0) ⊗ v(1)) = ((V Φ ⊗ id) ◦ V Φ)(v) ∀ v ∈ V .

V V ⊗ A

V V ⊗ C

V Φ

id id⊗ε

∼=

((id ⊗ ε) ◦ V Φ)(v) = (id ⊗ ε)(v(0) ⊗ v(1)) = v(0) ⊗ ε(v(1)) ∼= v = id(v) ∀ v ∈ V .

Sea W un C-subespacio vectorial de V. Llamamos a W invariante bajo V Φ si V Φ(W ) ⊂ W ⊗ A. Más
aún, V Φ|W : W → W ⊗ A es una coacción derecha de A sobre W.

Notación de Sweedler para la Coacción Derecha de una Álgebra de Hopf sobre un
Espacio Vectorial Sea V Φ : V → V ⊗ A una coacción derecha dada por V Φ(v) =

∑

i vi ⊗ ai con
vi ∈ V y ai ∈ A. En notación de Sweedler esto se expresa como V Φ(v) = v(0) ⊗ v(1).
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2 ÁLGEBRAS DE HOPF

Proposición 1 Sea A una C-álgebra de Hopf. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) ϕ(κ(a(1)))(a(2) ⊗ 1A) = 1A ⊗ κ(a) ∀ a ∈ A.

ii) (1A ⊗ a(1))ϕ(κ(a(2))) = κ(a) ⊗ 1A ∀ a ∈ A.

iii) (((η ◦ ε) ⊗ id) ◦ ϕ)(a) = 1A ⊗ a ∀ a ∈ A.

iv) ((id ⊗ (η ◦ ε)) ◦ ϕ)(a) = a⊗ 1A ∀ a ∈ A.

Demostración

i) Sea a ∈ A se calcula ϕ(κ(a(1)))(a(2) ⊗1A) = (κ(a(2))⊗κ(a(1)))(a(3) ⊗1A) = κ(a(2))a(3) ⊗κ(a(1)) =
ε(a(2)) ⊗ κ(a(1)) = 1A ⊗ κ(a(1))ε(a(2)) = 1A ⊗ κ(a(1)ε(a(2))) = 1A ⊗ κ(a).

De donde ϕ(κ(a(1)))(a(2) ⊗ 1A) = 1A ⊗ κ(a) ∀ a ∈ A.

ii) Análoga a la demostración del inciso i).

iii) Sea a ∈ A se calcula (((η ◦ ε) ⊗ id) ◦ ϕ)(a) = ((η ◦ ε) ⊗ id)(a(1) ⊗ a(2)) = (η ◦ ε)(a(1)) ⊗ a(2) =
η(ε(a(1))) ⊗ a(2) = ε(a(1)) ⊗ a(2) = 1A ⊗ ε(a(1))a(2) = 1A ⊗ a.

De donde (((η ◦ ε) ⊗ id) ◦ ϕ)(a) = 1A ⊗ a ∀ a ∈ A.

iv) Análoga a la demostración del inciso iii).

Definición 10 Sea A una C-álgebra de Hopf y g : A → C un mapeo lineal. Llamamos a g ∗ a =
((id ⊗ g) ◦ ϕ)(a) = (id ⊗ g)(a(1) ⊗ a(2)) = a(1) ⊗ g(a(2)) ∼= a(1)g(a(2)) convolución de g sobre a ∈ A.

Definición 11 Sea A una C-álgebra de Hopf y f : A → C un mapeo lineal. Llamamos a a ∗ f =
((f ⊗ id) ◦ ϕ)(a) = (f ⊗ id)(a(1) ⊗ a(2)) = f(a(1)) ⊗ a(2) ∼= f(a(1))a(2) convolución de a ∈ A sobre f .

Definición 12 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sean g : A → C y f : A → C mapeos lineales.
Llamamos al mapeo lineal f ∗ g : A → C dado por (f ∗ g)(a) = ((f ⊗ g) ◦ϕ)(a) = (f ⊗ g)(a(1) ⊗a(2)) =
f(a(1)) ⊗ g(a(2)) ∼= f(a(1))g(a(2)) convolución de f y g.

Proposición 2 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sean g : A → C y f : A → C mapeos lineales.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) ε(g ∗ a) = g(a) ∀ a ∈ A.

ii) ε(a ∗ f) = f(a) ∀ a ∈ A.

iii) g ∗ (a ∗ f) = (g ∗ a) ∗ f ∀ a ∈ A.

iv) (f ∗ g) ∗ a = f ∗ (g ∗ a) ∀ a ∈ A.

v) a ∗ (f ∗ g) = (a ∗ f) ∗ g ∀ a ∈ A.
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2 ÁLGEBRAS DE HOPF

Demostración

i) Sea a ∈ A se calcula ε(g ∗ a) = ε(a(1)g(a(2))) = ε(a(1))g(a(2)) = g(ε(a(1))a(2)) = g(a).

De donde ε(g ∗ a) = g(a) ∀ a ∈ A.

ii) Análoga a la demostración del inciso i).

iii) Sea a ∈ A.

Por un lado, se calcula g ∗ (a ∗ f) = g ∗ (f(a(1))a(2)) = f(a(1))(g ∗ a(2)) = f(a(1))a(2)g(a(3)).

Por otro lado, se calcula (g ∗ a) ∗ f = (a(1)g(a(2))) ∗ f = (a(1) ∗ f)g(a(2)) = f(a(1))a(2)g(a(3)).

De donde g ∗ (a ∗ f) = (g ∗ a) ∗ f ∀ a ∈ A.

iv) Sea a ∈ A.

Por un lado, se calcula (f ∗ g) ∗ a = a(1)(f ∗ g)(a(2)) = a(1)f(a(2))g(a(3)).

Por otro lado, se calcula f ∗ (g ∗ a) = f ∗ (a(1)g(a(2))) = (f ∗ a(1))g(a(2)) = a(1)f(a(2))g(a(3)).

De donde (f ∗ g) ∗ a = f ∗ (g ∗ a) ∀ a ∈ A.

v) Análoga a la demostración del inciso iv).

La demostración de la siguiente proposición se puede encontrar en [Woronowicz, 1989].

Proposición 3 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sean r : A ⊗ A → A ⊗ A, r−1 : A ⊗ A → A ⊗ A,
s : A⊗A → A⊗A y s−1 : A⊗A → A⊗A biyecciones dadas por r(a⊗ b) = (µ⊗ id)(id ⊗ϕ)(a⊗ b) =
(a⊗ 1A)ϕ(b) = ab(1) ⊗ b(2), r−1(a⊗ b) = (µ⊗ id)(id ⊗κ⊗ id)(id ⊗ϕ)(a⊗ b) = (a⊗ 1A)((κ⊗ id)ϕ(b)) =
aκ(b(1)) ⊗ b(2), s(a⊗ b) = (id ⊗ µ)(σA ⊗ id)(id ⊗ ϕ)(a⊗ b) = (1A ⊗ a)ϕ(b) = b(1) ⊗ ab(2) y s−1(a⊗ b) =
σA(id ⊗ µ)(id ⊗ σA)(id ⊗ κ−1 ⊗ id)(ϕ ⊗ id)(a ⊗ b) = (b ⊗ 1A)(σA(id ⊗ κ−1)ϕ(a)) = bκ−1(a(2)) ⊗ a(1)

respectivamente. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) r((a⊗ 1A)q) = (a⊗ 1A)r(q) ∀ a ∈ A y ∀ q ∈ A⊗ A.

ii) r(q(1A ⊗ a)) = r(q)ϕ(a) ∀ a ∈ A y ∀ q ∈ A⊗ A.

iii) s((a⊗ 1A)q) = (1A ⊗ a)s(q) ∀ a ∈ A y ∀ q ∈ A⊗ A.

iv) s(q(1A ⊗ a)) = s(q)ϕ(a) ∀ a ∈ A y ∀ q ∈ A⊗ A.

v) (µ ◦ r−1)(a⊗ b) = (id ⊗ ε)(a⊗ b) ∀ a, b ∈ A.

vi) (µ ◦ s−1)(a⊗ b) = (ε⊗ id)(a⊗ b) ∀ a, b ∈ A.

vii) ((ε⊗ id) ◦ r−1)(a⊗ b) = ε(a)b ∀ a, b ∈ A.

viii) ((ε⊗ id) ◦ s−1)(a⊗ b) = ε(b)a ∀ a, b ∈ A.
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3 CÁLCULO DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN

Definición 13 Sea A una C-álgebra de Hopf. Llamamos a los mapeos lineales adL : A → A⊗ A y
adR : A → A⊗A dados por adL(a) = a(1)κ(a(3))⊗a(2) y adR(a) = a(2) ⊗κ(a(1))a(3) coacción izquierda
y derecha adjunta respectivamente.

La demostración de la siguiente proposición se puede encontrar en [Sontz, 2015].

Proposición 4 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sean adL : A → A ⊗ A y adR : A → A ⊗ A las
coacciones izquierda y derecha adjunta respectivamente. Sean r : A⊗A → A⊗A, r−1 : A⊗A → A⊗A,
s : A⊗A → A⊗A y s−1 : A⊗A → A⊗A las biyecciones de la Proposición 3. Entonces se satisfacen
las siguientes propiedades:

i) El mapeo lineal adL : A → A⊗ A es una coacción izquierda de A sobre A.

ii) El mapeo lineal adR : A → A⊗ A es una coacción derecha de A sobre A.

iii) adL(a) = r(s−1(a⊗ 1A)) ∀ a ∈ A.

iv) adR(a) = s(r−1(1A ⊗ a)) ∀ a ∈ A.

3. Cálculo Diferencial de Primer Orden

Definición 14 Sea (A, µ, η) una C-álgebra. Sea Γ un A-bimódulo y d : A → Γ un mapeo lineal.
Llamamos al par (Γ, d) cálculo diferencial de primer orden (CDPO) sobre A si se satisfacen las
siguientes propiedades:

i) d(ab) = d(a)b+ ad(b) ∀ a, b ∈ A.

ii) w =
∑K

k=1 akd(bk) ∀ w ∈ Γ con ak, bk ∈ A y K > 0.

Llamamos a d diferencial de (Γ, d).

Definición 15 Sean (Γ, d) y (Γ′, d′) CDPO sobre A. Llamamos a un homomorfismos de A-bimódulos
f : Γ → Γ′ morfismo de CDPO si f ◦ d = d′. Además, si f es inyectiva, suprayectiva o biyectiva
llamamos a f un monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo de CDPO respectivamente.

Proposición 5 Sea (A, µ, η) una C-álgebra. Sea U = ker(µ) y D : A → A⊗A el mapeo lineal dado
por D(a) = (1A ⊗ a) − (a⊗ 1A). Entonces (U,D) es un CDPO sobre A llamado CDPO universal.
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3 CÁLCULO DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN

Demostración Primero, se verificará que D : A → U ∀ a ∈ A.

Sea a ∈ A se calcula µ(D(a)) = µ((1A ⊗ a) − (a⊗ 1A)) = µ(1A ⊗ a) − µ(a⊗ 1A) = a− a = 0.

Entonces D(a) ∈ ker(µ) ∀ a ∈ A.

De donde D : A → U ∀ a ∈ A.

Luego, se verificará que (U,D) satisface i) y ii) de la Definición 14.

i) Sean a, b ∈ A se calcula D(a)b + aD(b) = ((1A ⊗ a) − (a ⊗ 1A))b + a((1A ⊗ b) − (b ⊗ 1A)) =
(1A ⊗ ab) − (a⊗ b) + (a⊗ b) − (ab⊗ 1A) = (1A ⊗ ab) − (ab⊗ 1A) = D(ab).

De donde D(a)b+ aD(b) = D(ab) ∀ a, b ∈ A.

ii) Sea w ∈ U .

Primero, notemos que U ⊂ A⊗A entonces existen ak, bk ∈ A con k ∈ {1, . . . , K} y K > 0 tales
que w =

∑K
k=1 ak ⊗ bk.

Luego, notemos que µ(w) = µ(
∑K

k=1 ak ⊗ bk) =
∑K

k=1 µ(ak ⊗ bk) =
∑K

k=1 akbk = 0.

Así, se calcula
∑K

k=1 akD(bk) =
∑K

k=1 ak((1A ⊗ bk)− (bk ⊗1A)) =
∑K

k=1((ak ⊗ bk)− (akbk ⊗1A)) =
∑K

k=1(ak ⊗ bk) − (
∑K

k=1 akbk) ⊗ 1A =
∑K

k=1 ak ⊗ bk = w.

De donde w =
∑K

k=1 akD(bk) ∀ w ∈ U con ak, bk ∈ A y K > 0.

Proposición 6 Sea (A, µ, η) una C-álgebra y (U,D) el CDPO universal sobre A. Sea N un A-
subbimódulo de U definimos ΓN = U

N
. Sea πN : U → ΓN el epimorfismo canónico de A-bimódulos

definimos dN = πN ◦ D : A → ΓN . Entonces (ΓN , dN) es un CDPO sobre A. Más aún, cualquier
CDPO sobre A, (Γ, d), es isomorfo a (ΓN , dN) para algún A-subbimódulo N de U .

Demostración Primero, se verificará que (ΓN , dN) satisface i) y ii) de la Definición 14.

i) Sean a, b ∈ A se calcula dN (ab) = πN (D(ab)) = πN (D(a)b+aD(b)) = πN (D(a)b)+πN (aD(b)) =
πN(D(a))b+ aπN(D(b)) = dN(a)b+ adN(b).

De donde dN(ab) = dN(a)b+ adN(b) ∀ a, b ∈ A.

ii) Sea r ∈ ΓN .

Primero, notemos que πN es un epimorfismo entonces ∀ r ∈ ΓN existe w ∈ U tal que r = πN (w).

Luego, notemos que (U,D) es un CDPO sobre A entonces w =
∑K

k=1 akD(bk) ∀ w ∈ U con
ak, bk ∈ A y K > 0.

Así, se calcula r = πN(w) = πN(
∑K

k=1 akD(bk)) =
∑K

k=1 πN(akD(bk)) =
∑K

k=1 akπN(D(bk)) =
∑K

k=1 akdN(bk).

De donde r =
∑K

k=1 akdN(bk) ∀ r ∈ ΓN con ak, bk ∈ A y K > 0.
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3 CÁLCULO DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN

Ahora, se verificará que cualquier CDPO sobre A, (∆, δ), es isomorfo a (ΓN , dN) para algún A-
subbimódulo N de U.

Así, se define π′ : U → ∆ dado por π′(w) = (L ◦ (id ⊗ δ))(w) con L : A⊗ ∆ → ∆ la acción izquierda
de A sobre ∆ dada por L(a⊗ b) = ab.

Primero, se verificará que π′ está bien definida.

Primero, notemos que dados w1, w2 ∈ U tales que w1 =
∑K2

k=1 a1k ⊗ b1k =
∑K2

k=1 a2k ⊗ b2k = w2 con
a1k, b1k, a2k, b2k ∈ A y K1, K2 > 0 entonces w1 − w2 =

∑K2

k=1 a1k ⊗ b1k −
∑K2

k=1 a2k ⊗ b2k = 0 ⊗ 0.

Luego, notemos que para que π′ esté bien definida basta demostrar que si 0 ⊗ 0 =
∑K

k=1 ak ⊗ bk con
ak, bk ∈ A y K > 0 entonces 0 =

∑K
k=1 akδ(bk).

Así, sea 0 ⊗ 0 =
∑K

k=1 ak ⊗ bk con ak, bk ∈ A y K > 0 se calcula π′(0 ⊗ 0) = π′(
∑K

k=1 ak ⊗ bk) entonces
(L ◦ (id ⊗ δ))(0 ⊗ 0) = (L ◦ (id ⊗ δ))(

∑K
k=1 ak ⊗ bk) de donde L(0 ⊗ 0) =

∑K
k=1 L(ak ⊗ δ(bk)) por lo

que 0 =
∑K

k=1 akδ(bk).

De esta manera, se ha demostrado que π′ está bien definida.

Notemos que como L y δ son mapeos lineales entonces π′ es lineal.

Luego, se verificará que π′ es un homomorfismo de A-bimódulos.

Primero, se verificará que π′ es un homomorfismo A-módulos izquierdo.

Así, sea c ∈ A y w =
∑K

k=1 ak ⊗ bk con ak, bk ∈ A y K > 0 se calcula π′(cw) = π′(c(
∑K

k=1 ak ⊗ bk)) =
(L ◦ (id ⊗ δ))(

∑K
k=1 cak ⊗ bk) =

∑K
k=1(L ◦ (id ⊗ δ))(cak ⊗ bk) =

∑K
k=1 cakδ(bk) = c

∑K
k=1 akδ(bk) =

c
∑K

k=1(L ◦ (id ⊗ δ))(ak ⊗ bk) = c(L ◦ (id ⊗ δ))(
∑K

k=1 ak ⊗ bk) = cπ′(w).

Esto demuestra que π′ es un homomorfismo de A-módulos izquierdo.

Luego, se verificará que π′ es un homomorfismo de A-módulos derecho.

Así, sea c ∈ A y w =
∑K

k=1 ak ⊗ bk con ak, bk ∈ A y K > 0 se calcula π′(wc) =
π′((

∑K
k=1 ak ⊗ bk)c) = (L ◦ (id ⊗ δ))(

∑K
k=1 ak ⊗ bkc) =

∑K
k=1(L ◦ (id ⊗ δ))(ak ⊗ bkc) =

∑K
k=1 akδ(bkc) =

∑K
k=1 ak(δ(bk)c + bkδ(c)) =

∑K
k=1 akδ(bk)c +

∑K
k=1 akbkδ(c) = (

∑K
k=1 akδ(bk))c + (

∑K
k=1 akbk)δ(c) =

(
∑K

k=1 akδ(bk))c = (
∑K

k=1(L◦(id⊗δ))(ak ⊗bk))c = ((L◦(id⊗δ))(
∑K

k=1 ak ⊗bk))c = π′(
∑K

k=1 ak ⊗bk)c =
π′(w)c.

Esto demuestra que π′ es un homomorfismo de A-módulos derecho.
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3 CÁLCULO DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN

De esta manera, se ha demostrado que π′ es un homomorfismo de A-bimódulos.

Después, se verificará que π′ es un epimorfismo de A-bimódulos.

Sea σ ∈ ∆.

Primero, notemos que (∆, δ) es un CDPO sobre A entonces σ =
∑K

k=1 akδ(bk) ∀ σ ∈ ∆ con ak, bk ∈ A
y K > 0.

Luego, definimos u =
∑K

k=1 ak ⊗ bk −
∑K

k=1 akbk ⊗ 1A y notemos que µ(u) =
µ(

∑K
k=1 ak ⊗ bk −

∑K
k=1 akbk ⊗ 1A) = µ(

∑K
k=1 ak ⊗ bk) − µ(

∑K
k=1 akbk ⊗ 1A) =

∑K
k=1 µ(ak ⊗ bk) −

∑K
k=1 µ(akbk ⊗ 1A) =

∑K
k=1 akbk −

∑K
k=1 akbk1A = 0 entonces u ∈ U .

Así, se calcula π′(u) = π′(
∑K

k=1 ak ⊗ bk −
∑K

k=1 akbk ⊗ 1A) = π′(
∑K

k=1 ak ⊗ bk) − π′(
∑K

k=1 akbk ⊗ 1A) =
∑K

k=1 π
′(ak ⊗ bk) −

∑K
k=1 π

′(akbk ⊗ 1A) =
∑K

k=1(L ◦ (id ⊗ δ))(ak ⊗ bk) −
∑K

k=1(L ◦ (id ⊗ δ))(akbk ⊗ 1A) =
∑K

k=1 akδ(bk) −
∑K

k=1 akbkδ(1A) =
∑K

k=1 akδ(bk) = σ.

De esta manera, se ha demostrado que π′ es un epimorfismo de A-bimódulos.

Finalmente, se verificará que (∆, δ) es isomorfo a (ΓN , dN) para algún A-subbimódulo N de U.

Primero, se verificará que existe un isomorfismo de A-bimódulos π̃′ : ΓN → ∆ para algún A-
subbimódulo N de U.

Así, definimos N = ker(π′) y notemos que por el Primer Teorema de Isomorfismos de A-bimódulos
entonces N es un A-subbimódulo de U y π′ induce un isomorfismo de A-bimódulos π̃′ : ΓN → ∆.

Esto demuestra que existe un isomorfismo de A-bimódulos π̃′ : ΓN → ∆ para algún A-subbimódulo N
de U.

Luego, se verificará que (π̃′ ◦ dN)(a) = δ(a) ∀ a ∈ A.

Así, sea a ∈ A se calcula (π̃′ ◦ dN)(a) = (π̃′ ◦ πN ◦D)(a) = (π′ ◦D)(a) = π′((1A ⊗ a) − (a⊗ 1A)) =
π′(1A ⊗ a) − π′(a⊗ 1A) = (L ◦ (id ⊗ δ))(1A ⊗ a) − (L ◦ (id ⊗ δ))(a⊗ 1A) = 1Aδ(a) − aδ(1A) = δ(a).

Esto demuestra que (π̃′ ◦ dN)(a) = δ(a) ∀ a ∈ A.

De esta manera, se ha demostrado que (∆, δ) es isomorfo a (ΓN , dN ) para algún A-subbimódulo N de
U.
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3 CÁLCULO DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN

3.1. Cálculo Diferencial de Primer Orden sobre una Álgebra de Hopf

Definición 16 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO sobre A. Llamamos a (Γ, d) un
CDPO covariante izquierdo sobre A si dado

∑K
k=1 akd(bk) = 0 con ak, bk ∈ A y K > 0 entonces

∑K
k=1 ϕ(ak)(id ⊗ d)ϕ(bk) = 0.

Proposición 7 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO covariante izquierdo sobre A.
Entonces existe un único mapeo lineal ΦΓ : Γ → A⊗ Γ dado por ΦΓ(w) =

∑K
k=1 ϕ(ak)(id ⊗ d)ϕ(bk)

con w =
∑K

k=1 akd(bk) donde ak, bk ∈ A y K > 0 que satisface las siguientes propiedades:

i) ΦΓ(cw) = ϕ(c)ΦΓ(w) y ΦΓ(wc) = ΦΓ(w)ϕ(c) ∀ c ∈ A y ∀ w ∈ Γ.

ii) ((id ⊗ ΦΓ) ◦ ΦΓ)(w) = ((ϕ⊗ id) ◦ ΦΓ)(w) y ((ε⊗ id) ◦ ΦΓ)(w) ∼= id(w) ∀ w ∈ Γ.

iii) ΦΓ(d(c)) = (id ⊗ d)ϕ(c) = c(1) ⊗ d(c(2)) ∀ c ∈ A.

Recíprocamente, si ΦΓ : Γ → A ⊗ Γ es un mapeo lineal que satisface las propiedades i), ii) y iii)
entonces estará dado por ΦΓ(w) =

∑K
k=1 ϕ(ak)(id ⊗ d)ϕ(bk) con w =

∑K
k=1 akd(bk) donde ak, bk ∈ A

y K > 0. Más aún, se tendrá que dado
∑K

k=1 akd(bk) = 0 con ak, bk ∈ A y K > 0 entonces
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗ d)ϕ(bk) = 0.

Demostración Primero, se verificará el recíproco.

Así, sea ΦΓ : Γ → A⊗ Γ un mapeo lineal que satisface las propiedades i), ii) y iii).

Ahora, sea w =
∑K

k=1 akd(bk) con ak, bk ∈ A y K > 0 se calcula ΦΓ(w) = ΦΓ(
∑K

k=1 akd(bk)) =
∑K

k=1 ΦΓ(akd(bk)) =
∑K

k=1 ϕ(ak)ΦΓ(d(bk)) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗ d)ϕ(bk).

Luego, sea w =
∑K

k=1 akd(bk) = 0 con ak, bk ∈ A y K > 0 se calcula ΦΓ(w) = ΦΓ(0) entonces
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗ d)ϕ(bk) = 0.

De esta manera, se ha demostrado el recíproco.

Luego, se verificará que si (Γ, d) un CDPO covariante izquierdo sobre A entonces existe un único
mapeo lineal ΦΓ : Γ → A⊗ Γ dado por ΦΓ(w) =

∑K
k=1 ϕ(ak)(id ⊗ d)ϕ(bk) con w =

∑K
k=1 akd(bk) donde

ak, bk ∈ A y K > 0 que satisface i), ii) y ii).

Primero, notemos que dados los mapeos lineales ϕ : A → A⊗A y d : A → Γ entonces ΦΓ : Γ → A⊗ Γ
existe, es único y lineal dado por ΦΓ(w) =

∑K
k=1 ϕ(ak)(id ⊗ d)ϕ(bk) con w =

∑K
k=1 akd(bk) donde

ak, bk ∈ A y K > 0.

i) Sea c ∈ A y w =
∑K

k=1 akd(bk) con ak, bk ∈ A y K > 0.
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Primero, se calcula ΦΓ(cw) = ΦΓ(c(
∑K

k=1 akd(bk))) = ΦΓ(
∑K

k=1 cakd(bk)) =
∑K

k=1 ϕ(cak)(id ⊗ d)ϕ(bk) =
∑K

k=1 ϕ(c)ϕ(ak)(id ⊗ d)ϕ(bk) = ϕ(c)(
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗ d)ϕ(bk)) =
ϕ(c)ΦΓ(w).

Esto demuestra que ΦΓ(cw) = ϕ(c)ΦΓ(w) ∀ c ∈ A y ∀ w ∈ Γ.

Ahora, notemos que ad(b) con a, b ∈ A generan a Γ y que d(bc) = d(b)c + bd(c) entonces
ad(bc) = ad(b)c+ abd(c) de donde ad(b)c = ad(bc) − abd(c).

Luego, se calcula ΦΓ(ad(b)c) = ΦΓ(ad(bc) − abd(c)) = ΦΓ(ad(bc)) − ΦΓ(abd(c)) =
ϕ(a)(id ⊗ d)ϕ(bc) − ϕ(ab)(id ⊗ d)ϕ(c) = ϕ(a)(id ⊗ d)(ϕ(b)ϕ(c)) − ϕ(a)ϕ(b)(id ⊗ d)ϕ(c) =
ϕ(a)((id ⊗ d)ϕ(b))ϕ(c) + ϕ(a)ϕ(b)(id ⊗ d)ϕ(c) − ϕ(a)ϕ(b)(id ⊗ d)ϕ(c) = ϕ(a)((id ⊗ d)ϕ(b))ϕ(c) =
(ϕ(a)(id ⊗ d)ϕ(b))ϕ(c) = ΦΓ(ad(b))ϕ(c).

Esto demuestra que ΦΓ(wc) = ΦΓ(w)ϕ(c) ∀ c ∈ A y ∀ w ∈ Γ.

ii) Sea w =
∑K

k=1 akd(bk) con ak, bk ∈ A y K > 0.

Ahora, notemos que ad(b) con a, b ∈ A generan a Γ.

Por un lado, se calcula ((ϕ⊗ id) ◦ ΦΓ)(ad(b)) = (ϕ⊗ id)(ϕ(a)(id ⊗ d)ϕ(b)) =
(ϕ⊗ id)((a(1) ⊗ a(2))(b(1) ⊗ d(b(2)))) = (ϕ⊗ id)(a(1)b(1) ⊗ a(2)d(b(2))) = ϕ(a(1)b(1)) ⊗ a(2)d(b(2)) =
ϕ(a(1))ϕ(b(1))⊗a(2)d(b(2)) = (a(1)⊗a(2))(b(1)⊗b(2))⊗a(3)d(b(3)) = (a(1)b(1)⊗a(2)b(2))⊗a(3)d(b(3)) =
(a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3))(b(1) ⊗ b(2) ⊗ d(b(3))) = (a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3))(id ⊗ id ⊗ d)(b(1) ⊗ b(2) ⊗ b(3)) =
(ϕ⊗ id)ϕ(a)(id ⊗ id ⊗ d)(ϕ⊗ id)ϕ(b).

Por otro lado, se calcula ((id ⊗ ΦΓ) ◦ ΦΓ)(ad(b)) = (id ⊗ ΦΓ)(ϕ(a)(id ⊗ d)ϕ(b)) =
(id⊗ΦΓ)((a(1) ⊗a(2))(b(1) ⊗d(b(2)))) = (id⊗ΦΓ)(a(1)b(1) ⊗a(2)d(b(2))) = a(1)b(1) ⊗ΦΓ(a(2)d(b(2))) =
a(1)b(1) ⊗ (ϕ(a(2))(id ⊗ d)ϕ(b(2))) = a(1)b(1) ⊗ ((a(2) ⊗ a(3))(id ⊗ d)(b(2) ⊗ b(3))) =
a(1)b(1) ⊗ ((a(2) ⊗ a(3))(b(2) ⊗ d(b(3)))) = a(1)b(1) ⊗ (a(2)b(2) ⊗ a(3)d(b(3))) =
(a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3))(b(1) ⊗ b(2) ⊗ d(b(3))) = (a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3))(id ⊗ id ⊗ d)(b(1) ⊗ b(2) ⊗ b(3)) =
(id ⊗ ϕ)ϕ(a)(id ⊗ id ⊗ d)(id ⊗ ϕ)ϕ(b).

Entonces ((ϕ⊗ id) ◦ ΦΓ)(ad(b)) = ((id ⊗ ΦΓ) ◦ ΦΓ)(ad(b)) ∀ a, b ∈ A.

Esto demuestra que ((id ⊗ ΦΓ) ◦ ΦΓ)(w) = ((ϕ⊗ id) ◦ ΦΓ)(w) ∀ w ∈ Γ.

Luego, se calcula ((ε⊗ id) ◦ ΦΓ)(ad(b)) = (ε⊗ id)(ϕ(a)(id ⊗ d)ϕ(b)) =
(ε⊗ id)((a(1) ⊗ a(2))(b(1) ⊗ d(b(2)))) = (ε⊗ id)(a(1)b(1) ⊗ a(2)d(b(2))) =
ε(a(1)b(1)) ⊗ a(2)d(b(2)) = ε(a(1))ε(b(1)) ⊗ a(2)d(b(2)) = ε(a(1))a(2)d(ε(b(1))b(2)) = ad(b).

Esto demuestra que ((ε⊗ id) ◦ ΦΓ)(w) ∼= id(w) ∀ w ∈ Γ.

iii) Sea c ∈ A.

Así, se calcula ΦΓ(d(c)) = ΦΓ(1Ad(c)) = ϕ(1A)(id ⊗ d)ϕ(c) = (1A ⊗ 1A)(id ⊗ d)ϕ(c) =
(id ⊗ d)ϕ(c) = (id ⊗ d)(c(1) ⊗ c(2)) = c(1) ⊗ d(c(2)).

Esto demuestra que ΦΓ(d(c)) = (id ⊗ d)ϕ(c) = c(1) ⊗ d(c(2)) ∀ c ∈ A.

Definición 17 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO sobre A. Llamamos a (Γ, d) un
CDPO covariante derecho sobre A si dado

∑K
k=1 akd(bk) = 0 con ak, bk ∈ A y K > 0 entonces

∑K
k=1 ϕ(ak)(d⊗ id)ϕ(bk) = 0.
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Proposición 8 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO covariante derecho sobre A.
Entonces existe un único mapeo lineal ΓΦ : Γ → Γ ⊗ A dado por ΓΦ(w) =

∑K
k=1 ϕ(ak)(d⊗ id)ϕ(bk)

con w =
∑K

k=1 akd(bk) donde ak, bk ∈ A y K > 0 que satisface las siguientes propiedades:

i) ΓΦ(cw) = ϕ(c)ΓΦ(w) y ΓΦ(wc) = ΓΦ(w)ϕ(c) ∀ c ∈ A y ∀ w ∈ Γ.

ii) (ΓΦ ⊗ id) ◦ ΓΦ = (id ⊗ ϕ) ◦ ΓΦ y (id ⊗ ε) ◦ ΓΦ ∼= id ∀ w ∈ Γ.

iii) ΓΦ(d(c)) = (d⊗ id)ϕ(c) = d(c(1)) ⊗ c(2) ∀ c ∈ A.

Recíprocamente, si ΓΦ : Γ → Γ ⊗ A es un mapeo lineal que satisface las propiedades i), ii) y iii)
entonces estará dado por ΓΦ(w) =

∑K
k=1 ϕ(ak)(d⊗ id)ϕ(bk) con w =

∑K
k=1 akd(bk) donde ak, bk ∈ A

y K > 0. Más aún, se tendrá que dado
∑K

k=1 akd(bk) = 0 con ak, bk ∈ A y K > 0 entonces
∑K

k=1 ϕ(ak)(d⊗ id)ϕ(bk) = 0.

Demostración Análoga a la demostración de la proposición anterior.

Definición 18 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO sobre A. Llamamos a (Γ, d) un
CDPO bicovariante sobre A si dado

∑K
k=1 akd(bk) = 0 con ak, bk ∈ A y K > 0 entonces

∑K
k=1 ϕ(ak)(id⊗d)ϕ(bk) = 0 y

∑K
k=1 ϕ(ak)(d⊗ id)ϕ(bk) = 0. Es decir, es covariante izquierdo y derecho

respectivamente.

Proposición 9 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sean
ΦΓ : Γ → A ⊗ Γ y ΓΦ : Γ → Γ ⊗ A las coacciones izquierda y derecha de las Proposiciones 7 y 8
respectivamente. Entonces ΓΦ y ΦΓ son compatibles. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

Γ A⊗ Γ

Γ ⊗ A A⊗ Γ ⊗ A

ΦΓ

ΓΦ id⊗ΓΦ

ΦΓ⊗id

((id ⊗ ΓΦ) ◦ ΦΓ)(w) = ((ΦΓ ⊗ id) ◦ ΓΦ)(w) ∀ w ∈ Γ.

Demostración Sea w =
∑K

k=1 akd(bk) con ak, bk ∈ A y K > 0.

Ahora, notemos que ad(b) con a, b ∈ A generan a Γ.

Por un lado, se calcula ((id ⊗ ΓΦ) ◦ ΦΓ)(ad(b)) = (id ⊗ ΓΦ)(ϕ(a)(id ⊗ d)ϕ(b)) =
(id ⊗ ΓΦ)((a(1) ⊗ a(2))(b(1) ⊗ d(b(2)))) = (id ⊗ ΓΦ)(a(1)b(1) ⊗ a(2)d(b(2))) = a(1)b(1) ⊗ ΓΦ(a(2)d(b(2))) =
a(1)b(1) ⊗ϕ(a(2))(ΓΦ(d(b(2)))) = a(1)b(1) ⊗ϕ(a(2))((d⊗ id)ϕ(b(2))) = a(1)b(1) ⊗(a(2) ⊗a(3))(d(b(2))⊗b(3)) =
a(1)b(1) ⊗ (a(2)d(b(2)) ⊗ a(3)b(3)) = (a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3))(b(1) ⊗ d(b(2)) ⊗ b(3)) =
(ϕ⊗ id)ϕ(a)(id ⊗ d⊗ id)(ϕ⊗ id)ϕ(b).
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Por otro lado, se calcula ((ΦΓ ⊗ id) ◦ ΓΦ)(ad(b)) = (ΦΓ ⊗ id)(ϕ(a)(d⊗ id)ϕ(b)) =
(ΦΓ ⊗ id)((a(1) ⊗ a(2))(d(b(1)) ⊗ b(2))) = (ΦΓ ⊗ id)(a(1)d(b(1)) ⊗ a(2)b(2)) =
ΦΓ(a(1)d(b(1))) ⊗ a(2)b(2) = (ϕ(a(1))ΦΓ(d(b(1)))) ⊗ a(2)b(2) = (ϕ(a(1))((id ⊗ d)ϕ(b(1)))) ⊗ a(2)b(2) =
((a(1) ⊗ a(2))(b(1) ⊗ d(b(2)))) ⊗ a(3)b(3) = (a(1)b(1) ⊗ a(2)d(b(2))) ⊗ a(3)b(3) =
(a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3))(b(1) ⊗ d(b(2)) ⊗ b(3)) = (id ⊗ ϕ)ϕ(a)(id ⊗ d⊗ id)(id ⊗ ϕ)ϕ(b).

Entonces ((id ⊗ ΓΦ) ◦ ΦΓ)(ad(b)) = ((ΦΓ ⊗ id) ◦ ΓΦ)(ad(b)) ∀ a, b ∈ A.

De esta manera, se ha demostrado que ((id ⊗ ΓΦ) ◦ ΦΓ)(w) = ((ΦΓ ⊗ id) ◦ ΓΦ)(w) ∀ w ∈ Γ.

3.2. Bimódulos Covariantes sobre una Álgebra de Hopf

Es importante mencionar que los A-bimódulos estudiados en esta sección no son los de un CDPO
sobre una C-álgebra de Hopf, (Γ, d), pero podrían serlo. De esta manera, todos los resultados de esta
sección se pueden aplicar a dichos A-bimódulos.

Definición 19 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sea Γ un A-bimódulo y ΦΓ : Γ → A⊗Γ un mapeo lineal.
Llamamos a (Γ,ΦΓ) un A-bimódulo covariante izquierdo si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) ΦΓ(aw) = ϕ(a)ΦΓ(w) y ΦΓ(wa) = ΦΓ(w)ϕ(a) ∀ a ∈ A y ∀ w ∈ Γ.

ii) ((id ⊗ ΦΓ) ◦ ΦΓ)(w) = ((ϕ⊗ id) ◦ ΦΓ)(w) y ((ε⊗ id) ◦ ΦΓ)(w) ∼= id(w) ∀ w ∈ Γ.

Definición 20 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sea Γ un A-bimódulo y ΓΦ : Γ → Γ⊗A un mapeo lineal.
Llamamos a (Γ, ΓΦ) un A-bimódulo covariante derecho si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) ΓΦ(wa) = ΓΦ(w)ϕ(a) y ΓΦ(aw) = ϕ(a)ΓΦ(w) ∀ a ∈ A y ∀ w ∈ Γ.

ii) ((ΓΦ ⊗ id) ◦ ΓΦ)(w) = ((id ⊗ ϕ) ◦ ΓΦ)(w) y ((id ⊗ ε) ◦ ΓΦ)(w) ∼= id(w) ∀ w ∈ Γ.

Definición 21 Sea A una C-álgebra de Hopf y Γ un A-bimódulo. Llamamos a (Γ,ΦΓ, ΓΦ) un
A-bimódulo bicovariante si ΦΓ y ΓΦ son compatibles. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

Γ A⊗ Γ

Γ ⊗ A A⊗ Γ ⊗ A

ΦΓ

ΓΦ id⊗ΓΦ

ΦΓ⊗id

((id ⊗ ΓΦ) ◦ ΦΓ)(w) = ((ΦΓ ⊗ id) ◦ ΓΦ)(w) ∀ w ∈ Γ.

Definición 22 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ,ΦΓ) un A-bimódulo covariante izquierdo.
Llamamos a w ∈ Γ un elemento invariante izquierdo bajo ΦΓ si ΦΓ(w) = 1A ⊗ w. Más aún,
invΓ = {w ∈ Γ | ΦΓ(w) = 1A ⊗ w} es un C-subespacio vectorial de Γ.

3.2 Bimódulos Covariantes sobre una Álgebra de Hopf
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Definición 23 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, ΓΦ) un A-bimódulo covariante derecho.
Llamamos a w ∈ Γ un elemento invariante derecho bajo ΓΦ si ΓΦ(w) = w ⊗ 1A. Más aún,
Γinv = {w ∈ Γ | ΓΦ(w) = w ⊗ 1A} es un C-subespacio vectorial de Γ.

Proposición 10 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ,ΦΓ) un A-bimódulo covariante izquierdo.
Entonces existe un único mapeo proyección izquierdo P : Γ → invΓ que satisface las siguientes
propiedades:

i) P (bw) = ε(b)P (w) ∀ b ∈ A y ∀ w ∈ Γ.

ii) w = w(−1)P (w(0)) ∀ w ∈ Γ.

Demostración Primero, se verificará que el mapeo proyección izquierdo P : Γ → invΓ existe.

Así, sea w ∈ Γ se define el mapeo lineal P (w) = κ(w(−1))w(0) con ΦΓ(w) = w(−1) ⊗ w(0) y
se calcula ΦΓ(P (w)) = ΦΓ(κ(w(−1))w(0)) = ϕ(κ(w(−1)))ΦΓ(w(0)) = ϕ(κ(w(−1)))(w(0−1) ⊗ w(00)) =
ϕ(κ(w(−11)))(w(−12) ⊗ w(0)) = ϕ(κ(w(−11)))(w(−12) ⊗ 1A)(1A ⊗ w(0)) = (1A ⊗ κ(w−1))(1A ⊗ w(0)) =
1A ⊗ κ(w(−1))w(0) = 1A ⊗ P (w).

De donde P (w) ∈ invΓ ∀ w ∈ Γ.

Ahora, sea w ∈ invΓ entonces ΦΓ(w) = 1A ⊗ w y se calcula P (w) = κ(1A)w = 1Aw = w.

Entonces P actúa como la identidad en invΓ.

Esto demuestra que el mapeo proyección izquierdo P : Γ → invΓ existe.

Ahora, se verificará que el mapeo proyección izquierdo P : Γ → invΓ dado por P (w) = κ(w(−1))w(0)

satisface i) y ii).

i) Sea b ∈ A y w ∈ Γ.

Primero, notemos que ΦΓ(bw) = ϕ(b)ΦΓ(w) = (b(1) ⊗ b(2))(w(−1) ⊗ w(0)) = b(1)w(−1) ⊗ b(2)w(0).

Así, se calcula P (bw) = κ(b(1)w(−1))b(2)w(0) = κ(w(−1))κ(b(1))b(2)w(0) = κ(w(−1))η(ε(b))w(0) =
κ(w(−1))ε(b)w(0) = ε(b)κ(w(−1))w(0) = ε(b)P (w).

De donde P (bw) = ε(b)P (w) ∀ b ∈ A y ∀ w ∈ Γ.

ii) Sea w ∈ Γ.

Así, se calcula w(−1)P (w(0)) = w(−1)κ(w(0−1))w(00) = w(−11)κ(w(−12))w(0) = η(ε(w(−1)))w(0) =
ε(w(−1))w(0) = w.

De donde w = w(−1)P (w(0)) ∀ w ∈ Γ.
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Finalmente, se verificará que el mapeo proyección izquierdo P : Γ → invΓ dado por P (w) = κ(w(−1))w(0)

es único.

Así, sea P ′ : Γ → invΓ otro mapeo proyección izquierdo suprayectivo que satisface i) y ii) se calcula
P ′(w) = P ′(w(−1)P (w(0))) = ε(w(−1))P ′(P (w(0))) = ε(w(−1))P (w(0)) = P (ε(w(−1))w(0)) = P (w).

Esto demuestra que el mapeo proyección izquierdo P : Γ → invΓ es único.

Proposición 11 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ,ΦΓ) un A-bimódulo covariante izquierdo. Sea
{wi}i∈I una base para el C-subespacio vectorial invΓ = {w ∈ Γ | ΦΓ(w) = 1A ⊗ w} ⊂ Γ. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

i) Γ es un A-módulo izquierdo libre con base {wi}i∈I .

ii) Γ es un A-módulo derecho libre con base {wi}i∈I .

iii) Existe mapeos lineales fij ∈ {f | f : A → C es lineal} determinados de manera única por las
siguientes ecuaciones:

1) wib =
∑

j∈I(fij ∗ b)wj ∀ i ∈ I y ∀ b ∈ A.

2) awi =
∑

j∈I wj((fij ◦ κ−1) ∗ a) ∀ i ∈ I y ∀ a ∈ A.

3) fij(ab) =
∑

k∈I fik(a)fkj(b) ∀ i, j ∈ I y ∀ a, b ∈ A.

4) fij(1A) = δij ∀ i, j ∈ I.

Notemos que 3) y 4) se pueden escribir matricialmente como f(ab) = f(a)f(b) y f(1A) = id. Es
decir, f es un homomorfismo de álgebras, el cual es llamado representación de estructura del
A-bimódulo covariante izquierdo, (Γ,ΦΓ), respecto a la base {wi}i∈I de invΓ.

Demostración

i) Sea w ∈ Γ.

Primero, se verificará que existe una expansión w =
∑

i∈I aiwi con ai ∈ A casi todos cero.

Así, notemos que por la Proposición 10 existe un único mapeo proyección izquierdo P : Γ → invΓ
tal que w = w(−1)P (w(0)) con w(−1) ∈ A y P (w(0)) ∈ invΓ.

Luego, notemos que como {wi}i∈I es una base para el C-subespacio vectorial invΓ entonces
w = w(−1) ∑

i∈I ciwi con ci ∈ C únicos y casi todos cero.

Ahora, se calcula w =
∑

i∈I ciw
(−1)wi =

∑

i∈I aiwi con ai ∈ A casi todos cero.

Esto demuestra que existe una expansión w =
∑

i∈I aiwi con ai ∈ A casi todos cero.

Luego, se verificará que la expansión w =
∑

i∈I aiwi con ai ∈ A casi todos cero es única.

Primero, definimos el mapeo lineal ((id ⊗P ) ◦ ΦΓ) : Γ → A⊗ invΓ y notemos que A⊗ invΓ es un
C-espacio vectorial.
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Luego, notemos que dados w1, w2 ∈ Γ tales que w1 =
∑

i∈I a1iwi y w2 =
∑

i∈I a2iwi con
a1i, a2i ∈ A casi todos cero entonces w1 − w2 =

∑

i∈I(a1i − a2i)wi = 0.

Así, se calcula ((id ⊗ P ) ◦ ΦΓ)(w1 − w2) = (id ⊗ P )(ΦΓ(
∑

i∈I(a1i − a2i)wi)) =
(id ⊗ P )(

∑

i∈I ϕ(a1i − a2i)ΦΓ(wi)) = (id ⊗ P )(
∑

i∈I(ϕ(a1i) − ϕ(a2i))(1A ⊗ wi)) =
∑

i∈I(id ⊗ P )((ϕ(a1i) − ϕ(a2i))(1A ⊗ wi)) =
∑

i∈I(id ⊗ P )((a
(1)
1i ⊗ a

(2)
1i wi) − (a

(1)
2i ⊗ a

(2)
2i wi)) =

∑

i∈I((a
(1)
1i ⊗P (a

(2)
1i wi))−(a

(1)
2i ⊗P (a

(2)
2i wi))) =

∑

i∈I((a
(1)
1i ⊗ε(a

(2)
1i )P (wi))−(a

(1)
2i ⊗ε(a

(2)
2i )P (wi))) =

∑

i∈I((a
(1)
1i ⊗ ε(a

(2)
1i )) − (a

(1)
2i ⊗ ε(a

(2)
2i )))P (wi) =

∑

i∈I(a1i − a2i) ⊗ wi = 0.

Entonces a1i − a2i = 0 de donde a1i = a2i.

Esto demuestra que la expansión w =
∑

i∈I aiwi con ai ∈ A casi todos cero es única.

De esta manera, se ha demostrado que Γ es un A-módulo izquierdo libre con base {wi}i∈I .

iii) 3) Sean i, j ∈ I y a, b ∈ A.
Primero, notemos que si wj ∈ {wi}i∈I entonces por el inciso i), wjb =

∑

i∈I Fji(b)wi con
Fji(b) ∈ A únicos y casi todos cero dados por el mapeo lineal Fji : A → A.
Por un lado, se calcula wjab =

∑

i∈I Fji(ab)wi.
Por otro lado, se calcula (wja)b = (

∑

k∈I Fjk(a)wk)b =
∑

k∈I Fjk(a)(wkb) =
∑

k∈I Fjk(a)(
∑

i∈I Fki(b)wi) =
∑

i∈I(
∑

k∈I Fjk(a)Fki(b))wi.
Entonces

∑

i∈I Fji(ab)wi =
∑

i∈I(
∑

k∈I Fjk(a)Fki(b))wi de donde Fji(ab) =
∑

k∈I Fjk(a)Fki(b).
Ahora, definimos el mapeo lineal fji : A → C dado por fji(a) = (ε ◦ Fji)(a) y se calcula
fji(ab) = (ε ◦ Fji)(ab) = ε(

∑

k∈I Fjk(a)Fki(b)) =
∑

k∈I ε(Fjk(a)Fki(b)) =
∑

k∈I ε(Fjk(a))ε(Fki(b)) =
∑

k∈I fjk(a)fki(b).
De esta manera, se ha demostrado que fij(ab) =

∑

k∈I fik(a)fkj(b) ∀ i, j ∈ I y ∀ a, b ∈ A.

4) Sean i, j ∈ I.
Primero, notemos que si wj ∈ {wi}i∈I entonces por el inciso i), wj = wj1A =

∑

i∈I Fji(1A)wi

con Fji(1A) ∈ A únicos y casi todos cero dados por el mapeo lineal Fji : A → A.
Entonces Fji(1A) = δji1A y se calcula fji(1A) = ε(Fji(1A)) = ε(δji1A) = δji1C = δji.
De esta manera, se ha demostrado que fij(1A) = δij ∀ i, j ∈ I.

1) Sean i ∈ I y b ∈ A.
Primero, notemos que si wj ∈ {wi}i∈I entonces por el inciso i), wjb =

∑

i∈I Fji(b)wi con
Fji(b) ∈ A únicos y casi todos cero dados por el mapeo lineal Fji : A → A.
Por un lado, se calcula ΦΓ(wjb) = ΦΓ(

∑

i∈I Fji(b)wi) =
∑

i∈I ϕ(Fji(b))ΦΓ(wi) =
∑

i∈I ϕ(Fji(b))(1A ⊗ wi).
Por otro lado, se calcula ΦΓ(wjb) = ΦΓ(wj)ϕ(b) = (1A ⊗wj)ϕ(b) = (1A ⊗wj)(b

(1) ⊗ b(2)) =
b(1) ⊗ wjb

(2) = b(1) ⊗
∑

i∈I Fji(b
(2))wi =

∑

i∈I b
(1) ⊗ Fji(b

(2))wi =
∑

i∈I(id ⊗ Fji)(b
(1) ⊗ b(2))(1A ⊗ wi) =

∑

i∈I(id ⊗ Fji)ϕ(b)(1A ⊗ wi).
De donde ϕ(Fji(b)) = (id ⊗ Fji)ϕ(b) y se calcula (id ⊗ ε)ϕ(Fji(b)) = (id ⊗ ε)(id ⊗ Fji)ϕ(b)
entonces Fji(b) = (id ⊗ fji)ϕ(b) por lo que Fji(b) = fji ∗ b.
Entonces wjb =

∑

i∈I(fji ∗ b)wi.
De esta manera se ha demostrado que wib =

∑

j∈I(fij ∗ b)wj ∀ i ∈ I y ∀ b ∈ A.
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2) Sean i ∈ I y a ∈ A.
Primero, se verificarán las condiciones bajo las cuales se satisface
awi =

∑

j∈I wj((fji ◦ κ−1) ∗ a).
Notemos que si wj ∈ {wi}i∈I entonces por el inciso 1), wj((fji ◦ κ−1) ∗ a) =
∑

k∈I(fjk ∗ ((fij ◦ κ−1) ∗ a))wk.
Así, se calcula awi =

∑

j∈I

∑

k∈I(fjk∗((fij ◦κ−1)∗a))wk =
∑

k∈I

∑

j∈I((fjk∗(fij ◦κ−1))∗a)wk.
Entonces

∑

j∈I(fjk∗(fij◦κ
−1))∗a = δkia = δki((id⊗ε)◦ϕ)(a) = ((id⊗δkiε)◦ϕ)(a) = (δkiε)∗a.

Luego, notemos que para que se satisfaga awi =
∑

j∈I wj((fji ◦ κ−1) ∗ a) basta demostrar
que

∑

j∈I(fjk ∗ (fij ◦ κ−1)) = δkiε.
Así, notemos que κ : A → A es suprayectiva y se calcula

∑

j∈I(fjk ∗ (fij ◦ κ−1))κ(a) =
∑

j∈I(fjk ⊗ (fij ◦ κ−1))ϕ(κ(a)) =
∑

j∈I(fjk ⊗ (fij ◦ κ−1))(σA ◦ (κ⊗ κ) ◦ ϕ)(a) =
∑

j∈I((fij ◦ κ−1) ⊗ fjk)(κ⊗ κ)ϕ(a) =
∑

j∈I(fij ⊗ fjk)(κ−1 ⊗ id)(κ⊗ κ)ϕ(a) =
∑

j∈I(fij ⊗ fjk)(id ⊗ κ)ϕ(a) = (fik ◦ µ)(id ⊗ κ)ϕ(a) = (fik ◦ η ◦ ε)(a) =
fik(ε(a)1A) = ε(a)fik(1A) = ε(a)δik = δkiε(κ(a)).
De esta manera, se ha demostrado que awi =

∑

j∈I wj((fij ◦ κ−1) ∗ a) ∀ i ∈ I y ∀ a ∈ A.

Hasta este punto solo se ha demostrado la existencia de mapeos lineales fij ∈ {f | f : A → C}
que satisfacen 1), 2), 3) y 4).

Ahora, se verificará que los mapeos lineales fij ∈ {f | f : A → C} que satisfacen 1), 2), 3) y 4)
son únicos.

Primero, notemos que si wj ∈ {wi}i∈I entonces por el inciso i), wjb =
∑

i∈I Fji(b)wi con
Fji(b) ∈ A únicos y casi todos cero dados por el mapeo lineal Fji : A → A.

Así, sea gij ∈ {f | f : A → C} otro mapeo lineal que satisface 1), 2), 3) y 4).

Por un lado, se calcula wjb =
∑

i∈I(gij ∗ b)wi con gij ∗ b ∈ A casi todos cero.

Por otro lado, se calcula wjb =
∑

i∈I(fij ∗ b)wi con fij ∗ b ∈ A casi todos cero.

Entonces gij ∗ b = fij ∗ b de donde ε(gij ∗ b) = ε(fij ∗ b) por lo que gij(b) = fij(b).

De esta manera se ha demostrado que los mapeos lineales fij ∈ {f | f : A → C} que satisfacen
1), 2), 3) y 4) son únicos.

ii) Sea w ∈ Γ.

Primero, se verificará que existe una expansión w =
∑

i∈I wiai con ai ∈ A casi todos cero.

Notemos que por el inciso 1) y ii), w =
∑

i∈I aiwi =
∑

i∈I

∑

j∈I wj((fij ◦ κ−1) ∗ ai) =
∑

j∈I wjaj

con aj ∈ A casi todos cero.

Esto demuestra que existe una expansión w =
∑

i∈I wiai con ai ∈ A casi todos cero.

Luego, se verificará que la expansión w =
∑

i∈I wiai con ai ∈ A casi todos cero es única.

Primero, notemos que dados w1, w2 ∈ Γ tales que w1 =
∑

i∈I wia1i y w2 =
∑

i∈I wia2i con
a1i, a2i ∈ A casi todos cero entonces w1 − w2 =

∑

i∈I wi(a1i − a2i) = 0.
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Así, sea 0 =
∑

k∈I wk(a1k − a2k) entonces por el inciso 1), 0 =
∑

k∈I(
∑

j∈I(fkj ∗ (a1k − a2k))wj) =
∑

j∈I(
∑

k∈I(fkj ∗ (a1k − a2k)))wj.

Notemos que por el inciso i),
∑

k∈I(fkj ∗ (a1k − a2k)) = 0.

Por un lado, se calcula
∑

j∈I(fji ◦ κ−1) ∗
∑

k∈I(fkj ∗ (a1k − a2k)) = 0.

Ahora, se verificará que
∑

j∈I((fij ◦ κ−1) ∗ fjk) = δkiε.

Así, notemos que κ : A → A es suprayectiva y se calcula
∑

j∈I((fij ◦ κ−1) ∗ fjk)κ(a) =
∑

j∈I((fij ◦ κ−1) ⊗ fjk)ϕ(κ(a)) =
∑

j∈I((fij ◦ κ−1) ⊗ fjk)(σA ◦ (κ⊗ κ) ◦ ϕ)(a) =
∑

j∈I(fjk ⊗ (fij ◦ κ−1))(κ⊗ κ)ϕ(a) =
∑

j∈I(fjk ⊗ fij)(id ⊗ κ−1)(κ⊗ κ)ϕ(a) =
∑

j∈I(fjk ⊗ fij)(κ⊗ id)ϕ(a) = (fki ◦ µ)(κ⊗ id)ϕ(a) = (fki ◦ η ◦ ε)(a) = fki(ε(a)1A) =
ε(a)fki(1A) = ε(a)δki = δkiε(κ(a)).

Por otro lado, se calcula
∑

j∈I(fji ◦ κ−1) ∗
∑

k∈I(fkj ∗ (a1k − a2k)) =
∑

k∈I

∑

j∈I(fji ◦ κ−1) ∗ (fkj ∗ (a1k − a2k)) =
∑

k∈I

∑

j∈I(fji ◦ κ−1) ∗ fkj) ∗ (a1k − a2k) =
∑

k∈I(δikε) ∗ (a1k − a2k) = ε ∗ (a1i − a2i) = ((id ⊗ ε) ◦ ϕ)(a1i − a2i) = a1i − a2i.

Entonces a1i − a2i = 0 de donde a1i = a2i.

Esto demuestra que la expansión w =
∑

i∈I wiai con ai ∈ A casi todos cero es única.

De esta manera, se ha demostrado que Γ es un A-módulo derecho libre con base {wi}i∈I .

Proposición 12 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, ΓΦ) un A-bimódulo covariante derecho. Entonces
existe un único mapeo proyección derecho P̃ : Γ → Γinv que satisface las siguientes propiedades:

i) P̃ (wb) = P̃ (w)ε(b) ∀ b ∈ A y ∀ w ∈ Γ.

ii) w = P̃ (w(0))w(1) ∀ w ∈ Γ.

Demostración Análoga a la demostración de la Proposición 10.

Proposición 13 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, ΓΦ) un A-bimódulo covariante derecho. Sea
{ηi}i∈J una base para el C-subespacio vectorial Γinv = {η ∈ Γ | ΓΦ(η) = η ⊗ 1A} ⊂ Γ. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

i) Γ es un A-módulo izquierdo libre con base {ηi}i∈J .

ii) Γ es un A-módulo derecho libre con base {ηi}i∈J .

iii) Existen mapeos lineales gij ∈ {g | g : A → C es lineal} determinados de manera única por las
siguientes ecuaciones:

1) ηib =
∑

j∈J(b ∗ gij)ηj ∀ i ∈ J y ∀ b ∈ A.

2) aηi =
∑

j∈J ηj(a ∗ (gij ◦ κ−1)) ∀ i ∈ J y ∀ a ∈ A.

3) gij(ab) =
∑

k∈J gik(a)gkj(b) ∀ i, j ∈ J y ∀ a, b ∈ A.
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4) gij(1A) = δij ∀ i, j ∈ J .

Notemos que 3) y 4) se pueden escribir matricialmente como g(ab) = g(a)g(b) y g(1A) = id. Es
decir, g es un homomorfismo de álgebras, el cual es llamado representación de estructura del
A-bimódulo covariante derecho, (Γ, ΓΦ), respecto a la base {ηi}i∈J de Γinv.

Demostración Análoga a la demostración de la Proposición 11.

Proposición 14 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ,ΦΓ, ΓΦ) un A-bimódulo bicovariante. Sea
{wi}i∈I una base para el C-subespacio vectorial invΓ = {w ∈ Γ | ΦΓ(w) = 1A ⊗ w} ⊂ Γ. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

i) ΓΦ(wi) =
∑

j∈I wj ⊗Rji ∀ i ∈ I donde Rji ∈ A satisface las siguientes propiedades:

1) ϕ(Rji) =
∑

k∈I Rjk ⊗Rki ∀ i, j ∈ I.

2) ε(Rji) = δji ∀ i, j ∈ I.

ii) Existe una base {ηi}i∈J con J = I para el C-subespacio vectorial
Γinv = {η ∈ Γ | ΓΦ(η) = η ⊗ 1A} ⊂ Γ que satisface las siguientes propiedades:

1) wi =
∑

j∈I ηjRji ∀ i ∈ I.

2) dim(Γinv) = dim(invΓ).

iii) Si {ηi}i∈I es la base del inciso ii). Entonces los mapeos lineales fij ∈ {f | f : A → C es lineal}
y gij ∈ {g | g : A → C es lineal} que están determinados de manera única por las siguientes
ecuaciones:

1) wib =
∑

j∈I(fij ∗ b)wj y ηib =
∑

j∈J(b ∗ gij)ηj ∀ i ∈ I, ∀ i ∈ J y ∀ b ∈ A.

2) awi =
∑

j∈I wj((fij ◦ κ−1) ∗ a) y aηi =
∑

j∈J ηj(a ∗ (gij ◦ κ−1)) ∀ i ∈ I, ∀ i ∈ J y ∀ a ∈ A.

3) fij(ab) =
∑

k∈I fik(a)fkj(b) y gij(ab) =
∑

k∈J gik(a)gkj(b) ∀ i, j ∈ I, ∀ i, j ∈ J y ∀ a, b ∈ A.

4) fij(1A) = δij y gij(1A) = δij ∀ i, j ∈ I y ∀ i, j ∈ J .

Son iguales. Es decir, fij(a) = gij(a) ∀ i, j ∈ I y ∀ a ∈ A.

iv)
∑

i∈I Rij(a ∗ fik) =
∑

i∈I(fji ∗ a)Rki ∀ j, k ∈ I y ∀ a ∈ A.

v) Si {ηi}i∈I es la base del inciso ii). Entonces ΦΓ(ηj) =
∑

i∈I κ(Rij) ⊗ ηi ∀ j ∈ I.
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Demostración

i) Sea wi ∈ {wj}j∈I .

Primero, se verificará que existe una expansión ΓΦ(wi) =
∑

j∈I wj ⊗Rji.

Ahora, sea w ∈ Γ notemos que Γ ⊗ A es un C-espacio vectorial y ΓΦ(w) ∈ Γ ⊗ A.

Así, sea {aj}j∈I′ una base de A se calcula ΓΦ(w) =
∑

i∈I

∑

j∈I′ cij(w)(wi ⊗ aj) =
∑

j∈I′(
∑

i∈I cij(w)wi) ⊗ aj =
∑

j∈I′ ηj ⊗ aj.

Por un lado, se calcula ((ΦΓ ⊗ id) ◦ ΓΦ)(w) = (ΦΓ ⊗ id)
∑

j∈I′(ηj ⊗ aj) =
∑

j∈I′ ΦΓ(ηj) ⊗ aj.

Por otro lado, se calcula ((ΦΓ ⊗ id) ◦ ΓΦ)(w) = ((id ⊗ ΓΦ) ◦ ΦΓ)(w) = (id ⊗ ΓΦ)(1A ⊗ w) =
1A ⊗ ΓΦ(w) = 1A ⊗

∑

j∈I′(ηj ⊗ aj) =
∑

j∈I′ 1A ⊗ ηj ⊗ aj.

Entonces ΦΓ(ηj) = 1A ⊗ ηj de donde ηj ∈ invΓ por lo que ΓΦ(w) ∈ invΓ ⊗ A.

Luego, notemos que invΓ ⊗ A es un C-espacio vectorial y ΓΦ(wi) ∈ invΓ ⊗ A.

Así, se calcula ΓΦ(wi) =
∑

j∈I

∑

k∈I′ cjk(wi)(wj ⊗ ak) entonces ΓΦ(wi) =
∑

j∈I wj ⊗ (
∑

k∈I′ cjk(wi)ak) =
∑

j∈I wj ⊗Rji.

Esto demuestra que existe una expansión ΓΦ(wi) =
∑

j∈I wj ⊗Rji.

1) Sea wi ∈ {wj}j∈I .
Por un lado, se calcula ((id⊗ϕ)◦ΓΦ)(wi) = ((ΓΦ⊗id)◦ΓΦ)(wi) =

∑

k∈I(ΓΦ⊗id)(wk⊗Rki) =
∑

k∈I ΓΦ(wk) ⊗Rki =
∑

k∈I

∑

j∈I wj ⊗Rjk ⊗Rki =
∑

j∈I wj ⊗ (
∑

k∈I Rjk ⊗Rki).
Por otro lado, se calcula ((id ⊗ ϕ) ◦ ΓΦ)(wi) =

∑

j∈I(id ⊗ ϕ)(wj ⊗Rji) =
∑

j∈I wj ⊗ ϕ(Rji).
Entonces ϕ(Rji) =

∑

k∈I Rjk ⊗Rki.
Esto demuestra que ϕ(Rji) =

∑

k∈I Rjk ⊗Rki ∀ i, j ∈ I.

2) Sea wi ∈ {wj}j∈I .
Por un lado, se calcula ((id ⊗ ε) ◦ ΓΦ)(wi) = wi.
Por otro lado, se calcula ((id ⊗ ε) ◦ ΓΦ)(wi) = (id ⊗ ε)

∑

j∈I(wj ⊗Rji) =
∑

j∈I wj ⊗ ε(Rji).
Entonces

∑

j∈I wjε(Rji) = wi de donde ε(Rji) = δji.
Esto demuestra que ε(Rji) = δji ∀ i, j ∈ I.

ii) Sean i, j ∈ I y Rji ∈ A los coeficientes del inciso i).

Primero, se verificará que
∑

k∈I κ(Rjk)Rki = δji1A ∀ i, j ∈ I.

Por un lado, se calcula (µ ◦ (κ⊗ id) ◦ ϕ)(Rji) = (η ◦ ε)(Rji) = ε(Rji)1A = δji1A.

Por otro lado, se calcula (µ◦ (κ⊗ id)◦ϕ)(Rji) =
∑

k∈I(µ◦ (κ⊗ id))(Rjk ⊗Rki) =
∑

k∈I κ(Rjk)Rki.

Entonces
∑

k∈I κ(Rjk)Rki = δji1A ∀ i, j ∈ I.

Luego, se verificará que
∑

k∈I Rjkκ(Rki) = δji1A ∀ i, j ∈ I.

Por un lado, se calcula (µ ◦ (id ⊗ κ) ◦ ϕ)(Rji) = (η ◦ ε)(Rji) = ε(Rji)1A = δji1A.

Por otro lado, se calcula (µ◦ (id⊗κ)◦ϕ)(Rji) =
∑

k∈I(µ◦ (id⊗κ))(Rjk ⊗Rki) =
∑

k∈I Rjkκ(Rki).

De donde
∑

k∈I Rjkκ(Rki) = δji1A ∀ i, j ∈ I.
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1) Sea i ∈ I.
Sea j ∈ I se define ηj =

∑

i∈I wiκ(Rij).
Ahora, se verificará que {ηj}j∈I es una base para el C-espacio vectorial Γinv.
Primero, se verificará que existe una expansión wi =

∑

j∈I ηjRji.
Así, se calcula

∑

j∈I ηjRji =
∑

j∈I

∑

k∈I wkκ(Rkj)Rji =
∑

k∈I wk

∑

j∈I κ(Rkj)Rji =
∑

k∈I wkδki = wi.
Esto demuestra que existe una expansión wi =

∑

j∈I ηjRji.
Luego, se verificará que ηj ∈ invΓ.
Así, se calcula ΓΦ(ηj) =

∑

i∈I ΓΦ(wiκ(Rij)) =
∑

i∈I ΓΦ(wi)ϕ(κ(Rij)) =
∑

i∈I(
∑

m∈I wm ⊗Rmi)(σA ◦ (κ⊗ κ) ◦ ϕ)(Rij) =
∑

i∈I

∑

m∈I(wm ⊗Rmi)(σA ◦ (κ⊗ κ))(
∑

l∈I Ril ⊗Rlj) =
∑

i∈I

∑

m∈I

∑

l∈I(wm ⊗Rmi)(κ(Rlj) ⊗ κ(Ril)) =
∑

i∈I

∑

m∈I

∑

l∈I(wmκ(Rlj) ⊗Rmiκ(Ril)) =
∑

l∈I

∑

m∈I wmκ(Rlj) ⊗ (
∑

i∈I Rmiκ(Ril)) =
∑

l∈I

∑

m∈I wmκ(Rlj) ⊗ δml =
∑

l∈I wlκ(Rlj) ⊗ 1A = ηj ⊗ 1A.
Esto demuestra que ηj ∈ Γinv.
Sea η ∈ Γinv.
Ahora, se verificará que la expansión η =

∑

k∈I ηkak con ak ∈ A es única.
Así, se calcula η =

∑

k∈I ηkak =
∑

k∈I

∑

l∈I wlκ(Rlk)ak =
∑

l∈I wl

∑

k∈I κ(Rlk)ak.
Ahora, notemos que si η = 0 entonces

∑

k∈I κ(Rlk)ak = 0 de donde
∑

k∈I

∑

l∈I Rjlκ(Rlk)ak =
∑

k∈I δjkak = aj = 0.
Esto demuestra que la expansión η =

∑

k∈I ηkak con ak ∈ A es única.
Ahora, se verificará que ak ∈ C1A en la expansión única η =

∑

k∈I ηkak.
Por un lado, se calcula η ⊗ 1A = ΓΦ(η) =

∑

k∈I ΓΦ(ηkak) =
∑

k∈I ΓΦ(ηk)ϕ(ak) =
∑

k∈I(ηk ⊗ 1A)ϕ(ak).
Por otro lado, se calcula η ⊗ 1A =

∑

k∈I ηkak ⊗ 1A =
∑

k∈I(ηk ⊗ 1A)(ak ⊗ 1A).
Entonces ϕ(ak) = ak ⊗ 1A.
Por un lado, se calcula ((ε⊗ id) ◦ ϕ)(ak) = ak.
Por otro lado, se calcula (ε⊗ id)(ak ⊗ 1A) = ε(ak) ⊗ 1A.
Entonces ak = ε(ak)1A de donde ak ∈ C1A.
Esto demuestra que ak ∈ C1A en la expansión única η =

∑

k∈I ηkak.
De esta manera, se ha demostrado que {ηj}j∈I es una base para el C-espacio vectorial Γinv.

2) Sea i, j ∈ I.
Primero, notemos que por el inciso 1) de ii), {ηj}j∈I es una base para el C-espacio vectorial
Γinv.
Luego, notemos que por hipótesis {wi}i∈I es una base para el C-espacio vectorial invΓ.
Así, notemos que ambas bases tienen la misma cardinalidad I.
Esto demuestra que dim(Γinv) = dim(invΓ).
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iii) Sean i, j ∈ I y a ∈ A.

Primero, notemos que por el inciso 1) de ii), ηj =
∑

i∈I wiκ(Rij) y por el inciso 2) del inciso iii),
awi =

∑

j∈I wj((fij ◦ κ−1) ∗ a) y aηi =
∑

j∈J ηj(a ∗ (gij ◦ κ−1)).

Por un lado, se calcula aηi = a
∑

j∈I wjκ(Rji) =
∑

j∈I awjκ(Rji) =
∑

j∈I

∑

k∈I wk((fjk ◦ κ−1) ∗ a)κ(Rji).

Por otro lado, se calcula aηi =
∑

j∈I ηj(a ∗ (gij ◦ κ−1)) =
∑

j∈I

∑

k∈I wkκ(Rkj)(a ∗ (gij ◦ κ−1)).

Entonces
∑

j∈I

∑

k∈I wk((fjk ◦ κ−1) ∗ a)κ(Rji) =
∑

j∈I

∑

k∈I wkκ(Rkj)(a ∗ (gij ◦ κ−1)) de donde
∑

k∈I wk(
∑

j∈I((fjk ◦ κ−1) ∗ a)κ(Rji)) =
∑

k∈I wk(
∑

j∈I κ(Rkj)(a ∗ (gij ◦ κ−1))) por lo que
∑

j∈I((fjk ◦ κ−1) ∗ a)κ(Rji) =
∑

j∈I κ(Rkj)(a ∗ (gij ◦ κ−1)).

Por un lado, se calcula ε(
∑

j∈I((fjk ◦ κ−1) ∗ a)κ(Rji)) =
∑

j∈I ε(((fjk ◦ κ−1) ∗ a))ε(κ(Rji)) =
∑

j∈I(fjk ◦ κ−1)(a)ε(Rji) =
∑

j∈I(fjk ◦ κ−1)(a)δji = (fik ◦ κ−1)(a).

Por otro lado, se calcula ε(
∑

j∈I κ(Rkj)(a ∗ (gij ◦ κ−1))) =
∑

j∈I ε(κ(Rkj))ε((a ∗ (gij ◦ κ−1))) =
∑

j∈I ε(Rkj)(gij ◦ κ−1)(a) =
∑

j∈I δkj(gij ◦ κ−1)(a) = (gik ◦ κ−1)(a).

Entonces fik(κ−1(a)) = gik(κ−1(a)).

Ahora, notemos que κ : A → A es suprayectiva entonces fik(a) = gik(a).

De esta manera, se ha demostrado que los mapeos lineales fij ∈ {f | f : A → C es lineal} y
gij ∈ {g | g : A → C es lineal} que están determinados de manera única por las ecuaciones 1),
2), 3) y 4) del inciso iii), son iguales.

iv) Sean j, k ∈ I y a ∈ A.

Primero, notemos que por el inciso iii),
∑

j∈I((fjk ◦κ−1) ∗a)κ(Rji) =
∑

j∈I κ(Rkj)(a∗ (fij ◦κ−1)).

Así, se calcula κ−1(
∑

j∈I((fjk ◦ κ−1) ∗ a)κ(Rji)) = κ−1(
∑

j∈I κ(Rkj)(a ∗ (fij ◦ κ−1)))
entonces

∑

j∈I κ
−1(κ(Rji))κ

−1(((fjk ◦κ−1)∗a)) =
∑

j∈I κ
−1((a∗(fij ◦κ−1)))κ−1(κ(Rkj)) de donde

∑

j∈I Rjiκ
−1(((fjk ◦ κ−1) ∗ a)) =

∑

j∈I κ
−1((a ∗ (fij ◦ κ−1)))Rkj.

Por un lado, se calcula κ−1((fjk ◦ κ−1) ∗ a) = κ−1((id ⊗ (fjk ◦ κ−1))ϕ(a)) =
κ−1((id ⊗ fjk)(id ⊗ κ−1)ϕ(a)) = (id ⊗ fjk)(κ−1 ⊗ κ−1)ϕ(a) = (id ⊗ fjk)σAσA(κ−1 ⊗ κ−1)ϕ(a) =
(id ⊗ fjk)σAϕ(κ−1(a)) = (fjk ⊗ id)ϕ(κ−1(a)) = κ−1(a) ∗ fjk.

Por otro lado, se calcula κ−1(a ∗ (fij ◦ κ−1)) = κ−1(((fij ◦ κ−1) ⊗ id)ϕ(a)) =
κ−1((fij ⊗ id)(κ−1 ⊗ id)ϕ(a)) = (fij ⊗ id)(κ−1 ⊗ κ−1)ϕ(a) = (fij ⊗ id)σAσA(κ−1 ⊗ κ−1)ϕ(a) =
(fij ⊗ id)σAϕ(κ−1(a)) = (id ⊗ fij)ϕ(κ−1(a)) = fij ∗ κ−1(a).

De donde
∑

j∈I Rji(κ
−1(a) ∗ fjk) =

∑

j∈I(fij ∗ κ−1(a))Rkj.

Ahora, notemos que como κ : A → A es suprayectiva entonces ∀ a ∈ A existe b ∈ A tal que
a = κ(b) y se calcula

∑

j∈I Rji(κ
−1(κ(b)) ∗ fjk) =

∑

j∈I(fij ∗ κ−1(κ(b)))Rkj.

Por lo que
∑

j∈I Rji(b ∗ fjk) =
∑

j∈I(fij ∗ b)Rkj.

De esta manera, se ha demostrado que
∑

i∈I Rij(a ∗ fik) =
∑

i∈I(fji ∗ a)Rki ∀ j, k ∈ I y ∀ a ∈ A.
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v) Sea {ηi}i∈I la base del inciso ii).

Primero, notemos que por el inciso 1) de ii), ηj =
∑

i∈I wiκ(Rij).

Así, se calcula ΦΓ(ηj) =
∑

i∈I ΦΓ(wiκ(Rij)) =
∑

i∈I ΦΓ(wi)ϕ(κ(Rij)) =
∑

i∈I(1A ⊗ wi)(σA ◦ (κ ⊗ κ) ◦ ϕ)(Rij) =
∑

i∈I(1A ⊗ wi)((σA ◦ (κ ⊗ κ))
∑

l∈I(Ril ⊗ Rlj)) =
∑

i∈I

∑

l∈I(1A ⊗ wi)(κ(Rlj) ⊗ κ(Ril)) =
∑

i∈I

∑

l∈I κ(Rlj) ⊗ wiκ(Ril) =
∑

l∈I κ(Rlj) ⊗ (
∑

i∈I wiκ(Ril)) =
∑

l∈I κ(Rlj) ⊗ ηl.

De esta manera, se ha demostrado que ΦΓ(ηj) =
∑

i∈I κ(Rij) ⊗ ηi ∀ j ∈ I.

Demostraciones alternativas de las Proposiciones 11, 13 y 14 se pueden encontrar en [Klimyk y
Schmüdgen, 1997].

3.3. Cálculos Diferenciales de Primer Orden Covariantes sobre una Ál-
gebra de Hopf

Proposición 15 Sea A una C-álgebra de Hopf y (U,D) el CDPO universal sobre A. Sean
ΦL : (A⊗ A) → A⊗ (A⊗ A) y RΦ : (A⊗ A) → (A⊗ A) ⊗ A mapeos lineales dados por
ΦL(a⊗ b) = (µ⊗ id ⊗ id)(id ⊗ σA ⊗ id)(ϕ⊗ ϕ)(a⊗ b) = a(1)b(1) ⊗ a(2) ⊗ b(2) y
RΦ(a⊗ b) = (id ⊗ id ⊗ µ)(id ⊗ σA ⊗ id)(ϕ⊗ ϕ)(a⊗ b) = a(1) ⊗ b(1) ⊗ a(2)b(2) respectivamente.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) ((A⊗A),ΦL, RΦ) es un A-bimódulo bicovariante donde la estructura de A-bimódulo en (A⊗A)
está dada por c(a⊗ b) = (ca⊗ b) y (a⊗ b)c = (a⊗ bc) ∀ a, b, c ∈ A.

ii) U ⊂ (A⊗ A) es un A-subbimódulo invariante bajo ΦL y RΦ.

iii) (U,ΦU , UΦ) es un A-bimódulo bicovariante donde ΦU = ΦL|U y UΦ = RΦ|U .

iv) (U,D) es un CDPO bicovariante sobre A con respecto a ΦU y UΦ.

Demostración

i) Primero, se verificará que ((A⊗ A),ΦL) satisface i) y ii) de la Definición 19 excepto el axioma
de la counidad.

Por un lado, se calcula ΦL(c(a⊗ b)) = ΦL(ca⊗ b) = (ca)(1)b(1) ⊗ (ca)(2) ⊗ b(2) =
c(1)a(1)b(1) ⊗ c(2)a(2) ⊗ b(2).

Por otro lado, se calcula ϕ(c)ΦL(a⊗ b) = (c(1) ⊗ c(2))(a(1)b(1) ⊗ a(2) ⊗ b(2)) =
c(1)a(1)b(1) ⊗ c(2)a(2) ⊗ b(2).

Entonces ΦL(c(a⊗ b)) = ϕ(c)ΦL(a⊗ b).

Por un lado, se calcula ΦL((a⊗ b)c) = ΦL(a⊗ bc) = a(1)(bc)(1) ⊗ a(2) ⊗ (bc)(2) =
a(1)b(1)c(1) ⊗ a(2) ⊗ b(2)c(2).
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Por otro lado, se calcula ΦL(a⊗ b)ϕ(c) = (a(1)b(1) ⊗ a(2) ⊗ b(2))(c(1) ⊗ c(2)) =
a(1)b(1)c(1) ⊗ a(2) ⊗ b(2)c(2).

Entonces ΦL((a⊗ b)c) = ΦL(a⊗ b)ϕ(c).

Por un lado, se calcula (ϕ⊗id)◦ΦL(a⊗b) = (ϕ⊗id)(a(1)b(1)⊗a(2)⊗b(2)) = ϕ(a(1)b(1))⊗a(2)⊗b(2) =
ϕ(a(1))ϕ(b(1))⊗a(2) ⊗b(2) = (a(1) ⊗a(2))(b(1) ⊗b(2))⊗a(3) ⊗b(3) = (a(1)b(1) ⊗a(2)b(2))⊗a(3) ⊗b(3) =
(a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3) ⊗ 1A)(b(1) ⊗ b(2) ⊗ 1A ⊗ b(3)).

Por otro lado, se calcula (id ⊗ ΦL) ◦ ΦL(a⊗ b) = (id ⊗ ΦL)(a(1)b(1) ⊗ a(2) ⊗ b(2)) =
a(1)b(1)⊗ΦL(a(2)⊗b(2)) = a(1)b(1)⊗a(2)b(2)⊗a(3)⊗b(3) = (a(1)⊗a(2)⊗a(3)⊗1A)(b(1)⊗b(2)⊗1A⊗b(3)).

Entonces (ϕ⊗ id) ◦ ΦL(a⊗ b) = (id ⊗ ΦL) ◦ ΦL(a⊗ b).

Esto demuestra que ((A⊗ A),ΦL) es un A-bimódulo covariante izquierdo.

Luego, se verificará que ((A⊗A), RΦ) satisface i) y ii) de la Definición 20 excepto el axioma de
la counidad.

Por un lado, se calcula RΦ((a⊗ b)c) = RΦ(a⊗ bc) = a(1) ⊗ (bc)(1) ⊗ a(2)(bc)(2) =
a(1) ⊗ b(1)c(1) ⊗ a(2)b(2)c(2).

Por otro lado, se calcula RΦ(a⊗ b)ϕ(c) = (a(1) ⊗ b(1) ⊗ a(2)b(2))(c(1) ⊗ c(2)) =
a(1) ⊗ b(1)c(1) ⊗ a(2)b(2)c(2).

Entonces RΦ((a⊗ b)c) = RΦ(a⊗ b)ϕ(c).

Por un lado, se calcula RΦ(c(a⊗ b)) = RΦ(ca⊗ b) = (ca)(1) ⊗ b(1) ⊗ (ca)(2)b(2) =
c(1)a(1) ⊗ b(1) ⊗ c(2)a(2)b(2).

Por otro lado, se calcula ϕ(c)RΦ(a⊗ b) = (c(1) ⊗ c(2))(a(1) ⊗ b(1) ⊗ a(2)b(2)) =
c(1)a(1) ⊗ b(1) ⊗ c(2)a(2)b(2).

Entonces RΦ(c(a⊗ b)) = ϕ(c)RΦ(a⊗ b).

Por un lado, se calcula (id ⊗ ϕ)R ◦ Φ(a⊗ b) = (id ⊗ ϕ)(a(1) ⊗ b(1) ⊗ a(2)b(2)) =
a(1) ⊗b(1) ⊗ϕ(a(2))ϕ(b(2)) = a(1) ⊗b(1) ⊗ (a(2) ⊗a(3))(b(2) ⊗b(3)) = a(1) ⊗b(1) ⊗ (a(2)b(2) ⊗a(3)b(3)) =
(a(1) ⊗ 1A ⊗ a(2) ⊗ a(3))(1A ⊗ b(1) ⊗ b(2) ⊗ b(3)).

Por otro lado, se calcula (RΦ ⊗ id) ◦ RΦ(a⊗ b) = (RΦ ⊗ id)(a(1) ⊗ b(1) ⊗ a(2)b(2)) =

RΦ(a(1) ⊗ b(1)) ⊗ a(2)b(2) = a(1) ⊗ b(1) ⊗ (a(2)b(2) ⊗ a(3)b(3)) =
(a(1) ⊗ 1A ⊗ a(2) ⊗ a(3))(1A ⊗ b(1) ⊗ b(2) ⊗ b(3)).

Entonces (id ⊗ ϕ) ◦ RΦ(a⊗ b) = (RΦ ⊗ id) ◦ RΦ(a⊗ b).

Esto demuestra que ((A⊗ A), RΦ) es un A-bimódulo covariante derecho.

Ahora, se verificará que ((A⊗ A),ΦL, RΦ) satisface la Definición 21.

Por un lado, se calcula (id ⊗ RΦ) ◦ ΦL(a⊗ b) = (id ⊗ RΦ)(a(1)b(1) ⊗ a(2) ⊗ b(2)) =
a(1)b(1)⊗RΦ(a(2)⊗b(2)) = a(1)b(1)⊗a(2)⊗b(2)⊗a(3)b(3) = (a(1)⊗a(2)⊗1A⊗a(3))(b(1)⊗1A⊗b(2)⊗b(3)).

Por otro lado, se calcula (ΦL ⊗ id) ◦ RΦ(a⊗ b) = (ΦL ⊗ id)(a(1) ⊗ b(1) ⊗ a(2)b(2)) =
ΦL(a(1)⊗b(1))⊗a(2)b(2) = a(1)b(1)⊗a(2)⊗b(2)⊗a(3)b(3) = (a(1)⊗a(2)⊗1A⊗a(3))(b(1)⊗1A⊗b(2)⊗b(3)).

Entonces (id ⊗ RΦ) ◦ ΦL(a⊗ b) = (ΦL ⊗ id) ◦ RΦ(a⊗ b).
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De esta manera, se ha demostrado que ((A⊗ A),ΦL, RΦ) es un A-bimódulo bicovariante.

ii) Sea U ⊂ (A⊗ A).

Primero, se verificará que U es un A-subbimodulo de (A⊗ A).

Notemos que por definición, U ̸= ∅.

Así, sea u, v ∈ U entonces µ(u+ v) = µ(u) + µ(v) = 0.

Ahora, sea u ∈ U entonces u =
∑

k∈I ak ⊗bk con ak, bk ∈ A y se calcula µ(u) =
∑

k∈I µ(ak ⊗bk) =
∑

k∈I akbk = 0.

Sea c ∈ A.

Por un lado, se calcula µ(cu) = c
∑

k∈I µ(ak ⊗ bk) = c
∑

k∈I akbk = 0.

Por otro lado, se calcula µ(uc) = (
∑

k∈I µ(ak ⊗ bk))c = (
∑

k∈I akbk)c = 0.

Esto demuestra que U es un A-subbimódulo de (A⊗ A).

Luego, se verificará que U es invariante bajo bajo ΦL y RΦ.

Primero, notemos que (id⊗µ)◦ΦL = (id⊗µ)(µ⊗id⊗id)(id⊗σA⊗id)(ϕ⊗ϕ) = µA⊗A(ϕ⊗ϕ) = ϕ◦µ.

Así, se calcula (id ⊗ µ)ΦL(u) = ϕ(µ(u)) = 0.

De donde ΦL(u) ∈ A⊗ U .

Después, notemos que (µ⊗id)◦RΦ = (µ⊗id)(id⊗id⊗µ)(id⊗σA⊗id)(ϕ⊗ϕ) = µA⊗A(ϕ⊗ϕ) = ϕ◦µ.

Ahora, se calcula (µ⊗ id)RΦ(u) = ϕ(µ(u)) = 0.

De donde RΦ(u) ∈ U ⊗ A.

Esto demuestra que U es invariante bajo ΦL y RΦ.

iii) Primero, notemos que por el inciso i), ((A⊗ A),ΦL, RΦ) es un A-bimódulo bicovariante.

Luego, notemos que U es un A-subbimódulo de (A⊗ A) invariante bajo ΦL y RΦ.

Entonces ΦU = ΦL|U : U → A⊗ U y UΦ = RΦ|U : U → U ⊗ A.

Esto demuestra que (U,ΦU , UΦ) es un A-bimódulo bicovariante.

iv) Primero, se verificará que (U,D) satisface la Definición 16.

Notemos que dado u ∈ U entonces D satisface u =
∑K

k=1 akD(bk) con ak, bk ∈ A y K > 0 y se
calcula ΦU(u) =

∑K
k=1 ϕ(ak)ΦU(D(bk)).

Por un lado, se calcula ΦU (D(bk)) = ΦU ((1A ⊗ bk) − (bk ⊗ 1A)) = ΦU (1A ⊗ bk) − ΦU (bk ⊗ 1A) =

b
(1)
k ⊗ 1A ⊗ b

(2)
k − b

(1)
k ⊗ b

(2)
k ⊗ 1A.

Por otro lado, se calcula (id ⊗ D)ϕ(bk) = b
(1)
k ⊗ D(b

(2)
k ) = b

(1)
k ⊗ ((1A ⊗ b

(2)
k ) − (b

(2)
k ⊗ 1A)) =

b
(1)
k ⊗ 1A ⊗ b

(2)
k − b

(1)
k ⊗ b

(2)
k ⊗ 1A.

Entonces ΦU(D(bk)) = (id ⊗D)ϕ(bk) de donde ΦU(u) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗D)ϕ(bk).

Ahora, si 0 =
∑K

k=1 akD(bk) entonces ΦU(0) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗D)ϕ(bk) = 0.
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Esto demuestra que (U,D) es un CDPO covariante izquierdo sobre A.

Luego, se verificará que (U,D) satisface la Definición 17.

Notemos que dado u ∈ U entonces D satisface u =
∑K

k=1 akD(bk) con ak, bk ∈ A y K > 0 y se
calcula UΦ(u) =

∑K
k=1 ϕ(ak)UΦ(D(bk)).

Por un lado, se calcula UΦ(D(bk)) = UΦ((1A ⊗ bk) − (bk ⊗ 1A)) = UΦ(1A ⊗ bk) − UΦ(bk ⊗ 1A) =

1A ⊗ b
(1)
k ⊗ b

(2)
k − b

(1)
k ⊗ 1A ⊗ b

(2)
k .

Por otro lado, se calcula (D ⊗ id)ϕ(bk) = D(b
(1)
k ) ⊗ b

(2)
k = ((1A ⊗ b

(1)
k ) − (b

(1)
k ⊗ 1A)) ⊗ b

(2)
k =

1A ⊗ b
(1)
k ⊗ b

(2)
k − b

(1)
k ⊗ 1A ⊗ b

(2)
k .

Entonces UΦ(D(bk)) = (D ⊗ id)ϕ(bk) de donde UΦ(u) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(D ⊗ id)ϕ(bk).

Ahora, si 0 =
∑K

k=1 akD(bk) entonces UΦ(0) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(D ⊗ id)ϕ(bk) = 0.

Esto demuestra que (U,D) es un CDPO covariante derecho sobre A.

De esta manera, se ha demostrado que (U,D) es un CDPO bicovariante sobre A.

La demostración de la siguiente proposición se puede encontrar en [Sontz, 2015] [Woronowicz, 1989].

Proposición 16 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sean (Γ, d) y (Γ′, d′) CDPO sobre A isomorfos.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades equivalentes:

i) (Γ, d) es covariante izquierdo si y solo si (Γ′, d′) es covariante izquierdo.

ii) (Γ, d) es covariante derecho si y solo si (Γ′, d′) es covariante derecho.

iii) (Γ, d) es bicovariante si y solo si (Γ′, d′) es bicovariante.

Proposición 17 Sea A una C-álgebra de Hopf y (U,D) el CDPO universal sobre A. Sea N un
A-subbimódulo de U definimos ΓN = U

N
. Sea πN : U → ΓN el epimorfismo canónico de A-bimódulos

definimos dN = πN ◦ D : A → ΓN . Sea (ΓN , dN) el CDPO sobre A de la Proposición 6. Sean
ΦU : U → A⊗ U y UΦ : U → U ⊗ A los mapeos lineales de la Proposición 15. Entonces se satisfacen
las siguientes propiedades equivalentes:

i) (ΓN , dN) es covariante izquierdo si y solo si N es invariante bajo ΦU .

ii) (ΓN , dN) es covariante derecho si y solo si N es invariante bajo UΦ.

iii) (ΓN , dN) es bicovariante si y solo si N es invariante bajo ΦU y UΦ.
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Demostración

i) Primero, se verificará la implicación directa.

Sea (ΓN , dN) un CDPO covariante izquierdo.

Primero, notemos que por la Proposición 7 existe un único mapeo lineal ΦΓN
: ΓN → A⊗ ΓN

dado por ΦΓN
([u]N) =

∑K
k=1 ϕ(ak)(id ⊗ dN)ϕ(bk) con [u]N =

∑K
k=1 akdN(bk) donde ak, bk ∈ A y

K > 0.

Ahora, definimos el mapeo lineal (id ⊗ πN) ◦ ΦU : U → A ⊗ ΓN y notemos que por la
propiedad universal del cociente existe un único mapeo lineal Φ̃ΓN

: ΓN → A ⊗ ΓN tal que
Φ̃ΓN

◦ πN = (id ⊗ πN) ◦ ΦU .

Así, se verificará que Φ̃ΓN
= ΦΓN

.

Sea u ∈ U .

Notemos que como (U,D) es un CDPO sobre A entonces u =
∑K

k=1 akD(bk).

Por un lado, se calcula (ΦΓN
◦πN )(u) = (ΦΓN

◦πN )(
∑K

k=1 akD(bk)) = ΦΓN
(
∑K

k=1 ak(πN ◦D)(bk)) =
ΦΓN

(
∑K

k=1 akdN(bk)) = ΦΓN
([u]N) =

∑K
k=1 ϕ(ak)(id ⊗ dN)ϕ(bk).

Notemos que por el inciso iv) de la Proposición 15, ΦU(u) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗D)ϕ(bk).

Por otro lado, se calcula ((id ⊗ πN) ◦ ΦU)(u) = (id ⊗ πN)(
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗D)ϕ(bk)) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗ (πN ◦D))ϕ(bk) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗ dN)ϕ(bk).

Entonces (ΦΓN
◦ πN)(u) = ((id ⊗ πN) ◦ ΦU)(u).

Esto demuestra que Φ̃ΓN
(u) = ΦΓN

(u) ∀ u ∈ U .

Sea α ∈ N .

Por un lado, se calcula (ΦΓN
◦ πN)(α) = ΦΓN

(0) = 0.

Por otro lado, se calcula ((id ⊗ πN) ◦ ΦU)(α) = (id ⊗ πN)ΦU(α).

Entonces (id ⊗ πN)ΦU(α) = 0 de donde ΦU(α) ∈ ker(id ⊗ πN).

Ahora, notemos que ker(id ⊗ πN) = A⊗N por lo que ΦU(α) ∈ A⊗N .

Esto demuestra que N es invariante bajo ΦU .

Después, se verificará la implicación inversa.

Sea ΦU(N) ⊂ A⊗N .

Ahora, sea 0 =
∑K

k=1 akdN(bk) donde ak, bk ∈ A y K > 0 se calcula πN(
∑K

k=1 akD(bk)) =
∑K

k=1 akπN(D(bk)) =
∑K

k=1 akdN(bk) = 0.

Entonces
∑K

k=1 akD(bk) ∈ N de donde ΦU(
∑K

k=1 akD(bk)) ∈ A⊗N .

Así, se calcula (id ⊗ πN)ΦU(
∑K

k=1 akD(bk)) = (id ⊗ πN)
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗D)ϕ(bk) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗ (πN ◦D))ϕ(bk) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(id ⊗ dN)ϕ(bk) = 0.

Esto demuestra que (ΓN , dN) es un CDPO covariante izquierdo.
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ii) Primero, se verificará la implicación directa.

Sea (ΓN , dN) un CDPO covariante derecho.

Primero, notemos que por la Proposición 7 existe un único mapeo lineal ΓN
Φ : ΓN → ΓN ⊗ A

dado por ΓN
Φ([u]N) =

∑K
k=1 ϕ(ak)(dN ⊗ id)ϕ(bk) con [u]N =

∑K
k=1 akdN(bk) donde ak, bk ∈ A y

K > 0.

Ahora, definimos el mapeo lineal (πN ⊗ id) ◦ UΦ : U → ΓN ⊗ A y notemos que por la
propiedad universal del cociente existe un único mapeo lineal ΓN

Φ̃ : ΓN → ΓN ⊗ A tal que
ΓN

Φ̃ ◦ πN = (πN ⊗ id) ◦ UΦ.

Así, se verificará que ΓN
Φ̃ = ΓN

Φ.

Sea u ∈ U .

Notemos que como (U,D) es un CDPO sobre A entonces u =
∑K

k=1 akD(bk).

Por un lado, se calcula (ΓN
Φ◦πN )(u) = (ΓN

Φ◦πN )(
∑K

k=1 akD(bk)) = ΓN
Φ(

∑K
k=1 ak(πN ◦D)(bk)) =

ΓN
Φ(

∑K
k=1 akdN(bk)) = ΓN

Φ([u]N) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(dN ⊗ id)ϕ(bk).

Notemos que por el inciso iv) de la Proposición 15, UΦ(u) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(D ⊗ id)ϕ(bk).

Por otro lado, se calcula ((πN ⊗ id) ◦ UΦ)(u) = (πN ⊗ id)(
∑K

k=1 ϕ(ak)(D ⊗ id)ϕ(bk)) =
∑K

k=1 ϕ(ak)((πN ◦D) ⊗ id)ϕ(bk) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(dN ⊗ id)ϕ(bk).

Entonces (ΓN
Φ ◦ πN)(u) = ((πN ⊗ id) ◦ UΦ)(u).

Esto demuestra que ΓN
Φ̃(u) = ΓN

Φ(u) ∀ u ∈ U .

Sea α ∈ N .

Por un lado, se calcula (ΓN
Φ ◦ πN)(α) = ΓN

Φ(0) = 0.

Por otro lado, se calcula ((πN ⊗ id) ◦ UΦ)(α) = (πN ⊗ id)UΦ(α).

Entonces (πN ⊗ id)UΦ(α) = 0 de donde UΦ(α) ∈ ker(πN ⊗ id).

Ahora, notemos que ker(πN ⊗ id) = N ⊗ A por lo que UΦ(α) ∈ N ⊗ A.

Esto demuestra que N es invariante bajo UΦ.

Después, se verificará la implicación inversa.

Sea UΦ(N) ⊂ N ⊗ A.

Ahora, sea 0 =
∑K

k=1 akdN(bk) donde ak, bk ∈ A y K > 0 se calcula πN(
∑K

k=1 akD(bk)) =
∑K

k=1 akπN(D(bk)) =
∑K

k=1 akdN(bk) = 0.

Entonces
∑K

k=1 akD(bk) ∈ N de donde UΦ(
∑K

k=1 akD(bk)) ∈ N ⊗ A.

Así, se calcula (πN ⊗ id)UΦ(
∑K

k=1 akD(bk)) = (πN ⊗ id)
∑K

k=1 ϕ(ak)(D ⊗ id)ϕ(bk) =
∑K

k=1 ϕ(ak)((πN ◦D) ⊗ id)ϕ(bk) =
∑K

k=1 ϕ(ak)(dN ⊗ id)ϕ(bk) = 0.

Esto demuestra que (ΓN , dN) es un CDPO covariante derecho.
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iii) Primero, se verificará la implicación directa.

Sea (ΓN , dN) un CDPO bicovariante.

Entonces (ΓN , dN) es un CDPO covariante izquierdo y derecho.

Notemos que por el inciso i) y ii), N es invariante bajo ΦU y UΦ.

Después, se verificará la implicación inversa.

Sea ΦU(N) ⊂ A⊗N y UΦ(N) ⊂ N ⊗ A.

Notemos que por el inciso i) y ii), (ΓN , dN) es un CDPO covariante izquierdo y derecho.

De donde (ΓN , dN) es un CDPO bicovariante.

Proposición 18 Sea A una C-álgebra de Hopf y V un C-espacio vectorial. Definimos Γ = A⊗ V .
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) El mapeo lineal ΦΓ : Γ → A⊗ Γ dado por ΦΓ = (ϕ⊗ id) es una coacción izquierda de A sobre Γ.

ii) invΓ = {α ∈ A⊗ V | ΦΓ(α) = 1A ⊗ α} = 1A ⊗ V .

Demostración

i) Primero, se verificará la Definición 8.

Sea a⊗ v ∈ Γ.

Por un lado, se calcula ((ϕ⊗id)◦ΦΓ)(a⊗v) = (ϕ⊗id)(ϕ⊗id)(a⊗v) = (ϕ⊗id⊗id)(a(1)⊗a(2)⊗v) =
a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3) ⊗ v.

Por otro lado, se calcula ((id ⊗ ΦΓ) ◦ ΦΓ)(a⊗ v) = (id ⊗ (ϕ⊗ id))(ϕ⊗ id)(a⊗ v) =
(id ⊗ ϕ⊗ id)(a(1) ⊗ a(2) ⊗ v) = a(1) ⊗ a(2) ⊗ a(3) ⊗ v.

Entonces ((ϕ⊗ id) ◦ ΦΓ)(a⊗ v) = ((id ⊗ ΦΓ) ◦ ΦΓ)(a⊗ v).

Por un lado, se calcula ((ε⊗id)◦ΦΓ)(a⊗v) = (ε⊗id)(ϕ⊗id)(a⊗v) = (ε⊗id⊗id)(a(1)⊗a(2)⊗v) =
ε(a(1)) ⊗ a(2) ⊗ v.

Por otro lado, se calcula id(a⊗ v) = a⊗ v = ε(a(1)) ⊗ a(2) ⊗ v.

De donde ((ε⊗ id) ◦ ΦΓ)(a⊗ v) = id(a⊗ v).

Esto demuestra que ΦΓ es una coacción izquierda de A sobre Γ.

ii) Primero, se verificará que 1A ⊗ V ⊂ invΓ.

Así, sea 1A ⊗ v ∈ 1A ⊗ V se calcula ΦΓ(1A ⊗ v) = (ϕ⊗ id)(1A ⊗ v) = 1A ⊗ v.

Entonces 1A ⊗ v ∈ invΓ.

Esto demuestra que 1A ⊗ V ⊂ invΓ.

Luego, se verificará que invΓ ⊂ 1A ⊗ V .

Ahora, sea α ∈ invΓ entonces α =
∑

k∈I ak ⊗ vk con ak ∈ A, vk ∈ V y k > 0.
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Por un lado, se calcula ΦΓ(α) = ΦΓ(
∑

k∈I ak ⊗ vk) = 1A ⊗ (
∑

k∈I ak ⊗ vk) =
∑

k∈I 1A ⊗ ak ⊗ vk.

Por otro lado, se calcula ΦΓ(α) = (ϕ⊗ id)(
∑

k∈I ak ⊗ vk) =
∑

k∈I ϕ(ak) ⊗ vk.

Entonces
∑

k∈I 1A ⊗ ak ⊗ vk =
∑

k∈I ϕ(ak) ⊗ vk.

Por un lado, se calcula (id⊗ε⊗id)
∑

k∈I(1A⊗ak⊗vk) =
∑

k∈I(1A⊗ε(ak)⊗vk) =
∑

k∈I ε(ak)1A⊗vk.

Por otro lado, se calcula (id⊗ε⊗id)
∑

k∈I(ϕ(ak)⊗vk) =
∑

k∈I(((id⊗ε)ϕ(ak))⊗vk) =
∑

k∈I ak ⊗vk.

De donde ε(ak)1A = ak por lo que α =
∑

k∈I ε(ak)1A ⊗vk =
∑

k∈I 1A ⊗ε(ak)vk = 1A ⊗
∑

k∈I ε(ak).

Entonces α ∈ 1A ⊗ V .

Esto demuestra que invΓ ⊂ 1A ⊗ V .

De esta manera, se ha demostrado que invΓ = 1A ⊗ V .

Proposición 19 Sea A una C-álgebra de Hopf y V un C-espacio vectorial. Definimos Γ = V ⊗ A.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) El mapeo lineal ΓΦ : Γ → Γ ⊗ A dado por ΓΦ = (id ⊗ ϕ) es una coacción derecha de A sobre Γ.

ii) Γinv = {α ∈ V ⊗ A | ΓΦ(α) = α⊗ 1A} = V ⊗ 1A.

Demostración Análoga a la demostración de la Proposición 18.

Proposición 20 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sean A⊗ ker(ε) ⊂ A⊗ A y ker(ε) ⊗ A ⊂ A⊗ A.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) A⊗ ker(ε) es un A-bimódulo con las operaciones c(a⊗ b) = ca⊗ b y (a⊗ b)c = (a⊗ b)ϕ(c)
∀ a, c ∈ A y ∀ b ∈ ker(ε).

ii) ker(ε) ⊗ A es un A-bimódulo con las operaciones c(a⊗ b) = a⊗ cb y (a⊗ b)c = (a⊗ b)ϕ(c)
∀ a, c ∈ A y ∀ b ∈ ker(ε).

Demostración

i) Sean a, c ∈ A y b ∈ ker(ε).

Primero, notemos que por definición, A⊗ ker(ε) ̸= ∅.

Ahora, sea u, v ∈ A⊗ ker(ε) entonces u =
∑

k∈I a1k ⊗ b1k y v =
∑

k∈I a2k ⊗ b2k con a1k, a2k ∈ A
y b1k, b2k ∈ ker(ε).

Así, se calcula (id ⊗ ε)(u+ v) = (id ⊗ ε)(
∑

k∈I a1k ⊗ b1k) + (id ⊗ ε)(
∑

k∈I a2k ⊗ b2k) =
∑

k∈I a1k ⊗ ε(b1k) +
∑

k∈I a2k ⊗ ε(b2k) = 0.

Luego, se verificará que A⊗ ker(ε) es cerrado bajo la acción izquierda.

Así, se calcula (id ⊗ ε)(c(a⊗ b)) = (id ⊗ ε)(ca⊗ b) = ca⊗ ε(b) = 0.

Después, se verificará que A⊗ ker(ε) es cerrado bajo la acción derecha.
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Ahora, se calcula (id⊗ε)((a⊗b)c) = (id⊗ε)((a⊗b)ϕ(c)) = (id⊗ε)(ac(1)⊗bc(2)) = ac(1)⊗ε(bc(2)) =
ac(1) ⊗ ε(b)ε(c(2)) = 0.

Finalmente, se verificará que las acciones izquierda y derecha son compatibles.

Sea d ∈ A.

Por un lado, se calcula (c(a⊗ b))d = (ca⊗ b)d = (ca⊗ b)ϕ(d) = cad(1) ⊗ bd(2).

Por otro lado, se calcula c((a⊗ b)d) = c((a⊗ b)ϕ(d)) = c(ad(1) ⊗ bd(2)) = cad(1) ⊗ bd(2).

Entonces (c(a⊗ b))d = c((a⊗ b)d).

ii) Análoga a la demostración del inciso i).

Proposición 21 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sean r : A ⊗ A → A ⊗ A, r−1 : A ⊗ A → A ⊗ A,
s : A⊗ A → A⊗ A y s−1 : A⊗ A → A⊗ A las biyecciones de la Proposición 3. Sean
ΦL : (A⊗A) → A⊗ (A⊗A) y RΦ : (A⊗A) → (A⊗A) ⊗A los mapeos lineales de la Proposición 15.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) r|U está dado por r|U : U → A⊗ ker(ε) y es un isomorfismo de C-espacios vectoriales.

ii) r|U es un isomorfismo de A-bimódulos.

iii) r|U : U → A⊗ ker(ε) hace que el siguiente diagrama conmute:

U A⊗ ker(ε)

A⊗ U A⊗ A⊗ ker(ε)

r|U

ΦU ϕ⊗id

id⊗r|U

((id ⊗ r|U) ◦ ΦU)(u) = ((ϕ⊗ id) ◦ r|U)(u) ∀ u ∈ U .

iv) s|U está dado por s|U : U → ker(ε) ⊗ A y es un isomorfismo de C-espacios vectoriales.

v) s|U es un isomorfismo de A-bimódulos.

vi) s|U hace que el siguiente diagrama conmute:

U ker(ε) ⊗ A

U ⊗ A ker(ε) ⊗ A⊗ A

s|U

U Φ id⊗ϕ

s|U ⊗id

((s|U ⊗ id) ◦ UΦ)(u) = ((id ⊗ ϕ) ◦ s|U)(u) ∀ u ∈ U .
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Demostración

i) Primero, notemos que como ε : A → C es un mapeo lineal entonces ker(ε) es un C-subespacio
vectorial de A.

Luego, notemos que como A es un C-espacio vectorial entonces A ⊗ ker(ε) es un C-espacio
vectorial.

Ahora, se verificará que r|U está dado por r|U : U → A⊗ ker(ε).

Notemos que por el inciso v) de la Proposición 3, µ ◦ r−1 = id ⊗ ε.

Así, sea u ∈ U se calcula (id ⊗ ε)(r(u)) = µ(r−1(r(u))) = µ(u) = 0 entonces r(u) ∈ A⊗ ker(ε).

Esto demuestra que r|U está dado por r|U : U → A⊗ ker(ε).

Después, se verificará que r|U es inyectiva y suprayectiva.

Notemos que r|U es inyectiva ya que es la restricción de una biyección.

Ahora, sea a ∈ A y b ∈ ker(ε) se calcula µ(r−1(a⊗ b)) = (id ⊗ ε)(a⊗ b) = a⊗ ε(b) = 0 de donde
r−1(a⊗ b) ∈ U .

Esto demuestra que r|U es inyectiva y suprayectiva.

De esta manera, se ha demostrado que r|U está dado por r|U : U → A ⊗ ker(ε) y es un
isomorfismo de C-espacios vectoriales.

ii) Primero, notemos que por el inciso i) de la Proposición 15, U es un A-subbimódulo de (A⊗A).

Luego, notemos que por el inciso i) de la Proposición 20, A⊗ ker(ε) es un A-bimódulo.

Ahora, se verificará que r|U es un isomorfismo de A-bimódulos.

Notemos que basta con demostrar que r|U preserva las estructuras de A-bimódulos.

Sea a ∈ A y q ∈ A⊗ ker(ε).

Notemos que por el inciso i) y ii) de la Proposición 3, r|U((a ⊗ 1A)q) = (a ⊗ 1A)r|U(q) y
r|U(q(1A ⊗ a)) = r|U(q)ϕ(a).

Esto demuestra que r|U es un isomorfismo de A-bimódulos.

iii) Primero, notemos que al restringir el siguiente diagrama a U se obtiene el diagrama original:

A⊗ A A⊗ A

A⊗ A⊗ A A⊗ A⊗ A

r

ΦR ϕ⊗id

id⊗r

((id ⊗ r) ◦ ΦR)(a⊗ b) = ((ϕ⊗ id) ◦ r)(a⊗ b) ∀ a, b ∈ A.

Así, basta demostrar que dicho diagrama conmuta.

3.3 Cálculos Diferenciales de Primer Orden Covariantes sobre una Álgebra de Hopf
41



3 CÁLCULO DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN

Por un lado, se calcula (id⊗r)ΦR(a⊗b) = (id⊗r)(a(1)b(1) ⊗a(2) ⊗b(2)) = a(1)b(1) ⊗r(a(2) ⊗b(2)) =
a(1)b(1) ⊗ (a(2) ⊗ 1A)ϕ(b(2)) = (a(1) ⊗ a(2) ⊗ 1A)(b(1) ⊗ ϕ(b(2))) = (ϕ(a) ⊗ 1A)(b(1) ⊗ ϕ(b(2))).

Por otro lado, se calcula (ϕ⊗ id)r(a⊗ b) = (ϕ⊗ id)(ab(1) ⊗ b(2)) = ϕ(a)ϕ(b(1)) ⊗ b(2) =
(ϕ(a) ⊗ 1A)(ϕ(b(1)) ⊗ b(2)).

Entonces (id ⊗ r)ΦR(a⊗ b) = (ϕ⊗ id)r(a⊗ b).

De donde (id ⊗ r|U)ΦU(a⊗ b) = (ϕ⊗ id)r|U(a⊗ b).

iv) Análoga a la demostración del inciso i).

v) Análoga a la demostración del inciso ii).

vi) Análoga a la demostración del inciso iii).

Corolario 1 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sean r|U : U → A ⊗ ker(ε), r|−1
U : A ⊗ ker(ε) → U ,

s|U : U → ker(ε) ⊗ A y s|−1
U : ker(ε) ⊗ A → U los isomorfismos de A-bimódulos de la Proposición

21. Sean ΦU : U → A⊗ U y UΦ : U → U ⊗ A los mapeos lineales de la Proposición 15. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

i) u ∈ U es izquierdo invariante bajo ΦU si y solo si u = r|−1
U (1A ⊗ a) para algún a ∈ ker(ε).

ii) u ∈ U es derecho invariante bajo UΦ si y solo si u = s|−1
U (a⊗ 1A) para algún a ∈ ker(ε).

Demostración

i) Primero, se verificará la implicación directa.

Así, sea u ∈ U derecho invariante bajo ΦU se calcula ΦU(u) = 1A ⊗ u.

Ahora, notemos que por el inciso iii) de la Proposición 21, (id ⊗ r|U)ΦU(u) = (ϕ⊗ id)r|U(u).

Por un lado, se calcula (id ⊗ r|U)ΦU(u) = (id ⊗ r|U)(1A ⊗ u) = 1A ⊗ r|U(u).

Por otro lado, se calcula (ϕ⊗ id)r|U(u).

Entonces (ϕ⊗ id)r|U(u) = 1A ⊗ r|U(u).

Ahora, si Γ = A⊗ ker(ε) notemos que por la Proposición 18,
invΓ = {α ∈ A⊗ ker(ε) | ΦΓ(α) = 1A ⊗ α} = 1A ⊗ ker(ε) con ΦΓ = (ϕ⊗ id).

De donde r|U(u) ∈ 1A ⊗ ker(ε) por lo que r|U(u) = 1A ⊗ a para algún a ∈ ker(ε).

Así, se calcula r|−1
U (r|U(u)) = r|−1

U (1A ⊗ a).

Por lo que u = r|−1
U (1A ⊗ a) para algún a ∈ ker(ε).

Luego, se verificará la implicación inversa.

Sea u = r|−1
U (1A ⊗ a) para algún a ∈ ker(ε).

Ahora, notemos que por el inciso iii) de la Proposición 21, ΦU (r|−1
U (u)) = (id ⊗ r|−1

U )(ϕ⊗ id)(u).

Por un lado, se calcula ΦU(u) = ΦU(r|−1
U (1A ⊗ a)).
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Por otro lado, se calcula (id ⊗ r|−1
U )(ϕ⊗ id)(1A ⊗ a).

Entonces ΦU (u) = (id ⊗ r|−1
U )(ϕ⊗ id)(1A ⊗ a) de donde ΦU (u) = (id ⊗ r|−1

U )(1A ⊗ (1A ⊗ a)) por
lo que ΦU(u) = 1A ⊗ r|−1

U (1A ⊗ a).

De donde ΦU(u) = 1A ⊗ u.

ii) Análoga a la demostración del inciso i).

Proposición 22 Sea A una C-álgebra de Hopf y (U,D) el CDPO universal sobre A. Sea
r|U : U → A⊗ ker(ε) el isomorfismo de A-bimódulos de la Proposición 21. Definimos UL = A⊗ ker(ε)
y DL = r|U ◦D : A → UL dado por DL(a) = ϕ(a) − (a⊗ 1A). Entonces (UL, DL) es un CDPO sobre
A llamado CDPO universal izquierdo.

Demostración Primero, se verificará que DL : A → UL ∀ a ∈ A.

Sea a ∈ A se calcula (id⊗ε)(DL(a)) = (id⊗ε)(ϕ(a)−(a⊗1A)) = (id⊗ε)(a(1)⊗a(2))−(id⊗ε)(a⊗1A) =
a(1) ⊗ ε(a(2)) − a⊗ 1A = a(1)ε(a(2)) ⊗ 1A − a⊗ 1A = a⊗ 1A − a⊗ 1A = 0.

Entonces DL(a) ∈ A⊗ ker(µ) ∀ a ∈ A.

De donde DL : A → UL ∀ a ∈ A.

Luego, se verificará que (UL, DL) satisface i) y ii) de la Definición 14.

Notemos que por el inciso i) de la Proposición 20, A⊗ ker(ε) es un A-bimódulo con las operaciones
c(a⊗ b) = ca⊗ b y (a⊗ b)c = (a⊗ b)ϕ(c) ∀ a, c ∈ A y ∀ b ∈ ker(ε).

i) Sean a, b ∈ A se calcula DL(a)b+ aDL(b) = (ϕ(a) − (a⊗ 1A))b+ a(ϕ(b) − (b⊗ 1A)) =
ϕ(a)ϕ(b)−(a⊗1A)ϕ(b)+aϕ(b)−(ab⊗1A) = ϕ(ab)−aϕ(b)+aϕ(b)−(ab⊗1A) = ϕ(ab)−(ab⊗1A) =
DL(ab).

De donde DL(a)b+ aDL(b) = DL(ab) ∀ a, b ∈ A.

ii) Sea w ∈ UL.

Primero, notemos que como (U,D) es un CDPO sobre A entonces u =
∑K

k=1 akD(bk) ∀ u ∈ U
con ak, bk ∈ A y K > 0.

Luego, notemos que r|U : U → A⊗ ker(ε) es un isomorfismo de A-bimódulos.

Así, definimos w = r|U(u) y se calcula r|U(u) = r|U(
∑K

k=1 akD(bk)) entonces
r|U(u) =

∑K
k=1 akr|U(D(bk)) de donde r|U(u) =

∑K
k=1 akDL(bk).

Por lo que w =
∑K

k=1 akDL(bk) ∀ w ∈ UL con ak, bk ∈ A y K > 0.
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Proposición 23 Sea A una C-álgebra de Hopf y (UL, DL) el CDPO universal izquierdo sobre A.
Sea N un A-subbimódulo de UL definimos ΓL,N = UL

N
. Sea πL,N : UL → ΓL,N el epimorfismo canónico

de A-bimódulos definimos dL,N = πL,N ◦DL : A → ΓL,N . Entonces (ΓL,N , dL,N ) es un CDPO sobre A.
Más aún, cualquier CDPO sobre A, (Γ, d), es isomorfo a (ΓL,N , dL,N ) para algún A-subbimódulo N de
UL.

Demostración Se sigue de aplicar adecuadamente el isomorfismo de A-bimódulos r|U : U → UL a
la Proposición 6.

Proposición 24 Sea A una C-álgebra de Hopf y (U,D) el CDPO universal sobre A. Sea
s|U : U → ker(ε) ⊗A el isomorfismo de A-bimódulos de la Proposición 21. Definimos UR = ker(ε) ⊗A
y DR = s|U ◦D : A → UR dado por DR(a) = ϕ(a) − (1A ⊗ a). Entonces (UR, DR) es un CDPO sobre
A llamado CDPO universal derecho.

Demostración Análoga a la demostración de la Proposición 22.

Proposición 25 Sea A una C-álgebra de Hopf y (UR, DR) el CDPO universal derecho sobre A. Sea
N un A-subbimódulo de UR definimos ΓR,N = UR

N
. Sea πR,N : UR → ΓR,N el epimorfismo canónico de

A-bimódulos definimos dR,N = πR,N ◦DR : A → ΓR,N . Entonces (ΓR,N , dR,N) es un CDPO sobre A.
Más aún, cualquier CDPO sobre A, (Γ, d), es isomorfo a (ΓR,N , dR,N) para algún A-subbimódulo N
de UR.

Demostración Se sigue de aplicar adecuadamente el isomorfismo de A-bimódulos s|U : U → UR a
la Proposición 6.

De esta manera, se tienen tres modelos de CDPO universales. Esto permite utilizar el más conveniente
según el contexto en el que se trabaje.

Proposición 26 Sea A una C-álgebra de Hopf y (UL, DL) el CDPO universal izquierdo sobre A.
Sea R ⊂ ker(ε) un ideal derecho en A. Definimos NR = A⊗R y ΓL,NR

= UL

NR
. Sea πL,NR

: UL → ΓL,NR

el epimorfismo canónico de A-bimódulos definimos dL,NR
= πL,NR

◦ DL : A → ΓL,NR
. Entonces se

satisfacen las siguientes propiedades:

i) NR es un A-subbimódulo de UL.

ii) (ΓL,NR
, dL,NR

) es un CDPO covariante izquierdo sobre A.

iii) Cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A, (Γ, d), es isomorfo a (ΓL,NR
, dL,NR

) para algún
A-subbimódulo NR de UL.
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Demostración

i) Sea a, c ∈ A y b ∈ R.

Primero, notemos que por definición, A⊗R ̸= ∅.

Ahora, sea u, v ∈ A entonces u =
∑

k∈I a1k ⊗ b1k y v =
∑

k∈I a2k ⊗ b2k con a1k, a2k ∈ A y
b1k, b2k ∈ R.

Así, se calcula (u+ v)c = (
∑

k∈I a1k ⊗ b1k)c+ (
∑

k∈I a2k ⊗ b2k)c =
∑

k∈I(a1k ⊗ b1k)ϕ(c) +
∑

k∈I(a2k ⊗ b2k)ϕ(c) =
∑

k∈I(a1kc
(1) ⊗ b1kc

(2)) +
∑

k∈I(a2kc
(1) ⊗ b2kc

(2)).

Notemos que como R es un ideal derecho en A entonces b1kc
(2) ∈ R y b2kc

(2) ∈ R.

De donde (u+ v)c ∈ A⊗R.

Luego, se verificará que A⊗R es cerrado bajo la acción izquierda.

Así, se calcula c(a⊗ b) = ca⊗ b.

De donde c(a⊗ b) ∈ A⊗R.

Después, se verificará que A⊗R es cerrado bajo la acción derecha.

Así, se calcula (a⊗ b)c = (a⊗ b)ϕ(c) = ac(1) ⊗ bc(2).

Notemos que como R es un ideal derecho en A entonces bc(2) ∈ R.

De donde (a⊗ b)c ∈ A⊗R.

Notemos que por el inciso i) de la Proposición 20, las acciones izquierda y derecha son compatibles.

ii) Primero, notemos que si Γ = A ⊗ R entonces por el inciso i) de la Proposición 18, el mapeo
lineal ΦΓ : Γ → A⊗ Γ dado por ΦΓ = (ϕ⊗ id) es una coacción izquierda de A sobre Γ.

Así, sea u =
∑

k∈I ak ⊗ bk con ak ∈ A y bk ∈ R se calcula ΦΓ(u) =
∑

k∈I(ϕ ⊗ id)(ak ⊗ bk) =
∑

k∈I(ϕ(ak) ⊗ bk) =
∑

k∈I(a(1) ⊗ a(2) ⊗ bk) de donde ΦΓ(u) ∈ A⊗ A⊗R.

Por lo que NR es invariante bajo ΦΓ.

Notemos que por el inciso i) de la Proposición 17, (ΓL,NR
, dL,NR

) es un CDPO covariante
izquierdo sobre A.

iii) Sea (Γ, d) un CDPO covariante izquierdo sobre A.

Primero, notemos que por la Proposición 23, (Γ, d) es isomorfo a (ΓL,N , dL,N) para algún
A-subbimódulo N de UL.

Ahora, como N ⊂ UL entonces N = A⊗ V para algún V ⊂ ker(ε).

Así, notemos que por el inciso i) de la Proposición 18, el mapeo lineal ΦN : N → A⊗N dado
por ΦN = (ϕ⊗ id) es una coacción izquierda de A sobre N .

Luego, notemos que por el inciso i) de la Proposición 16, (ΓL,N , dL,N) es un CDPO covariante
izquierdo sobre A.

Después, notemos que por el inciso i) de la Proposición 17, N = A ⊗ V es invariante bajo
ΦN = (ϕ⊗ id).
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Ahora, sea w ∈ N notemos que por el inciso i) de la Proposición 11, w =
∑

k∈I akbk con ak ∈ A
y bk ∈ invN .

Así, notemos que por el inciso ii) de la Proposición 18, invN = {α ∈ A⊗V | ΦN (α) = 1A ⊗α} =
1A ⊗ V .

Entonces w =
∑

k∈I ak(1 ⊗ ck) con ak ∈ A y ck ∈ V .

Así, definimos R = generado(ck) entonces N = A⊗R.

Ahora, notemos que como ε(ck) = 0 entonces R ⊂ ker(ε).

Ahora, si a ∈ A y b ∈ R entonces (1A⊗b) ∈ A⊗R y se calcula (1A⊗b)a = (1A⊗b)ϕ(a) = a(1)⊗ba(2)

de donde (1A ⊗ b)a ∈ A⊗R.

Así, se calcula (ε ⊗ id)((1A ⊗ b)a) = ε(a(1)) ⊗ ba(2) = 1A ⊗ bε(a(1))a(2) = 1A ⊗ ba de donde
1A ⊗ ba ∈ C ⊗R.

Por lo que ba ∈ R.

Notemos que ΓL,NR
= A⊗ker(ε)

A⊗R
= A⊗ (ker(ε)

R
) e invΓL,NR

= 1A ⊗ (ker(ε)
R

) = ker(ε)
R

.

Proposición 27 Sea A una C-álgebra de Hopf y (UR, DR) el CDPO universal derecho sobre A. Sea
R ⊂ ker(ε) un ideal derecho en A. Definimos MR = R ⊗ A y ΓR,MR

= UR

MR
. Sea πR,MR

: UR → ΓR,MR

el epimorfismo canónico de A-bimódulos definimos dR,MR
= πR,MR

◦ DR : A → ΓR,MR
. Entonces se

satisfacen las siguientes propiedades:

i) MR es un A-subbimódulo de UR.

ii) (ΓR,MR
, dR,MR

) es un CDPO covariante derecho sobre A.

iii) Cualquier CDPO covariante derecho sobre A, (Γ, d), es isomorfo a (ΓR,MR
, dR,MR

) para algún
A-subbimódulo M de UR.

Demostración Análoga a la demostración de la Proposición 26.

Notemos que ΓR,MR
= ker(ε)⊗A

R⊗A
= (ker(ε)

R
) ⊗ A e (ΓR,MR

)inv = (ker(ε)
R

) ⊗ 1A = ker(ε)
R

.

Proposición 28 Sea A una C-álgebra de Hopf y (U,D) el CDPO universal. Sean r|U : U → A⊗ker(ε)
y s|U : U → ker(ε) ⊗A los isomorfismos de A-bimódulos de la Proposición 21. Sean ΦU : U → A⊗ U
y UΦ : U → U ⊗ A los mapeos lineales de la Proposición 15. Entonces se satisfacen las siguientes
propiedades:

i) r|U(a⊗ b) = (id ⊗ ε⊗ id)ΦU(a⊗ b) ∀ (a⊗ b) ∈ U .

ii) s|U(a⊗ b) = (ε⊗ id ⊗ id)UΦ(a⊗ b) ∀ (a⊗ b) ∈ U .
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Demostración

i) Sea (a⊗ b) ∈ U .

Por un lado, se calcula r|U(a⊗ b) = ab(1) ⊗ b(2).

Por otro lado, se calcula (id ⊗ ε ⊗ id)ΦU(a ⊗ b) = (id ⊗ ε ⊗ id)(a(1)b(1) ⊗ a(2) ⊗ b(2)) =
a(1)b(1) ⊗ ε(a(2)) ⊗ b(2) = a(1)ε(a(2))b(1) ⊗ 1A ⊗ b(2) = ab(1) ⊗ 1A ⊗ b(2) = ab(1) ⊗ b(2).

De donde r|U(a⊗ b) = (id ⊗ ε⊗ id)ΦU(a⊗ b) ∀ (a⊗ b) ∈ U .

ii) Sea (a⊗ b) ∈ U .

Por un lado, se calcula s|U(a⊗ b) = b(1) ⊗ ab(2).

Por otro lado, se calcula (ε ⊗ id ⊗ id)UΦ(a ⊗ b) = (ε ⊗ id ⊗ id)(a(1) ⊗ b(1) ⊗ a(2)b(2)) =
ε(a(1)) ⊗ b(1) ⊗ a(2)b(2) = 1A ⊗ b(1) ⊗ ε(a(1))a(2)b(2) = 1A ⊗ b(1) ⊗ ab(2) = b(1) ⊗ ab(2).

De donde s|U(a⊗ b) = (ε⊗ id ⊗ id)UΦ(a⊗ b) ∀ (a⊗ b) ∈ U .

Proposición 29 Sea A una C-álgebra de Hopf y (UL, DL) el CDPO universal izquierdo sobre A. Sea
R ⊂ ker(ε) un ideal derecho en A. Definimos MR = A⊗R y ΓL,MR

= UL

MR
. Sea πL,MR

: UL → ΓL,MR

el epimorfismo canónico de A-bimódulos definimos dL,MR
= πL,MR

◦ DL : A → ΓL,MR
. Entonces

(ΓL,MR
, dL,MR

) es bicovariante si y solo si R es invariante bajo la coacción derecha adjunta.

Demostración Primero, se verificará la implicación inversa.

Sea R ⊂ ker(ε) invariante bajo adR : A → A⊗ A.

Notemos que por el inciso i) y ii) de la Proposición 26, MR es un A-subbimódulo de UL y (ΓL,MR
, dL,MR

)
es un CDPO covariante izquierdo sobre A.

Luego, notemos que por la Proposición 6, (ΓL,MR
, dL,MR

) es isomorfo a (ΓN , dN) para algún
A-subbimódulo N de U.

Ahora, notemos que por el inciso ii) de la Proposición 21, r|U : U → A⊗ ker(ε) es un isomorfismo de
A-bimódulos entonces N = r|−1

U (MR).

Así, notemos que por el inciso i) de la Proposición 16, (ΓN , dN) es un CDPO covariante izquierdo
sobre A.

Después, notemos que por el inciso i) de la Proposición 17, N = r|−1
U (MR) es invariante bajo ΦU .

Ahora, notemos que por el inciso ii) de la Proposición 18, invN = {α ∈ r|−1
U (A⊗R) | ΦN = 1A ⊗α} =

r|−1
U (1A ⊗R).

Así, notemos que por el inciso iii) de la Proposición 15, (U,ΦU , UΦ) es un A-bimódulo bicovariante.
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Sea a ∈ R definimos el mapeo lineal ΦU ⊗ id : U ⊗ A → A⊗ U ⊗ A y se calcula
(ΦU ⊗ id)UΦ(r|−1

U (1A ⊗ a)) = (id ⊗ UΦ)ΦU(r|−1
U (1A ⊗ a)).

Notemos que por el inciso iii) de la Proposición 21, ΦU(r|−1
U (u)) = (id ⊗ r|−1

U )(ϕ⊗ id)(u).

Entonces (ΦU ⊗ id)UΦ(r|−1
U (1A ⊗ a)) = (id ⊗ UΦ)(id ⊗ r|−1

U )(ϕ⊗ id)(1A ⊗ a) =
(id ⊗ UΦ)(id ⊗ r|−1

U )(1A ⊗ 1A ⊗ a) = (id ⊗ UΦ)(1A ⊗ r|−1
U (1A ⊗ a)) = 1A ⊗ UΦ(r|−1

U (1A ⊗ a)) de donde
UΦ(r|−1

U (1A ⊗ a)) ∈ U ⊗ A.

Por lo que UΦ(r|−1
U (1A ⊗ a)) es invariante bajo ΦU ⊗ id.

Ahora, notemos que U ⊗A = r|−1
U (A⊗ker(ε))⊗A = (r|−1

U ⊗ id)(A⊗ker(ε)⊗A) entonces inv(U ⊗A) =
(r|−1

U ⊗ id)(1A ⊗ ker(ε) ⊗ A).

Por lo que UΦ(r|−1
U (1A ⊗ a)) = (r|−1

U ⊗ id)(1A ⊗ q) para algún q ∈ ker(ε) ⊗ A.

Así, notemos que por el inciso ii) de la Proposición 28, s|U(a⊗ b) = (ε⊗ id ⊗ id)UΦ(a⊗ b).

Luego, notemos que por el inciso iv) de la Proposición 4, adR(a) = s(r−1(1A ⊗ a)).

Por un lado, se calcula (ε⊗ id ⊗ id)UΦ(r|−1
U (1A ⊗ a)) = s|U(r|−1

U (1A ⊗ a)) = adR(a).

Ahora, notemos que como q ∈ ker(ε) ⊗ A entonces q =
∑

i∈I q
′
i ⊗ q′′

i con q′
i ∈ ker(ε) y q′′

i ∈ A.

Luego, notemos que por el inciso vii) de la Proposición 3, ((ε⊗ id) ◦ r−1)(a⊗ b) = ε(a)b.

Por otro lado, se calcula (ε⊗ id ⊗ id)(r|−1
U ⊗ id)(1A ⊗ q) =

∑

i∈I(ε⊗ id ⊗ id)(r|−1
U ⊗ id)(1A ⊗ q′

i ⊗ q′′
i ) =

∑

i∈I((ε⊗id)r|−1
U ⊗id)(1A⊗q′

i⊗q
′′
i ) =

∑

i∈I(ε⊗id)r|−1
U (1A⊗q′

i)⊗q
′′
i =

∑

i∈I ε(1A)q′
i⊗q

′′
i =

∑

i∈I q
′
i⊗q

′′
i = q.

Entonces q = adR(a) de donde UΦ(r|−1
U (1A ⊗ a)) = (r|−1

U ⊗ id)(1A ⊗ adR(a)).

Ahora, como adR(a) ∈ R ⊗ A entonces UΦ(r|−1
U (1A ⊗ a)) ∈ (r|−1

U ⊗ id)(1A ⊗R ⊗ A).

Así, se calcula (r|−1
U ⊗ id)(1A ⊗R ⊗ A) = r|−1

U (1A ⊗R) ⊗ A = inv(A⊗R) ⊗ A = invN ⊗ A.

De donde UΦ(r|−1
U (1A ⊗ a)) ∈ invN ⊗ A por lo que UΦ(invN) ⊂ invN ⊗ A.

Luego, notemos que por el inciso i) de la Proposición 11, ∀ w ∈ N se tiene que w =
∑

k∈I ckwk con
ck ∈ A y wk ∈ invN .

De donde UΦ(N) ⊂ N ⊗ A.
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Ahora, notemos que por el inciso ii) de la Proposición 17, (ΓN , dN) es un CDPO covariante derecho.

Después, notemos que por el inciso ii) de la Proposición 16, (ΓL,MR
, dL,MR

) es un CDPO covariante
derecho sobre A.

Ahora, se verificará la implicación directa.

Sea (ΓL,MR
, dL,MR

) un CDPO bicovariante sobre A.

Por un lado, notemos que por el inciso i) y ii) de la Proposición 26, MR es un A-subbimódulo de UL

y (ΓL,MR
, dL,MR

) es un CDPO covariante izquierdo sobre A.

Luego, notemos que por la Proposición 6, (ΓL,MR
, dL,MR

) es isomorfo a (ΓN , dN) para algún
A-subbimódulo N de U.

Ahora, notemos que por el inciso ii) de la Proposición 21, r|U : U → A⊗ ker(ε) es un isomorfismo de
A-bimódulos entonces N = r|−1

U (MR).

Por otro lado, notemos que por el inciso iii), i) y ii) de la Proposición 27, existe un ideal derecho
S ⊂ ker(ε) tal que (ΓL,MR

, dL,MR
) es isomorfo a (ΓR,MS

, dR,MS
), MS = S ⊗A es un A-subbimódulo de

UR y (ΓR,MS
, dR,MS

) es un CDPO covariante derecho sobre A.

Después, notemos que por la Proposición 6, (ΓR,MS
, dR,MS

) es isomorfo a (Γ′
N , d

′
N) para algún

A-subbimódulo N’ de U.

Ahora, notemos que por el inciso v) de la Proposición 21, s|U : U → ker(ε) ⊗ A es un isomorfismo de
A-bimódulos entonces N ′ = s|−1

U (MS).

De donde N ′ = N por lo que r|−1
U (MR) = s|−1

U (MS).

Notemos que por el inciso vii) y viii) de la Proposición 3, ((ε⊗ id) ◦ r−1)(a⊗ b) = ε(a)b y
((ε⊗ id) ◦ s−1)(a⊗ b) = ε(b)a.

Por un lado, se calcula (ε⊗ id)r|−1
U (A⊗R) = R.

Por otro lado, se calcula (ε⊗ id)s|−1
U (S ⊗ A) = S.

Entonces R = S de donde r|−1
U (A⊗R) = s|−1

U (R ⊗ A) por lo que s|U(r|−1
U (A⊗R)) = R ⊗ A.

Ahora, notemos que por el inciso iv) de la Proposición 4, adR(a) = s(r−1(1A ⊗ a)).
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De donde adR(R) = s|U(r|−1
U (1A ⊗R)) por lo que adR(R) ⊂ R ⊗ A.

Proposición 30 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sea adR : A → A⊗ A la coacción derecha adjunta.
Entonces ker(ε) un ideal izquierdo y derecho invariante bajo adR.

Demostración Primero, notemos que como ε : A → C es un mapeo lineal entonces ker(ε) es un
ideal izquierdo y derecho.

Ahora, sea a ∈ ker(ε) se calcula (ε⊗ id)adR(a) = (ε⊗ id)(a(2) ⊗ κ(a(1))a(3)) = ε(a(2)) ⊗ κ(a(1))a(3) =
1A ⊗ κ(a(1)ε(a(2)))a(3) = 1A ⊗ κ(a(1))a(2) = 1A ⊗ η(ε(a)) = 1A ⊗ ε(a)1A = 0.

Entonces adR(a) ∈ ker(ε⊗ id).

Notemos que ker(ε⊗ A) = ker(ε) ⊗ A.

Por lo que adR(a) ∈ ker(ε) ⊗ A.

Proposición 31 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sea adR : A → A⊗ A la coacción derecha adjunta
y R ⊂ ker(ε) un ideal derecho en A invariante bajo adR. Entonces el siguiente diagrama conmuta:

R 1A ⊗R invUL

R ⊗ A 1A ⊗R ⊗ A invUL ⊗ A

∼=

adR

r|−1

U

U Φ

∼= r|−1

U
⊗id

UΦ(r|−1
U (1A ⊗ a)) = (r|−1

U ⊗ id)(1A ⊗ adR(a)) ∀ a ∈ R.

Definición 24 Sea A una C-álgebra de Hopf. Sea R ⊂ ker(ε) un ideal derecho de A. Definimos el
epimorfismo canónico πR : ker(ε) → ker(ε)

R
. Llamamos coacción derecha adjunta cociente al mapeo

lineal AdR : ker(ε)
R

→ (ker(ε)
R

) ⊗ A que hace que el siguiente diagrama conmute:

ker(ε) ker(ε) ⊗ A

ker(ε)
R

(ker(ε)
R

) ⊗ A

adR

πR πR⊗id

AdR

(AdR ◦ πR)(a) = (πR ⊗ id)adR(a) ∀ a ∈ A.
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Definición 25 Sea A una C-álgebra de Hopf y (ΓL,NR
, dL,NR

) el CDPO covariante izquierdo sobre
A de la Proposición 26. Definimos (Γ, d) = (ΓL,NR

, dL,NR
). Llamamos al mapeo lineal π : A → Γ dado

por π(a) = 1A ⊗ [a− ε(a)1A]R mapeo de gérmenes cuántico de Γ.

Notemos que (a − ε(a)1A) ∈ ker(ε) para todo a ∈ A entonces π está bien definida. Más aún,
π(a) = 1A ⊗ [a]R para todo a ∈ ker(ε).

Proposición 32 Sea A una C-álgebra de Hopf y (ΓL,NR
, dL,NR

) el CDPO covariante izquierdo sobre
A de la Proposición 26. Definimos (Γ, d) = (ΓL,NR

, dL,NR
). Sea π : A → Γ el mapeo de gérmenes

cuántico de Γ. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) π(a) ∈ invΓ ∀ a ∈ A.

ii) π|ker(ε) : ker(ε) → invΓ y π : A → invΓ son suprayectivas.

iii) π(1A) = 0.

iv) ker(π) = R + C1A.

v) AdR(π(a)) = (π ⊗ id)adR(a) ∀ a ∈ A.

vi) d(a) = a(1)π(a(2)) ∀ a ∈ A.

vii) π(a) = κ(a(1))d(a(2)) ∀ a ∈ A.

viii) π(a) = −d(κ(a(1)))a(2) ∀ a ∈ A.

ix) d(κ(a)) = −π(a(1))κ(a(2)) ∀ a ∈ A.

Demostración

i) Sea a ∈ A.

Primero, notemos que por el inciso ii) de la Proposición 18, invΓ = 1A ⊗ (ker(ε)
R

).

Así, se calcula π(a) = 1A ⊗ [a− ε(a)1A]R entonces π(a) ∈ invΓ.

Esto demuestra que π(a) ∈ invΓ ∀ a ∈ A.

ii) Sea 1A ⊗ [b]R ∈ 1A ⊗ (ker(ε)
R

).

Entonces b ∈ ker(ε) de donde ε(b) = 0.

Por lo que π(b) = 1A ⊗ [b]R.

Esto demuestra que π|ker(ε) : ker(ε) → invΓ es suprayectiva.

Notemos que como π|ker(ε) : ker(ε) → invΓ es una restricción de π : A → invΓ entonces
π : A → invΓ es suprayectiva.
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iii) Sea a = 1A.

Se calcula π(a) = 1A ⊗ [1A − ε(1A)1A]R = 1A ⊗ [0]R = 0.

Esto demuestra que π(1A) = 0.

iv) Primero, se verificará que R + C1A ⊂ ker(φ).

Así, sea a ∈ R + C1A entonces a = r + λ1A con r ∈ R y λ ∈ C.

Ahora, se calcula π(a) = π(r + λ1A) = π(r) + λπ(1A) = π(r) = 1A ⊗ [r]R = 0 de donde
a ∈ ker(π).

Por lo que R + C1A ⊂ ker(π).

Luego, se verificará que ker(π) ⊂ R + C1A.

Ahora, sea a ∈ ker(ε) entonces π(a) = 0 de donde a− ε(a)1A ∈ R por lo que a ∈ R + ε(a)1A.

Notemos que R + ε(a)1A ⊂ R + C1A.

Entonces a ∈ R + C1A.

Esto demuestra que ker(π) = R + C1A.

v) Sea a ∈ A.

Notemos que a = (a− ε(a)1A) + ε(a)1A.

Así, se calcula AdR(π(a)) = AdR(π(a− ε(a)1A)) + ε(a)AdR(π(1A)) = AdR(π(a− ε(a)1A)).

Ahora, notemos que (a− ε(a)1A) ∈ ker(ε).

Entonces AdR(π(a)) = (π ⊗ id)adR(a − ε(a)1A) = (π ⊗ id)adR(a) − ε(a)(π ⊗ id)adR(1A) =
(π ⊗ id)adR(a) − ε(a)(π ⊗ id)(1A ⊗ 1A) = (π ⊗ id)adR(a) − ε(a)(π(1A) ⊗ 1A) = (π ⊗ id)adR(a).

Esto demuestra que AdR(π(a)) = (π ⊗ id)adR(a) ∀ a ∈ A.

vi) Sea a ∈ A.

Primero, notemos que πL,NR
: UL → ΓL,NR

es el epimorfismo canónico de A-bimódulos y
dL,NR

= πL,NR
◦DL : A → ΓL,NR

.

Así, basta demostrar que (UL, DL) satisface DL(a) = a(1)πUL
(a(2)) con πUL

: A → UL el mapeo
de gérmenes cuántico de UL.

Ahora, se calcula a(1) ⊗ πUL
(a(2)) = a(1) ⊗ (1A ⊗ (a(2) − ε(a(2))1A)) =

a(1) ⊗ (1A ⊗ (a(2) − ε(a(2))1A)) = a(1) ⊗ ((1A ⊗ a(2)) − (1A ⊗ ε(a(2))1A)) =
(a(1) ⊗ 1A ⊗ a(2)) − (a(1) ⊗ 1A ⊗ ε(a(2))1A) = (a(1) ⊗ a(2)) − (a(1) ⊗ ε(a(2))1A) =
ϕ(a) − (a(1)ε(a(2)) ⊗ 1A) = ϕ(a) − (a⊗ 1A) = DL(a).

vii) Sea a ∈ A.

Primero, notemos que dL,NR
(a) = πL,NR

(DL(a)) = πL,NR
((a(1) ⊗ a(2)) − (a⊗ 1A)) =

(a(1) ⊗ [a(2)]R) − (a⊗ [1A]R).
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Entonces κ(a(1))d(a(2)) = κ(a(1))((a(2) ⊗ [a(3)]R) − (a(2) ⊗ [1A]R)) =
(κ(a(1))a(2) ⊗ [a(3)]R) − (κ(a(1))a(2) ⊗ [1A]R).

De donde κ(a(1))d(a(2)) = (ε(a(1))1A ⊗ [a(2)]R) − (ε(a)1A ⊗ [1A]R) =
(1A⊗[ε(a(1))a(2)]R)−(1A⊗[ε(A)1A]R) = (1A⊗[a]R)−(1A⊗[ε(a)1A]R) = 1A⊗([a]R−[ε(a)1A]R) =
1A ⊗ [a− ε(a)1A]R = π(a).

Esto demuestra que π(a) = κ(a(1))d(a(2)) ∀ a ∈ A.

viii) Sea a ∈ A.

Primero, notemos que κ(a(1))a(2) = ε(a)1A y se calcula d(κ(a(1))a(2)) = d(ε(a)1A) entonces
d(κ(a(1)))a(2) + κ(a(1))d(a(2)) = d(ε(a))1A + ε(a)d(1A).

De donde d(κ(a(1)))a(2) +κ(a(1))d(a(2)) = ε(a)d(1A)1A por lo que d(κ(a(1)))a(2) +κ(a(1))d(a(2)) =
0.

Luego, notemos que por el inciso vii), π(a) = κ(a(1))d(a(2)).

Entonces κ(a(1))d(a(2)) = −d(κ(a(1)))a(2) de donde π(a) = −d(κ(a(1)))a(2).

Esto demuestra que π(a) = −d(κ(a(1)))a(2) ∀ a ∈ A.

ix) Sea a ∈ A.

Notemos que por el inciso viii), π(a) = −d(κ(a(1)))a(2).

Así, se calcula −π(a(1))κ(a(2)) = d(κ(a(1)))a(2)κ(a(3)) = d(κ(a(1)))ε(a(2))1A = d(κ(a(1)ε(a(2)))) =
d(κ(a)).

Esto demuestra que d(κ(a)) = −π(a(1))κ(a(2)) ∀ a ∈ A.

Notemos que si (Γ, d) es cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A entonces por el inciso viii) de
la proposición anterior, se define π(a) = κ(a(1))d(a(2)) como el mapeo de gérmenes cuántico de Γ. Más
aún, la proposición anterior se satisface para cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A, (Γ, d).

Definición 26 Sea A una C-álgebra de Hopf y (ΓL,NR
, dL,NR

) el CDPO covariante izquierdo sobre
A de la Proposición 26. Definimos (Γ, d) = (ΓL,NR

, dL,NR
). Llamamos acción derecha de A sobre invΓ

a (1A ⊗ [b]R) ◦ a = 1A ⊗ [ba]R.

Proposición 33 Sea A una C-álgebra de Hopf y (ΓL,NR
, dL,NR

) el CDPO covariante izquierdo sobre
A de la Proposición 26. Definimos (Γ, d) = (ΓL,NR

, dL,NR
). Sea π : A → Γ el mapeo de gérmenes

cuántico de Γ. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) π(a) ◦ b = π(ab− ε(a)b) ∀ a, b ∈ A.

ii) π(ab) = ε(a)π(b) + π(a) ◦ b ∀ a, b ∈ A.
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Demostración

i) Sean a, b ∈ A.

Se calcula π(a) ◦ b = (1A ⊗ [a− ε(a)1A]R) ◦ b = 1A ⊗ [(a− ε(a)1A)b]R = 1A ⊗ [ab− ε(a)b]R.

Notemos que (ab− ε(a)b) ∈ ker(ε).

De donde π(a) ◦ b = π(ab− ε(a)b) ∀ a, b ∈ A.

ii) Sean a, b ∈ A.

Notemos que por el inciso i), π(a) ◦ b = π(ab− ε(a)b).

Así, se calcula π(a) ◦ b = π(ab− ε(a)b) = π(ab) − ε(a)π(b).

De donde π(ab) = ε(a)π(b) + π(a) ◦ b ∀ a, b ∈ A.

Notemos que si (Γ, d) es cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A entonces por el inciso i) de la
proposición anterior, se define π(a) ◦ b = π(ab− ε(a)b) como la acción derecha de A sobre invΓ. Más
aún, la proposición anterior se satisface para cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A, (Γ, d).

Proposición 34 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO covariante izquierdo sobre A. Sea
π : A → invΓ el mapeo de gérmenes cuántico de Γ y π(a) ◦ b = π(ab− ε(a)b) la acción derecha de A
sobre invΓ. Entonces θ ◦ a = κ(a(1))θa(2) para todo a ∈ A y para todo θ ∈ invΓ.

Demostración Sea a ∈ A y θ ∈ invΓ.

Notemos que como π : A → invΓ es suprayectiva entonces θ = π(b) para alguna b ∈ ker(ε).

Luego, notemos que por el inciso vii) de la Proposición 32, π(a) = κ(a(1))d(a(2)).

Así, se calcula θ ◦ a = π(b) ◦ a = π(ba− ε(b)a) = π(ba) = κ((ba)(1))d((ba)(2)) = κ(b(1)a(1))d(b(2)a(2)) =
κ(a(1))κ(b(1))(d(b(2))a(2) + b(2)d(a(2))) = κ(a(1))κ(b(1))d(b(2))a(2) + κ(a(1))κ(b(1))b(2)d(a(2)) =
κ(a(1))π(b)a(2) + κ(a(1))ε(b)d(a(2)) = κ(a(1))π(b)a(2) = κ(a(1))θa(2).

Esto demuestra que θ ◦ a = κ(a(1))θa(2) ∀ a ∈ A y ∀ θ ∈ invΓ.

Proposición 35 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO covariante izquierdo sobre A. Sea
P : Γ → invΓ el mapeo proyección izquierdo de la Proposición 10. Definimos πinv : Γ → invΓ dada por
πinv = ε⊗ id. Entonces πinv = P .

Demostración Primero, se verificará que πinv : Γ → invΓ es una proyección izquierda suprayectiva.

Así, sea η ∈ invΓ se calcula πinv(1A ⊗ η) = (ε⊗ id)(1A ⊗ η) = ε(1A) ⊗ η = 1A ⊗ η = η.

Entonces πinv es suprayectiva y actúa como la identidad en invΓ.
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Esto demuestra que πinv es una proyección izquierda suprayectiva.

Ahora, se verificará que πinv(bw) = ε(b)πinv(w).

Así, sean b ∈ A y w ∈ Γ entonces w = a⊗ η con a ∈ A y η ∈ invΓ.

Se calcula πinv(bw) = πinv(b(a ⊗ η)) = πinv(ba ⊗ η) = (ε ⊗ id)(ba ⊗ η) = ε(ba) ⊗ η = ε(b)ε(a) ⊗ η =
ε(b)(ε(a) ⊗ η) = ε(b)(ε⊗ id)(a⊗ η) = ε(b)πinv(w).

Ahora, notemos que por la Proposición 10, P : Γ → invΓ es única.

De donde πinv = P .

Corolario 2 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO covariante izquierdo sobre A. Definimos
πinv : Γ → invΓ dada por πinv = ε⊗ id. Entonces satisfacen las siguientes propiedades:

i) πinv(aw) = ε(a)πinv(w) ∀ a ∈ A y ∀ w ∈ Γ.

ii) πinv(w) = κ(w(−1))w(0) ∀ w ∈ Γ.

Proposición 36 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO covariante izquierdo sobre A. Sea
π : A → invΓ el mapeo de gérmenes cuántico de Γ y πinv : Γ → invΓ el mapeo proyección izquierdo de
la Proposición 35. Entonces πinv(d(a)) = π(a) para todo a ∈ A.

Demostración Sea a ∈ A.

Se calcula ΦΓ(d(a)) = (id ⊗ d)ϕ(a) = a(1) ⊗ d(a(2)) ∈ A⊗ Γ entonces πinv(d(a)) = κ(a(1))d(a(2)).

Notemos que por el inciso vii) de la Proposición 32, π(a) = κ(a(1))d(a(2)).

De donde πinv(d(a)) = π(a) ∀ a ∈ A.

Notemos que si (Γ, d) es cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A entonces por la proposición
anterior se define π(a) = πinv(d(a)) como el mapeo de gérmenes cuántico de Γ. Más aún, la proposición
anterior se satisface para cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A, (Γ, d).
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4. Álgebras Bicovariantes Graduadas

4.1. Mapeo de Virado

Definición 27 Sea A una C-álgebra de Hopf y Γ un A-bimódulo. Definimos ⊗0
AΓ = Γ⊗0 = A

y ⊗k
AΓ = Γ⊗k = Γ ⊗A . . . ⊗A Γ con k ≥ 1. Más aún, Γ⊗k es un A-bimódulo con las operaciones

a(w1 ⊗A . . .⊗A w
k) = aw1 ⊗A . . .⊗A w

k y (w1 ⊗A . . .⊗A w
k)a = w1 ⊗A . . .⊗A w

ka para todo a ∈ A
y para todo wi ∈ Γ con i ∈ {1, . . . , k}.

Definición 28 Sea A una C-álgebra de Hopf y Γ un A-bimódulo. Llamamos a ⊗AΓ =
⊕∞

k=0(⊗k
AΓ)

álgebra tensorial de Γ. Más aún, ⊗AΓ es una álgebra graduada con el producto
wη = (w1 ⊗A . . .⊗A w

n)(η1 ⊗A . . .⊗A η
m) = w1 ⊗A . . .⊗A w

n ⊗A η
1 ⊗A . . .⊗A η

m para todo w ∈ Γ⊗n

y para todo η ∈ Γ⊗m.

Proposición 37 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sean {wi}i∈I

y {ηi}i∈I las bases de los C-espacios vectoriales Γinv y invΓ de la Proposición 14. Sea γ ∈ Γ⊗2. Entonces
existen únicos aij, bij ∈ A casi todos cero tales que γ =

∑

i∈I

∑

j∈I aijwi ⊗A ηj y
γ =

∑

i∈I

∑

j∈I bijηi ⊗A wj.

Demostración Se sigue de que Γ es un A-bimódulo libre con bases {wi}i∈I y {ηi}i∈I .

Definición 29 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sean {wi}i∈I

y {ηi}i∈I las bases de los C-espacios vectoriales Γinv y invΓ de la Proposición 14. Sea
γ =

∑

i∈I

∑

j∈I aijwi ⊗A ηj. Llamamos al mapeo lineal σ : Γ⊗2 → Γ⊗2 dado por
σ(γ) =

∑

i∈I

∑

j∈I aijηj ⊗A wi mapeo de virado del 2-álgebra tensorial Γ⊗2.

Definición 30 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Definimos el
mapeo lineal ΦΓ⊗n : Γ⊗n → A⊗ Γ⊗n dado por ΦΓ⊗n(θ1 ⊗A . . .⊗A θn) =

(a
(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ (θ
(0)
1 ⊗A . . . ⊗A θ(0)

n ) con n ≥ 2 donde θj ∈ Γ y ΦΓ(θj) = a
(−1)
j ⊗ θ

(0)
j para todo

j ∈ {1, . . . , n}. Más aún, ΦΓ⊗0 = ϕ y ΦΓ⊗1 = ΦΓ.

Definición 31 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Definimos el
mapeo lineal Γ⊗nΦ : Γ⊗n → Γ⊗n ⊗ A dado por Γ⊗nΦ(θ1 ⊗A . . .⊗A θn) =

(θ
(0)
1 ⊗A. . .⊗Aθ

(0)
n )⊗(a

(1)
1 . . . a(1)

n ) con n ≥ 2 donde θj ∈ Γ y ΓΦ(θj) = θ
(0)
j ⊗a

(1)
j para todo j ∈ {1, . . . , n}.

Más aún, Γ⊗0Φ = ϕ y Γ⊗1Φ = ΓΦ.

Proposición 38 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea
ΦΓ⊗n : Γ⊗n → A⊗ Γ⊗n con n ≥ 2 el mapeo lineal de la Definición 30. Entonces ΦΓ⊗n es una coacción
izquierda de A sobre Γ⊗n.
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Demostración Se verificará que ΦΓ⊗n satisface la Definición 8.

Sea (θ1 ⊗A . . .⊗A θn) ∈ Γ⊗n.

Primero, notemos que (ϕ⊗ id)ΦΓ(θj) = a
(−11)
j ⊗ a

(−12)
j ⊗ θ

(0)
j = a

(−1)
j ⊗ a

(0−1)
j ⊗ θ

(00)
j = (id ⊗ ΦΓ)ΦΓ(θj).

Por un lado, se calcula (ϕ⊗ id)ΦΓ⊗n(θ1 ⊗A . . .⊗Aθn) = (ϕ⊗ id)((a
(−1)
1 . . . a(−1)

n )⊗(θ
(0)
1 ⊗A . . .⊗Aθ

(0)
n )) =

ϕ(a
(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ (θ
(0)
1 ⊗A . . .⊗A θ

(0)
n ) = (ϕ(a

(−1)
1 ) . . . ϕ(a(−1)

n )) ⊗ (θ
(0)
1 ⊗A . . .⊗A θ

(0)
n ) =

((a
(−11)
1 ⊗ a

(−12)
1 ) . . . (a(−11)

n ⊗ a(−12)
n )) ⊗ (θ

(0)
1 ⊗A . . .⊗A θ

(0)
n ) =

((a
(−11)
1 . . . a(−11)

n ) ⊗ (a
(−12)
1 . . . a(−12)

n )) ⊗ (θ
(0)
1 ⊗A . . .⊗A θ

(0)
n ).

Por otro lado, se calcula (id ⊗ ΦΓ⊗n)ΦΓ⊗n(θ1 ⊗A . . .⊗A θn) =

(id ⊗ ΦΓ⊗n)((a
(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ (θ
(0)
1 ⊗A . . . ⊗A θ

(0)
n )) = (a

(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ ΦΓ⊗n(θ
(0)
1 ⊗A . . . ⊗A θ

(0)
n ) =

(a
(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ ((a
(0−1)
1 . . . a(0−1)

n ) ⊗ (θ
(00)
1 ⊗A . . .⊗A θ

(00)
n )) =

((a
(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ (a
(0−1)
1 . . . a(0−1)

n )) ⊗ (θ
(00)
1 ⊗A . . .⊗A θ

(00)
n ).

Entonces (ϕ⊗ id)ΦΓ⊗n(θ1 ⊗A . . .⊗A θn) = (id ⊗ ΦΓ⊗n)ΦΓ⊗n(θ1 ⊗A . . .⊗A θn).

Luego, notemos que (ε⊗ id)ΦΓ(θj) = ε(a
(−1)
j )θ

(0)
j = θj.

Así, se calcula (ε ⊗ id)ΦΓ⊗n(θ1 ⊗A . . . ⊗A θn) = (ε ⊗ id)((a
(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ (θ
(0)
1 ⊗A . . . ⊗A θ

(0)
n )) =

ε(a
(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ (θ
(0)
1 ⊗A . . .⊗A θ

(0)
n ) = (ε(a

(−1)
1 ) . . . ε(a(−1)

n )) ⊗ (θ
(0)
1 ⊗A . . .⊗A θ

(0)
n ) =

1A ⊗ (ε(a
(−1)
1 )θ

(0)
1 ⊗A . . .⊗A ε(a

(−1)
n )θ(0)

n ) = 1A ⊗ (θ1 ⊗A . . .⊗A θn) = θ1 ⊗A . . .⊗A θn.

Proposición 39 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea
Γ⊗nΦ : Γ⊗n → Γ⊗n ⊗ A con n ≥ 2 el mapeo lineal de la Definición 31. Entonces Γ⊗nΦ es una coacción
derecha de A sobre Γ⊗n.

Demostración Análoga a la demostración de la proposición anterior.

Proposición 40 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sean
ΦΓ⊗n : Γ⊗n → A⊗ Γ⊗n y Γ⊗nΦ : Γ⊗n → Γ⊗n ⊗ A las coacciones izquierda y derecha de A sobre Γ⊗n.
Entonces (Γ⊗n,ΦΓ⊗n , Γ⊗nΦ) es un A-bimódulo bicovariante.

Demostración Se verificará que (Γ⊗n,ΦΓ⊗n ,ΦΓ⊗n) satisface la Definición 21.

Sea (θ1 ⊗A . . .⊗A θn) ∈ Γ⊗n.

Primero, notemos que (id ⊗ ΓΦ)ΦΓ(θj) = a
(−1)
j ⊗ θ

(00)
j ⊗ a

(01)
j = a

(0−1)
j ⊗ θ

(00)
j ⊗ a

(1)
j = (ΦΓ ⊗ id)ΓΦ(θj).
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Por un lado, se calcula (id ⊗ Γ⊗nΦ)ΦΓ⊗n(θ1 ⊗A . . .⊗A θn) =

(id ⊗ Γ⊗nΦ)((a
(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ (θ
(0)
1 ⊗A . . . ⊗A θ

(0)
n )) = (a

(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ Γ⊗nΦ(θ
(0)
1 ⊗A . . . ⊗A θ

(0)
n ) =

(a
(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ ((θ
(00)
1 ⊗A . . .⊗A θ

(00)
n ) ⊗ (a

(01)
1 . . . a(01)

n )).

Por otro lado, se calcula (ΦΓ⊗n ⊗ id)Γ⊗nΦ(θ1 ⊗A . . .⊗A θn) =

(ΦΓ⊗n ⊗ id)((θ
(0)
1 ⊗A . . . ⊗A θ(0)

n ) ⊗ (a
(1)
1 . . . a(1)

n )) = (ΦΓ⊗n(θ
(0)
1 ⊗A . . . ⊗A θ(0)

n )) ⊗ (a
(1)
1 . . . a(1)

n ) =

((a
(0−1)
1 . . . a(0−1)

n ) ⊗ (θ
(00)
1 ⊗A . . .⊗A θ

(00)
n )) ⊗ (a

(1)
1 . . . a(1)

n ) =

(a
(0−1)
1 . . . a(0−1)

n ) ⊗ ((θ
(00)
1 ⊗A . . .⊗A θ

(00)
n ) ⊗ (a

(1)
1 . . . a(1)

n )).

Entonces (id ⊗ Γ⊗nΦ)ΦΓ⊗n(θ1 ⊗A . . .⊗A θn) = (ΦΓ⊗n ⊗ id)Γ⊗nΦ(θ1 ⊗A . . .⊗A θn).

Proposición 41 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea
σ : Γ⊗2 → Γ⊗2 el mapeo de virado del 2-álgebra tensorial Γ⊗2. Entonces se satisfacen las siguientes
propiedades:

i) σ es un isomorfismo de A-bimódulos.

ii) σ(w ⊗A η) = η ⊗A w ∀ w ∈ invΓ y ∀ η ∈ Γinv.

iii) σ hace que los siguientes diagramas conmuten:

Γ⊗2 Γ⊗2

A⊗ Γ⊗2 A⊗ Γ⊗2

σ

Φ
Γ⊗2 Φ

Γ⊗2

id⊗σ

((id ⊗ σ) ◦ ΦΓ⊗2)(a⊗ b) = (ΦΓ⊗2 ◦ σ)(a⊗ b) ∀ a, b ∈ Γ.

Γ⊗2 Γ⊗2

Γ⊗2 ⊗ A Γ⊗2 ⊗ A

σ

Γ⊗2 Φ
Γ⊗2 Φ

σ⊗id

((σ ⊗ id) ◦ Γ⊗2Φ)(a⊗ b) = (Γ⊗2Φ ◦ σ)(a⊗ b) ∀ a, b ∈ Γ.

iv) Sea σ12 : Γ⊗3 → Γ⊗3 dado por σ12 = σ⊗A id y σ23 : Γ⊗3 → Γ⊗3 dado por σ23 = id ⊗A σ entonces
σ23σ12σ23 = σ12σ23σ12.

Esta ecuación es llamada ecuación de Yang-Baxter.
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Demostración

i) Primero, notemos que por definición, σ es lineal.

Luego, notemos que por la Proposición 37, σ es biyectiva.

Así, basta demostrar que σ es un homomorfismo de A-bimódulos.

Sea α ∈ Γ⊗2 entonces α =
∑

i∈I

∑

j∈I aijwi ⊗A ηj con aij ∈ A, wi ∈ {wi}i∈I y ηj ∈ {ηi}i∈I .

Ahora, se calcula σ(cα) = σ(
∑

i∈I

∑

j∈I caijwi ⊗A ηj) =
∑

i∈I

∑

j∈I caijσ(wi ⊗A ηj) =
∑

i∈I

∑

j∈I caijηj ⊗A wi = c(
∑

i∈I

∑

j∈I aijηj ⊗A wi) = cσ(α).

Luego, notemos que por el inciso iii) de la Proposición 13, ηib =
∑

j∈J(b ∗ gij)ηj.

Después, notemos que por el inciso iii) de la Proposición 11, wib =
∑

j∈I(fij ∗ b)wj.

Así, se calcula σ(αc) = σ(
∑

i∈I

∑

j∈I aijwi ⊗A ηjc) =
∑

i∈I

∑

j∈I aijσ(wi ⊗A ηjc) =
∑

i∈I

∑

j∈I aijσ(wi ⊗A

∑

k∈I(c ∗ fjk)ηk) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I aijσ(wi(c ∗ fjk) ⊗A ηk) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I aijσ(
∑

l∈I(fil ∗ (c ∗ fjk))wl ⊗A ηk) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I

∑

l∈I aijσ((fil ∗ (c ∗ fjk))wl ⊗A ηk) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I

∑

l∈I aijσ(((fil ∗ c) ∗ fjk)wl ⊗A ηk) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I

∑

l∈I aij((fil ∗ c) ∗ fjk)σ(wl ⊗A ηk) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I

∑

l∈I aij((fil ∗ c) ∗ fjk)(ηk ⊗A wl) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I

∑

l∈I aij(((fil ∗ c) ∗ fjk)ηk ⊗A wl) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

l∈I aij((
∑

k∈I((fil ∗ c) ∗ fjk)ηk) ⊗A wl) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

l∈I aij(ηj(fil ∗ c) ⊗A wl) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

l∈I aij(ηj ⊗A (fil ∗ c)wl) =
∑

i∈I

∑

j∈I aij(ηj ⊗A (
∑

l∈I(fil ∗ c)wl)) =
∑

i∈I

∑

j∈I aij(ηj ⊗A wic) =
∑

i∈I

∑

j∈I(aijηj ⊗A wi)c = (
∑

i∈I

∑

j∈I aijηj ⊗A wi)c = σ(α)c.

ii) Sean w ∈ invΓ y η ∈ Γinv.

Primero, notemos que como invΓ y Γinv son C-espacios vectoriales con bases {wi}i∈I y {ηi}i∈I

entonces w =
∑

i∈I αiwi con αi ∈ C y η =
∑

j∈I βjηj con βj ∈ C.

Así, se calcula σ(w ⊗A η) = σ((
∑

i∈I αiwi) ⊗A (
∑

j∈I βjηj)) =
∑

i∈I

∑

j∈I αiβjσ(wi ⊗A ηj) =
∑

i∈I

∑

j∈I αiβj(ηj ⊗A wi) = (
∑

j∈I βjηj) ⊗A (
∑

i∈I αiwi) = η ⊗A w.

iii) Sea α ∈ Γ⊗2.

Solo se verificará que ((id ⊗ σ) ◦ ΦΓ⊗2)(a⊗ b) = (ΦΓ⊗2 ◦ σ)(a⊗ b).

Notemos que ΦΓ(wi) = 1A ⊗wi y por el inciso v) de la Proposición 14, ΦΓ(ηj) =
∑

i∈I κ(Rij)⊗ηi.

Por un lado, se calcula ((id ⊗ σ) ◦ ΦΓ⊗2)(α) = (id ⊗ σ)(ΦΓ⊗2(
∑

i∈I

∑

j∈I aijwi ⊗A ηj)) =
(id ⊗ σ)(

∑

i∈I

∑

j∈I ϕ(aij)ΦΓ⊗2(wi ⊗A ηj)) =
(id ⊗ σ)(

∑

i∈I

∑

j∈I ϕ(aij)(
∑

k∈I(1Aκ(Rkj)) ⊗ (wi ⊗A ηk))) =
(id ⊗ σ)(

∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I ϕ(aij)(κ(Rkj) ⊗ (wi ⊗A ηk))) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I ϕ(aij)(κ(Rkj) ⊗ σ(wi ⊗A ηk)) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I ϕ(aij)(κ(Rkj) ⊗ (ηk ⊗A wi)).

Por otro lado, se calcula (ΦΓ⊗2 ◦ σ)(α) = ΦΓ⊗2(σ(
∑

i∈I

∑

j∈I aijwi ⊗A ηj)) =
ΦΓ⊗2(

∑

i∈I

∑

j∈I aijηj⊗Awi) =
∑

i∈I

∑

j∈I ΦΓ⊗2(aij(ηj⊗Awi)) =
∑

i∈I

∑

j∈I ϕ(aij)ΦΓ⊗2(ηj⊗Awi) =
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∑

i∈I

∑

j∈I ϕ(aij)(
∑

k∈I(κ(Rkj)1A) ⊗ (ηk ⊗A wi)) =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I ϕ(aij)(κ(Rkj) ⊗ (ηk ⊗A wi)).

Entonces ((id ⊗ σ) ◦ ΦΓ⊗2)(α) = (ΦΓ⊗2 ◦ σ)(α).

iv) Primero, notemos que Γ es un A-bimódulo libre con bases {wi}i∈I y {ηi}i∈I .

Así, basta demostrar que σ23σ12σ23 = σ12σ23σ12 para elementos de invΓ⊗3.

Sean w1, w2 ∈ invΓ.

Se calcula ΦΓ(w1) = 1A ⊗ w1 y ΦΓ(w2) = 1A ⊗ w2 entonces ΦΓ⊗2(w1 ⊗A w2) =
(1A1A) ⊗ (w1 ⊗A w2) = 1A ⊗ (w1 ⊗A w2) de donde (w1 ⊗A w2) ∈ invΓ⊗2 por lo que
σ(w1 ⊗A w2) ∈ invΓ⊗2.

Luego, notemos que {wj ⊗A wk}j,k∈I es una base del C-espacio vectorial invΓ⊗2 de donde
σ(w1 ⊗A w2) =

∑

j∈I

∑

k∈I cjk(wj ⊗A wk) con cjk ∈ C.

Ahora, si η ∈ Γinv entonces w1 ⊗A w2 ⊗A η ∈ invΓ⊗3.

Por un lado, se calcula σ23σ12σ23(w1 ⊗A w2 ⊗A η) = σ23σ12(id ⊗ σ)(w1 ⊗A w2 ⊗A η) =
σ23σ12(w1 ⊗A η ⊗A w2) = σ23(σ ⊗ id)(w1 ⊗A η ⊗A w2) = σ23(η ⊗A w1 ⊗A w2) =
(id ⊗ σ)(η ⊗A w1 ⊗A w2) = η ⊗A σ(w1 ⊗A w2) = η ⊗A (

∑

j∈I

∑

k∈I cjk(wj ⊗A wk)) =
∑

j∈I

∑

k∈I cjk(η ⊗A wj ⊗A wk).

Por otro lado, se calcula σ12σ23σ12(w1 ⊗A w2 ⊗A η) = σ12σ23(σ ⊗ id)(w1 ⊗A w2 ⊗A η) =
σ12σ23(σ(w1 ⊗A w2) ⊗A η) = σ12σ23((

∑

j∈I

∑

k∈I cjk(wj ⊗A wk)) ⊗A η) =
σ12σ23(

∑

j∈I

∑

k∈I cjk(wj ⊗A wk ⊗A η)) = σ12(id ⊗ σ)(
∑

j∈I

∑

k∈I cjk(wj ⊗A wk ⊗A η)) =
σ12(

∑

j∈I

∑

k∈I cjk(wj ⊗A η ⊗A wk)) = (σ ⊗ id)(
∑

j∈I

∑

k∈I cjk(wj ⊗A η ⊗A wk)) =
∑

j∈I

∑

k∈I cjk(η ⊗A wj ⊗A wk).

Entonces σ23σ12σ23(w1 ⊗A w2 ⊗A η) = σ12σ23σ12(w1 ⊗A w2 ⊗A η).

4.2. Álgebras Bicovariantes Graduadas

Definición 32 Sea A una C-álgebra de Hopf y G una C-álgebra asociativa unitaria. Sean
ΦG : G → A ⊗ G y GΦ : G → G ⊗ A mapeos lineales. Llamamos a la tercia (G,ΦG, GΦ) álgebra
bicovariante sobre A si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) ΦG es una coacción izquierda de A sobre G y un homomorfismo de álgebras.

ii) GΦ es una coacción derecha de A sobre G y un homomorfismo de álgebras.

iii) ΦG y GΦ son compatibles. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

G A⊗G

G⊗ A A⊗G⊗ A

ΦG

GΦ id⊗GΦ

ΦG⊗id

((id ⊗ GΦ) ◦ ΦG)(g) = ((ΦG ⊗ id) ◦ GΦ)(g) ∀ g ∈ G.
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Definición 33 Sea A una C-álgebra de Hopf y (G,ΦG, GΦ) una álgebra bicovariante sobre A.
Llamamos a la tercia (G,ΦG, GΦ) álgebra bicovariante graduada sobre A si se satisfacen las siguientes
propiedades:

i) G es una álgebra graduada.

ii) ΦG(Gk) ⊂ A⊗Gk.

iii) GΦ(Gk) ⊂ Gk ⊗ A.

Definición 34 Sea A una C-álgebra de Hopf y (G,ΦG, GΦ) una álgebra bicovariante graduada sobre
A. Llamamos a la tercia (G,ΦG, GΦ) álgebra bicovariante graduada conexa sobre A si se satisfacen
las siguientes propiedades:

i) G0 = A.

ii) ΦGk = ΦG|Gk : Gk → A⊗Gk con ΦG0 = ϕ.

iii) GkΦ = GΦ|Gk : Gk → Gk ⊗ A con G0Φ = ϕ.

Definición 35 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ,ΦΓ, ΓΦ) un A-bimódulo bicovariante. Sea
(G,ΦG, GΦ) una álgebra bicovariante graduada sobre A. Decimos que (G,ΦG, GΦ) está basada en
(Γ,ΦΓ, ΓΦ) si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) (G,ΦG, GΦ) es una álgebra bicovariante graduada conexa sobre A.

ii) (G1,ΦG1 , G1Φ) = (Γ,ΦΓ, ΓΦ) como A-bimódulos bicovariantes.

iii) generadoC((G1)k) = Gk con (G1)k = {g1 . . . gk | gi ∈ G1 ∀ i ∈ {1, . . . , k}}.

5. Cálculo Diferencial de Alto Orden Envolvente Universal

El material de este capítulo está basado en el trabajo del profesor Ðurđević. [Ðurđević, 1996] [Ðurđević,
1997].

Definición 36 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO sobre A. Sea ⊗AΓ el álgebra
tensorial de Γ. Definimos Q = generado(Q =

∑

i d(ai) ⊗A d(bi) | ai, bi ∈ A y
∑

i aid(bi) = 0) como el
ideal izquierdo y derecho graduado generado por Q en ⊗AΓ. Llamamos a Γ∧ = ⊗AΓ

Q
cálculo diferencial

de alto orden (CDAO) envolvente universal de (Γ, d).

Notemos que como ⊗AΓ es una álgebra graduada y Q es un ideal izquierdo y derecho graduado en
⊗AΓ entonces Γ∧ es una álgebra graduada. Más aún, Γ∧0 =

⊗0

A
Γ

Q0 = A
0

= A, Γ∧1 =
⊗1

A
Γ

Q1 = Γ
0

= Γ y
d : Γ∧0 → Γ∧1.
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Proposición 42 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO sobre A. Sea Γ∧ el CDAO
envolvente universal de (Γ, d). Entonces existen únicos mapeos lineales d̃n : Γ∧n → Γ∧n+1 con n ≥ 0
que satisfacen las siguientes propiedades:

i) d̃0 = d : A → Γ.

ii) d̃n ◦ d̃n−1 = 0 ∀ n ≥ 1.

iii) d̃k+l(ρσ) = d̃k(ρ)σ + (−1)kρd̃l(σ) ∀ ρ ∈ Γ∧k y ∀ σ ∈ Γ∧l.

Demostración

i) Sea d̃0 : Γ∧0 → Γ∧1.

Primero, notemos que Γ∧0 = A y Γ∧1 = Γ entonces d̃0 : A → Γ.

Luego, notemos que como (Γ, d) es un CDPO sobre A entonces d : A → Γ.

Así, definimos d̃0 = d : A → Γ.

iii) Primero, se verificará para k = 0 y l = 0.

Sean a ∈ A y b ∈ A.

Se calcula d0+0(ab) = d(ab) = d(a)b+ ad(b) = d̃0(a)b+ (−1)0ad̃0(b).

Ahora, definimos la proyección canónica [·]Q : Γ⊗n → Γ∧n dada por [t]Q.

Sea θ ∈ Γ∧1.

Notemos que como (Γ, d) es un CDPO sobre A entonces θ =
∑

i aid(bi) con ai, bi ∈ A.

Ahora, se define el mapeo lineal d̃1 : Γ∧1 → Γ∧2 dado por d̃1(θ) = [
∑

i d(ai) ⊗A d(bi)]Q con
d̃1(θ) ∈ Γ∧2.

Así, se verificará que el mapeo lineal d̃1 : Γ∧1 → Γ∧2 está bien definido.

Sea 0 =
∑

i aid(bi) con ai, bi ∈ A.

Se calcula d̃1(0) = [
∑

i d(ai) ⊗A d(bi)]Q.

Ahora, notemos que por definición,
∑

i d(ai) ⊗A d(bi) ∈ Q.

Entonces d̃1(0) = 0 en Γ∧2.

Después, se verificará para k = 0 y l = 1.

Notemos que como la proyección canónica [·]Q es un homomorfismo de álgebras graduadas
entonces [t⊗A u]Q = [t]Q[u]Q.

Así, se calcula d0+1(aθ) = d̃1(a
∑

i aid(bi)) = [
∑

i d(aai) ⊗A d(bi)]Q =
[
∑

i(d(a)ai + ad(ai)) ⊗A d(bi)]Q = [
∑

i d(a)ai ⊗A d(bi)]Q + [
∑

i ad(ai) ⊗A d(bi)]Q =
[d(a) ⊗A

∑

i aid(bi)]Q + a[
∑

i d(ai) ⊗A d(bi)]Q = [d(a)]Q[θ]Q + ad̃1(θ) =
[d̃0(a)]Q[θ]Q + (−1)0[a]Q[d̃1(θ)]Q.

Luego, se verificará para k = 1 y l = 0.
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Ahora, se calcula d1+0(θa) = d̃1(
∑

i aid(bi)a) = d̃1(
∑

i ai(d(bia) − bid(a))) =
d̃1(

∑

i aid(bia)) − d̃1(
∑

i aibid(a)) = [
∑

i d(ai) ⊗A d(bia)]Q − [
∑

i d(aibi) ⊗A d(a)]Q =
[
∑

i d(ai) ⊗A (d(bi)a+ bid(a))]Q − [
∑

i(d(ai)bi + aid(bi)) ⊗A d(a)]Q =
[
∑

i d(ai) ⊗A d(bi)a]Q + [
∑

i d(ai) ⊗A bid(a)]Q − [
∑

i d(ai)bi ⊗A d(a)]Q − [
∑

i aid(bi) ⊗A d(a)]Q =
[
∑

i d(ai) ⊗A d(bi)]Qa− [
∑

i aid(bi) ⊗A d(a)]Q = d̃1(θ)a− [θ]Q[d(a)]Q =
[d̃1(θ)]Q[a]Q + (−1)1[θ]Q[d̃0(a)]Q.

Sea t = θ1 ⊗A . . .⊗A θj ⊗A . . .⊗A θn con j ∈ {1, . . . , n} donde t ∈ Γ⊗n.

Así, se define el mapeo lineal dn : Γ⊗n → Γ∧n+1 dado por
dn(t) =

∑n
j=1(−1)j−1[θ1]Q . . . [θj−1]Qd̃1(θj)[θj+1]Q . . . [θn]Q con dn(t) ∈ Γ∧n+1.

Sea u = η1 ⊗A . . .⊗A ηk ⊗A . . .⊗A ηm con k ∈ {1, . . . ,m} donde u ∈ Γ⊗m.

Después, se verificará para n ≥ 1 y m ≥ 1.

Ahora, se calcula dn+m(t⊗Au) = dn+m(θ1⊗A. . .⊗Aθj⊗A. . .⊗Aθn⊗Aη1⊗A. . .⊗Aηk⊗A. . .⊗Aηm) =
∑n+m

j=1 (−1)j−1[θ1]Q . . . d̃1(θj) . . . [ηm]Q =
∑n

j=1(−1)j−1[θ1]Q . . . d̃1(θj) . . . [θn]Q[η1]Q . . . [ηm]Q +
∑n+m

j=n+1(−1)j−1[θ1]Q . . . [θn]Q[η1]Q . . . d̃1(ηj−n) . . . [ηm]Q =
∑n

j=1(−1)j−1[θ1]Q . . . d̃1(θj) . . . [θn]Q[η1]Q . . . [ηm]Q +
∑m

k=1(−1)k+n−1[θ1]Q . . . [θn]Q[η1]Q . . . d̃1(ηk) . . . [ηm]Q =
(
∑n

j=1(−1)j−1[θ1]Q . . . [θj−1]Qd̃1(θj)[θj+1]Q . . . [θn]Q)[η1]Q . . . [ηm]Q +

(−1)n[θ1]Q . . . [θn]Q(
∑m

k=1(−1)k−1[η1]Q . . . [ηk−1]Qd̃1(ηk)[ηk+1]Q . . . [ηm]Q) = dn(t)[η1]Q . . . [ηm]Q +
(−1)n[θ1]Q . . . [θn]Qdm(u) = dn(t)[η1 ⊗A . . . ⊗A ηm]Q + (−1)n[θ1 ⊗A . . . ⊗A θn]Qdm(u) =
[dn(t)]Q[u]Q + (−1)n[t]Q[dm(u)]Q.

Luego, se verificará para n = 0 y m ≥ 1.

Así, se calcula d0+m(au) = dm(aη1 ⊗A . . . ⊗A ηk ⊗A . . . ⊗A ηm) = d̃1(aη1)[η2]Q . . . [ηm]Q +
∑m

k=2(−1)k−1[aη1]Q . . . [ηk−1]Qd̃1(ηk)[ηk+1]Q . . . [ηm]Q = (d̃0(a)η1 + ad̃1(η1))[η2]Q . . . [ηm]Q +
∑m

k=2(−1)k−1[aη1]Q . . . [ηk−1]Qd̃1(ηk)[ηk+1]Q . . . [ηm]Q = d̃0(a)[η1]Q[η2]Q . . . [ηm]Q +
ad̃1(η1)[η2]Q . . . [ηm]Q +

∑m
k=2(−1)k−1[aη1]Q . . . [ηk−1]Qd̃1(ηk)[ηk+1]Q . . . [ηm]Q =

d̃0(a)[η1 ⊗A . . . ⊗A ηm]Q + a
∑m

k=1(−1)k−1[η1]Q . . . [ηk−1]Qd̃1(ηk)[ηk+1]Q . . . [ηm]Q = d̃0(a)[u]Q +
adm(u) = [d̃0(a)]Q[u]Q + (−1)0[a]Q[dm(u)]Q.

Después, se verificará para n ≥ 1 y m = 0.

Así, se calcula dn+0(ta) = dn(θ1 ⊗A . . .⊗A θj ⊗A . . .⊗A θna) =
∑n−1

j=1 (−1)j−1[θ1]Q . . . [θj−1]Qd̃1(θj)[θj+1]Q . . . [θna]Q + (−1)n−1[θ1]Q . . . [θn−1]Qd̃1(θna) =
∑n−1

j=1 (−1)j−1[θ1]Q . . . [θj−1]Qd̃1(θj)[θj+1]Q . . . [θna]Q +

(−1)n−1[θ1]Q . . . [θn−1]Q(d̃1(θn)a− θnd̃0(a)) =
∑n−1

j=1 (−1)j−1[θ1]Q . . . [θj−1]Qd̃1(θj)[θj+1]Q . . . [θna]Q + (−1)n−1[θ1]Q . . . [θn−1]Qd̃1(θn)a+

(−1)n[θ1]Q . . . [θn−1]Q[θn]Qd̃0(a) = (
∑n

j=1(−1)j−1[θ1]Q . . . [θj−1]Qd̃1(θj)[θj+1]Q . . . [θn]Q)a+

(−1)n[θ1 ⊗A . . .⊗A θn]Qd̃0(a) = dn(t)a+ (−1)n[t]Qd̃0(a) = [dn(t)]Q[a]Q + (−1)n[t]Q[d̃0(a)]Q.

Esto demuestra que los mapeos dn : Γ⊗n → Γ∧n+1 satisfacen la regla de Leibniz.

Luego, se verificará que Q ⊂ ker(dn).

Sean Q =
∑

i d(ai) ⊗A d(bi) ∈ Q y ρ ∈ Γ⊗n.
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Por un lado, se calcula d2+n(Q⊗Aρ) = d2+n((
∑

i d(ai)⊗Ad(bi))⊗Aρ) = d2(
∑

i d(ai)⊗Ad(bi))[ρ]Q+
(−1)2[

∑

i d(ai) ⊗A d(bi)]Qdn(ρ) = (
∑

i d1+1(d̃0(ai) ⊗A d̃0(bi)))[ρ]Q + [
∑

i d(ai) ⊗A d(bi)]Qd(ρ) =
(
∑

i(d̃1(d̃0(ai))d(bi) + (−1)1d(ai)d̃1(d̃0(bi))))[ρ]Q + [
∑

i d(ai) ⊗A d(bi)]Qd(ρ) = 0.

Por otro lado, se calcula dn+2(ρ⊗A Q) = dn+2(ρ⊗A (
∑

i d(ai) ⊗A d(bi))) =
dn(ρ)[

∑

i d(ai) ⊗A d(bi)]Q + (−1)n[ρ]Qd2(
∑

i d(ai) ⊗A d(bi)) = dn(ρ)[
∑

i d(ai) ⊗A d(bi)]Q +
(−1)n[ρ]Q(

∑

i d1+1(d̃0(ai)⊗A d̃0(bi))) = dn(ρ)[
∑

i d(ai)⊗Ad(bi)]Q +(−1)n[ρ]Q(
∑

i(d̃1(d̃0(ai))d(bi)+
(−1)1d(ai)d̃1(d̃0(bi)))) = 0.

Entonces Q⊗A ρ ∈ ker(d) y ρ⊗A Q ∈ ker(d) de donde Q ⊂ ker(d).

Ahora, notemos que por la propiedad universal del cociente existe un único mapeo lineal
d̃n : Γ∧n → Γ∧n+1 tal que d̃n ◦ [·]Q = dn.

Finalmente, notemos que d̃n satisface la regla de Leibniz.

ii) Primero, se verificará para n = 1.

Sea a ∈ A.

Se calcula d̃1(d̃0(a)) = d̃1(1Ad(a)) = [d(1A) ⊗A d(a)]Q = 0.

Sea t = θ1 ⊗A . . .⊗A θj ⊗A . . .⊗A θn−1 con t ∈ Γ⊗n−1.

Luego, se verificará para n ≥ 2.

Así, se calcula d̃n(d̃n−1(t)) = d̃n(
∑n−1

j=1 (−1)j−1[θ1]Q . . . [θj−1]Qd̃1(θj)[θj+1]Q . . . [θn−1]Q) =

d̃n(
∑n−1

j=1 (−1)j−1[θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A (
∑

i d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij)) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1]Q) =
∑n−1

j=1

∑

i(−1)j−1d̃n([θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1]Q) =
∑n−1

j=1

∑

i(−1)j−1dn(θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1) =
∑n−1

j=1

∑

i(−1)j−1dj+(n−j)(θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1) =
∑n−1

j=1

∑

i(−1)j−1(dj(θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d̃0(aij))[d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1]Q +

(−1)j[θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d̃0(aij)]Qdn−j(d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1)) =
∑n−1

j=1

∑

i(−1)j−1(d(j−1)+1([θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d̃0(aij)])[d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1]Q +

(−1)j[θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d̃0(aij)]Qd1+(n−j−1)([d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1]Q)) =
∑n−1

j=1

∑

i(−1)j−1((dj−1(θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1)d̃0(aij) +

(−1)j−1[θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1]Qd̃1(d̃0(aij)))[d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1]Q +
(−1)j[θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d̃0(aij)]Q(d̃1(d̃0(bij))[θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1]Q +
(−1)1d̃0(bij)dn−j−1(θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1))) =
∑n−1

j=1

∑

i(−1)j−1(dj−1(θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1)d̃0(aij)[d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1]Q +

(−1)j+1[θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d0(aij)]Qd̃0(bij)dn−j−1(θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1)) =
∑n−1

j=1

∑

i(−1)j−1(dj−1(θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1)[d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1]Q +

(−1)j+1[θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d0(aij) ⊗A d̃0(bij)]Qdn−j−1(θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1)) =
∑n−1

j=1

∑

i(−1)j−1(
∑j−1

k=1(−1)k−1[θ1]Q . . . d̃1(θk) . . . [θj−1]Q
[d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1]Q + (−1)j+1[θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij)]Q
∑n−1

l=j+1(−1)l−j−1[θj+1]Q . . . d̃1(θl) . . . [θn−1]Q) =
∑n−1

j=1

∑

i

∑j−1
k=1(−1)j+k−2[θ1]Q . . . d̃1(θk) . . . [θj−1]Q[d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij) ⊗A θj+1 ⊗A . . .⊗A θn−1]Q +
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∑n−1
j=1

∑

i

∑n−1
l=j+1(−1)j+l−1[θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij)]Q[θj+1]Q . . . d̃1(θl) . . . [θn−1]Q =

∑n−1
j=1

∑

i

∑j−1
k=1(−1)j+k[θ1]Q . . . d̃1(θk) . . . [θj−1]Q[d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij)]Q[θj+1]Q . . . [θn−1]Q −

∑n−1
j=1

∑

i

∑n−1
l=j+1(−1)j+l[θ1]Q . . . [θj−1]Q[d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij)]Q[θj+1]Q . . . d̃1(θl) . . . [θn−1]Q =

∑

1≤k<j≤n−1(−1)j+k[θ1]Q . . . d̃1(θk) . . . [θj−1]Qd̃1(θj)[θj+1]Q . . . [θn−1]Q −
∑

1≤j<l≤n−1(−1)j+l[θ1]Q . . . [θj−1]Qd̃1(θj)[θj+1]Q . . . d̃1(θl) . . . [θn−1]Q =
∑

1≤k<j≤n−1(−1)k+j[θ1]Q . . . d̃1(θk) . . . d̃1(θj) . . . [θn−1]Q −
∑

1≤k<j≤n−1(−1)k+j[θ1]Q . . . d̃1(θk) . . . d̃1(θj) . . . [θn−1]Q = 0.

Esto demuestra que d̃n ◦ d̃n−1 = 0 ∀ n ≥ 1.

Notemos que los incisos i), ii) y iii) de la proposición anterior definen de manera única los mapeos d̃n.

Proposición 43 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO sobre A. Sea Γ∧ el CDAO envolvente
universal de (Γ, d). Sea (Ω, dΩ) una álgebra diferencial. Sean φ0 : Γ∧0 → Ω un homomorfismo de
álgebras y φ1 : Γ∧1 → Ω un mapeo lineal tales que φ1(ad(b)) = φ0(a)dΩ(φ0(b)) con a, b ∈ A. Entonces
existen únicos mapeos lineales φn : Γ∧n → Ω con n ≥ 2 tales que φ =

⊕∞
n=0 φ

n :
⊕∞

n=0 Γ∧n → Ω es un
homomorfismo de álgebras diferenciales.

Demostración Sea a ∈ A y w ∈ Γ.

Notemos que Ω es un A-módulo izquierdo con la operación aw = φ0(a)w.

Primero, se verificará que φ0 y φ1 satisfacen φ1(aρ) = φ0(a)φ1(ρ) y φ1(d(a)) = dΩ(φ0(a)) ∀ a ∈ A y
∀ ρ ∈ Γ si y solo si φ1(ad(b)) = φ0(a)dΩ(φ0(b)) ∀ a, b ∈ A.

Ahora, se verificará la implicación directa.

Así, se calcula φ1(ad(b)) = φ0(a)φ1(d(b)) = φ0(a)dΩ(φ0(b)).

Esto demuestra que φ1(ad(b)) = φ0(a)dΩ(φ0(b)) ∀ a, b ∈ A.

Luego, se verificará la implicación inversa.

Ahora, se calcula φ1(d(b)) = φ1(1Ad(b)) = φ0(1A)dΩ(φ0(b)) = 1ΩdΩ(φ0(b)) = dΩ(φ0(b)).

Notemos que φ0(1A) = 1Ω.

Esto demuestra que φ1(d(a)) = dΩ(φ0(a)) ∀ a ∈ A.

Notemos que bd(c) con b, c ∈ A generan a Γ.

Así, se calcula φ1(abd(c)) = φ0(ab)dΩ(φ0(c)) = φ0(a)φ0(b)dΩ(φ0(c)) = φ0(a)φ1(bd(c)).
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Esto demuestra que φ1(aρ) = φ0(a)φ1(ρ) ∀ a ∈ A y ∀ ρ ∈ Γ.

Sea a ∈ Γ∧0.

Ahora, se define φ⊗0 : Γ∧0 → Ω dada por φ⊗0(a) = φ0(a).

Sea θ ∈ Γ∧1.

Luego, se define φ⊗1 : Γ∧1 → Ω dada por φ⊗1(θ) = φ1(θ).

Sea t = θ1 ⊗A . . .⊗A θj ⊗A . . .⊗A θn con j ∈ {1, . . . , n} donde t ∈ Γ⊗n.

Después, se define φ⊗n : Γ⊗n → Ω dada por φ⊗n(t) = φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θn) con n ≥ 2.

Así, se define φ⊗ =
⊕∞

n=0 φ
⊗n :

⊕∞
n=0 Γ⊗n → Ω.

Sea u = η1 ⊗A . . .⊗A ηk ⊗A . . .⊗A ηm con k ∈ {1, . . . ,m} donde u ∈ Γ⊗m.

Ahora, se verificará que φ⊗ preserva la suma.

Así, se calcula φ⊗(t+ u) = φ⊗n(t) + φ⊗m(u) = φ⊗(t) + φ⊗(u).

Esto demuestra que φ⊗ preserva la suma.

Luego, se verificará que φ⊗ preserva la multiplicación por escalar.

Ahora, sea c ∈ C se calcula φ⊗(ct) = φ⊗n(ct) = φ⊗1(cθ1) . . . φ
⊗1(θn) = c(φ⊗1(θ1) . . . φ

⊗1(θn)) =
cφ⊗n(t) = cφ⊗(t).

Esto demuestra que φ⊗ preserva la multiplicación por escalar.

Después, se verificará que φ⊗ preserva el producto de álgebra.

Ahora, se verificará para n = 0 y m = 0.

Así, se calcula φ⊗(a)φ⊗(b) = φ⊗0(a)φ⊗0(b) = φ0(a)φ0(b) = φ0(ab).

Luego, se verificará para n ≥ 2 y m ≥ 2.

Ahora, se calcula φ⊗(t)φ⊗(u) = φ⊗n(t)φ⊗m(u) = φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θn)φ⊗1(η1) . . . φ

⊗1(ηm) =
φ⊗n+m(t⊗A u) = φ⊗(t⊗A u).

66



5 CÁLCULO DIFERENCIAL DE ALTO ORDEN ENVOLVENTE UNIVERSAL

Después, se verificará para n = 0 y m ≥ 2.

Así, se calcula φ⊗(au) = φ⊗1(aη1) . . . φ
⊗1(ηm) = φ⊗1(abd(c))φ⊗1(η2) . . . φ

⊗1(ηm) =
φ⊗0(ab)dΩ(φ⊗0(c))φ⊗1(η2) . . . φ

⊗1(ηm) = φ⊗0(a)φ⊗0(b)dΩ(φ⊗0(c))φ⊗1(η2) . . . φ
⊗1(ηm) =

φ⊗0(a)φ⊗1(bd(c))φ⊗1(η2) . . . φ
⊗1(ηm) = φ⊗0(a)φ⊗1(η1)φ

⊗1(η2) . . . φ
⊗1(ηm) = φ⊗0(a)φ⊗m(u) =

φ⊗(a)φ⊗(u).

Luego, se verificará para n ≥ 2 y m = 0.

Ahora, se calcula φ⊗(ta) = φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θna) = φ⊗1(θ1) . . . φ

⊗1(θn−1)φ
⊗1(bd(c)a) =

φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θn−1)φ

⊗1(bd(ca) − bcd(a)) = φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θn−1)(φ

⊗1(bd(ca)) − φ⊗1(bcd(a))) =
φ⊗1(θ1) . . . φ

⊗1(θn−1)(φ
⊗0(b)dΩ(φ⊗0(ca)) − φ⊗0(bc)dΩ(φ⊗0(a))) =

φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θn−1)(φ

⊗0(b)dΩ(φ⊗0(c)φ⊗0(a)) − φ⊗0(b)φ⊗0(c)dΩ(φ⊗0(a))) =
φ⊗1(θ1) . . . φ

⊗1(θn−1)φ
⊗0(b)(dΩ(φ⊗0(c))φ⊗0(a) + φ⊗0(c)dΩ(φ⊗0(a)) − φ⊗0(c)dΩ(φ⊗0(a))) =

φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θn−1)φ

⊗0(b)dΩ(φ⊗0(c))φ⊗0(a) = φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θn−1)φ

⊗1(bd(c))φ⊗0(a) =
φ⊗1(θ1) . . . φ

⊗1(θn−1)φ
⊗1(θn)φ⊗0(a) = φ⊗n(t)φ⊗0(a) = φ⊗(t)φ⊗(a).

Esto demuestra que φ⊗ preserva el producto de álgebra.

De esta manera, se ha demostrado que φ⊗ es un homomorfismo de álgebras.

Ahora, se verificará que Q ⊂ ker(φ⊗).

Sea Q =
∑

i d(ai) ⊗A d(bi) ∈ Q con
∑

i aid(bi) = 0.

Se calcula φ⊗(Q) =
∑

i φ
⊗2(d(ai) ⊗A d(bi)) =

∑

i φ
⊗1(d(ai))φ

⊗1(d(bi)) =
∑

i φ
⊗1(1Ad(ai))φ

⊗1(1Ad(bi)) =
∑

i φ
⊗0(1A)dΩ(φ⊗0(ai))φ

⊗0(1A)dΩ(φ⊗0(bi)) =
∑

i dΩ(φ⊗0(ai))dΩ(φ⊗0(bi)) =
∑

i dΩ(φ⊗0(ai)dΩ(φ⊗0(bi))) = dΩ(
∑

i φ
⊗0(ai)dΩ(φ⊗0(bi))) =

dΩ(
∑

i φ
⊗1(aid(bi))) = dΩ(φ⊗1(

∑

i aid(bi))) = 0.

Entonces Q ∈ ker(φ⊗) de donde Q ⊂ ker(φ⊗).

Ahora, notemos que por la propiedad universal del cociente existe un único mapeo lineal
φ =

⊕∞
n=0 φ

n :
⊕∞

n=0 Γ∧n → Ω tal que φ ◦ [·]Q = φ⊗.

Luego, notemos que φ es un homomorfismo de álgebras.

Después, se verificará que (φn+1 ◦ d̃n)([t]Q) = (dΩ ◦ φn)([t]Q) con n ≥ 2.

Por un lado, se calcula (φn+1 ◦ d̃n)([t]Q) = φn+1(
∑n

j=1(−1)j−1[θ1]Q . . . [θj−1]Qd̃1(θj)[θj+1]Q . . . [θn]Q) =
∑n

j=1(−1)j−1φn+1([θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A (
∑

i d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij)) ⊗ θj+1 ⊗A . . .⊗A θn]Q) =
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∑n
j=1

∑

i(−1)j−1φ⊗n+1(θ1 ⊗A . . .⊗A θj−1 ⊗A d̃0(aij) ⊗A d̃0(bij) ⊗ θj+1 ⊗A . . .⊗A θn) =
∑n

j=1

∑

i(−1)j−1(φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θj−1)φ

⊗1(d̃0(aij))φ
⊗1(d̃0(bij))φ

⊗1(θj+1) . . . φ
⊗1(θn)) =

∑n
j=1

∑

i(−1)j−1(φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θj−1)dΩ(φ⊗0(aij))dΩ(φ⊗0(bij))φ

⊗1(θj+1) . . . φ
⊗1(θn)) =

∑n
j=1

∑

i(−1)j−1(φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θj−1)dΩ(φ⊗0(aij)dΩ(φ⊗0(bij)))φ

⊗1(θj+1) . . . φ
⊗1(θn)) =

∑n
j=1

∑

i(−1)j−1(φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θj−1)dΩ(φ⊗1(aij d̃0(bij)))φ

⊗1(θj+1) . . . φ
⊗1(θn)).

Por otro lado, se calcula (dΩ ◦ φn)([t]Q) = dΩ(φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θj) . . . φ

⊗1(θn)) =
∑n

j=1(−1)j−1φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θj−1)dΩ(φ⊗1(θj))φ

⊗1(θj+1) . . . φ
⊗1(θn) =

∑n
j=1(−1)j−1(φ⊗1(θ1) . . . φ

⊗1(θj−1)dΩ(φ⊗1(
∑

i aij d̃0(bij)))φ
⊗1(θj+1) . . . φ

⊗1(θn)) =
∑n

j=1

∑

i(−1)j−1(φ⊗1(θ1) . . . φ
⊗1(θj−1)dΩ(φ⊗1(aij d̃0(bij)))φ

⊗1(θj+1) . . . φ
⊗1(θn)).

Entonces (φn+1 ◦ d̃n)([t]Q) = (dΩ ◦ φn)([t]Q) ∀ n ≥ 2.

De esta manera, se ha demostrado que φ es un homomorfismo de álgebras diferenciales.

Finalmente, notemos que por construcción los mapeos φn son únicos.

Proposición 44 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO covariante izquierdo sobre A. Sea
π : A → invΓ el mapeo de gérmenes cuántico de Γ. Entonces d(π(a)) = −π(a(1))π(a(2)) para todo
a ∈ A.

Demostración Sea a ∈ A.

Se calcula π(a(1))π(a(2)) = κ(a(1))d(a(2))κ(a(3))d(a(4)) = κ(a(1))(d(a(2)κ(a(3))) −
a(2)d(κ(a(3))))d(a(4)) = κ(a(1))d(a(2)κ(a(3)))d(a(4)) − κ(a(1))a(2)d(κ(a(3)))d(a(4)) =
κ(a(1))d(η(ε(a(2))))d(a(3)) − κ(a(1))a(2)d(κ(a(3)))d(a(4)) = κ(a(1))d(ε(a(2))1A)d(a(3)) −
κ(a(1))a(2)d(κ(a(3)))d(a(4)) = κ(a(1))ε(a(2))d(1A)d(a(3)) − κ(a(1))a(2)d(κ(a(3)))d(a(4)) =
− κ(a(1))a(2)d(κ(a(3)))d(a(4)) = −η(ε(a(1)))d(κ(a(2)))d(a(3)) = −ε(a(1))d(κ(a(2)))d(a(3)) =
− d(ε(a(1))κ(a(2)))d(a(3)) = −d(κ(ε(a(1))a(2)))d(a(3)) = −d(κ(a(1)))d(a(2)) = −d(κ(a(1))d(a(2))) =
− d(π(a)).

Esto demuestra que d(π(a)) = −π(a(1))π(a(2)) ∀ a ∈ A.
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6. Cálculo Diferencial de Alto Orden Trenzado

6.1. Álgebra Exterior Trenzada

A continuación se presentarán definiciones y proposiciones relacionadas con grupos trenzados. Estos
juegan un papel fundamental en la construcción del CDAO trenzado. Debido a que el objetivo del
presente trabajo no es ampliar la teoría de grupos trenzados, algunas proposiciones se presentan sin
demostración. Estas se pueden consultar en la bibliografía indicada.

Definición 37 Sea {1, . . . , k} un conjunto con k ≥ 0. Llamamos a
Sk = {τ : {1, . . . , k} → {1, . . . , k} | τ es biyectiva} grupo de todas las permutaciones de {1, . . . , k}.
Más aún, S0 = {e} y S1 = {e}.

La demostración de la siguiente proposición se puede encontrar en [Hungerford, 1974] [Moore, 1897].

Proposición 45 Sea Sk el grupo de todas las permutaciones de {1, . . . , k} con k ≥ 0. Definimos
τj ∈ Sk dada por τj = (j, j + 1) que intercambia el elemento j ∈ {1, . . . , k} por el elemento
j + 1 ∈ {1, . . . , k} con 1 ≤ j < k. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) τiτj = τjτi ∀ |i− j| > 2.

ii) τiτjτi = τjτiτj ∀ |i− j| = 1.

iii) τ 2
i = e ∀ i ∈ {1, . . . , k − 1}.

iv) Sk es isomorfo al grupo generado por el conjunto de k-1 símbolos τ1, . . . , τk−1.

v) Sk es un grupo finito con k! elementos.

vi) Sk es un grupo no abeliano ∀ k ≥ 3.

vii) S2
∼= Z2 es un grupo cíclico, finito y abeliano.

viii) Sk es generado por k − 1 elementos.

Definición 38 Sean σ1, . . . , σk−1 k-1 símbolos tales que σiσj = σjσi para todo |i − j| > 2 y
σiσjσi = σjσiσj para todo |i− j| = 1. Llamamos a Bk con k ≥ 2 grupo trenzado si es generado por
σ1, . . . , σk−1. Más aún, B0 = {e} y B1 = {e}.

Las demostraciones de las siguientes tres proposiciones se pueden encontrar en [Kassel y Turaev,
2008].
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Proposición 46 Sea Sk el grupo de todas las permutaciones de {1, . . . , k} y Bk el grupo trenzado
con k ≥ 0. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Existe un único epimorfismo de grupos pk : Bk → Sk dado por pk(σi) = τi ∀ i ∈ {1, . . . , k − 1}.

ii) Bk es un grupo infinito y no abeliano ∀ k ≥ 3.

iii) B2
∼= Z es un grupo cíclico, infinito y abeliano.

iv) Bk es generado por k − 1 elementos.

Proposición 47 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea
σ : Γ⊗2 → Γ⊗2 el mapeo de virado del 2-álgebra tensorial Γ⊗2. Sea Sk el grupo de todas las
permutaciones de {1, . . . , k} y Bk el grupo trenzado con k ≥ 0. Entonces la asignación σ1 → σ induce
un homomorfismo de grupos ϕ2 : B2 → GL(Γ⊗2) llamado representación de B2 en Γ⊗2. Además,
ϕ2 = ψ2 ◦ p2 si y solo si ker(p2) ⊂ ker(ϕ2) con ψ2 : S2 → GL(Γ⊗2) una representación de S2 en Γ⊗2.
Más aún, Ran(ϕ2) ⊂ R donde R ⊂ GL(Γ⊗2) es el subgrupo de homomorfismos de A-bimódulos que
conmutan con las coacciones izquierda y derecha de A sobre Γ⊗2.

Definición 39 Sea Sk el grupo de todas las permutaciones de {1, . . . , k} con k ≥ 0. Llamamos
número de inversiones de pares inducido por τ ∈ Sk a I(τ) = card{(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ k y τ(j) < τ(i)}.

Proposición 48 Sea Sk el grupo de todas las permutaciones de {1, . . . , k} con k ≥ 0. Sea τ ∈ Sk e
I(τ) = m. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Existen índices s1, . . . , sm ∈ {1, . . . , k − 1} tales que τ = τs1
. . . τsm

.

ii) Los índices son únicos si y solo si k ∈ {1, 2}.

iii) τ = e si y solo si I(τ) = 0.

Proposición 49 Sea Sk el grupo de todas las permutaciones de {1, . . . , k} y Bk el grupo trenzado
con k ≥ 0. Definimos el mapeo πk : Sk → Bk dado por πk(τ) = σs1

. . . σsm
. Entonces se satisfacen las

siguientes propiedades:

i) Si I(τ) = 1 entonces πk(τ 2) = e.

ii) Si I(τ) = 1 entonces π2
k(τ) ̸= e.

iii) Si α, β ∈ Sk satisfacen I(αβ) = I(α) + I(β) entonces πk(αβ) = πk(α)πk(β).

6.1 Álgebra Exterior Trenzada
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Demostración

i) Sea I(τ) = 1.

Primero, notemos que por el inciso ii) de la Proposición 48, existe un único índice s1 tal que
τ = τs1

.

Así, se calcula πk(τ 2) = π(e).

Notemos que por el inciso iii) de la Proposición 48, I(τ 2) = 0 entonces {s1, . . . , sm} = ∅.

De donde πk(τ 2) = e.

ii) Sea I(τ) = 1.

Primero, notemos que por el inciso ii) de la Proposición 48, existe un único índice s1 tal que
τ = τs1

de donde πk(τ) = σs1
.

Ahora, se calcula π2
k(τ) = σ2

s1
.

Notemos que los generadores del grupo trenzado tienen orden infinito.

Entonces π2
k(τ) ̸= e.

iii) Sea I(α) = m y I(β) = n.

Notemos que por el inciso i) de la Proposición 48, α = τt1
. . . τtm

y β = τs1
. . . τsn

entonces
αβ = τt1

. . . τtm
τs1

. . . τsn
.

Así, se calcula I(αβ) = I(α) + I(β) = m+ n.

De donde πk(αβ) = σt1
. . . σtm

σs1
. . . σsn

= πk(α)πk(β).

Notemos que la definición de πk(τ) = σs1
. . . σsm

no depende de la factorización τ = τs1
. . . τsm

.
Además, πk : Sk → Bk es inyectiva y pk ◦ πk = id. Más aún, πk(τ 2) ̸= π2

k(τ) por lo que πk no es un
homomorfismo de grupos.

Definición 40 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea Sk

el grupo de todas las permutaciones de {1, . . . , k} y Bk el grupo trenzado con k ≥ 0. Llamamos
operador de antitrenzado al mapeo lineal Ak : Γ⊗k → Γ⊗k dado por Ak =

∑

α∈Sk
sign(α)ϕk(πk(α))

donde sign : Sk → {1,−1} está dado por sign(α) = (−1)I(α). Más aún, A0 = idA y A1 = idΓ.

Definición 41 Sea Sk el grupo de todas las permutaciones de {1, . . . , k} con k ≥ 0. Llamamos a
SHk,h = {τ ∈ Sk | τ(i) < τ(j) siempre que 1 ≤ i < j ≤ h o h < i < j ≤ k con 0 ≤ h ≤ k} conjunto
de todos los h-barajeos en Sk.

Notemos que si τ ∈ Sk con τ ≠ e es un h-barajeo entonces h es único. Además, card{SHk,h} =
(

k

h

)

=
k!

h!(k−h)!
y SHk,h no es un subgrupo de Sk. Más aún, SHk,0 = {e} y SHk,k = {e}.

La demostración de la siguiente proposición se puede encontrar en [Sontz, 2015].

6.1 Álgebra Exterior Trenzada
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Proposición 50 Sea Sk el grupo de todas las permutaciones de {1, . . . , k} y SHk,h el conjunto de
todos los h-barajeos en Sk con k ≥ 0. Sea τ ∈ Sk. Entonces para todo 0 ≤ h ≤ k existen únicos
α, β ∈ Sk y un único ν ∈ SHk,h que satisfacen las siguientes propiedades:

i) τ = ναβ.

ii) α deja fijo {h+ 1, . . . , k}. Es decir, α ∈ Sh × {e} ∼= Sh.

iii) β deja fijo {1, . . . , h}. Es decir, β ∈ {e} × Sk−h
∼= Sk−h.

Corolario 3 Sea Sk el grupo de todas las permutaciones de {1, . . . , k} y SHk,h el conjunto de todos
los h-barajeos en Sk con k ≥ 0. Sea τ ∈ Sk y 0 ≤ h ≤ k. Sean α, β ∈ Sk y ν ∈ SHk,h de la Proposición
50. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) I(τ) = I(ν) + I(α) + I(β).

ii) πk(τ) = πk(ν)πk(α)πk(β).

Definición 42 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea Sk el grupo
de todas las permutaciones de {1, . . . , k} y Bk el grupo trenzado con k ≥ 0. Llamamos operador de
antitrenzado h-barajeo al mapeo lineal Ak,h : Γ⊗k → Γ⊗k dado por Ak,h =

∑

α∈SHk,h
sign(α)ϕk(πk(α)).

Más aún, Ak,0 = idΓ⊗k y Ak,k = idΓ⊗k .

Proposición 51 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea Sk el
grupo de todas las permutaciones de {1, . . . , k} y Bk el grupo trenzado con k ≥ 0. Sea Ak el operador
de antitrenzado y Ak,h el operador de antitrenzado h-barajeo. Entonces Ak = Ak,h(Ah ⊗A Ak−h) para
todo 0 ≤ h ≤ k.

Demostración Primero, notemos que Ak mapea linealmente Γ⊗k a Γ⊗k.

Luego, notemos que Γ⊗h ⊗A Γ⊗k−h ∼= Γ⊗k entonces Ah ⊗A Ak−h mapea linealmente Γ⊗k a Γ⊗k.

Entonces Ak,h(Ah ⊗A Ak−h) mapea linealmente Γ⊗k a Γ⊗k.

Sea 0 ≤ h ≤ k.

Así, se calcula Ah ⊗A Ak−h =
∑

α∈Sh
signh(α)ϕh(πh(α)) ⊗A

∑

β∈Sk−h
signk−h(β)ϕk−h(πk−h(β)) =

∑

α∈Sh

∑

β∈Sk−h
signh(α)signk−h(β)(ϕh(πh(α)) ⊗A id)(id ⊗A ϕk−h(πk−h(β))) =

∑

α∈Sh

∑

β∈Sk−h
signk(α× e)signk(e× β)ϕk(πk(α× e))ϕk(πk(e× β)) =

∑

α∈Sh×e

∑

β∈e×Sk−h
signk(α)signk(β)ϕk(πk(α))ϕk(πk(β)) =

∑

α∈Sh×e

∑

β∈e×Sk−h
signk(αβ)ϕk(πk(αβ)).

Ahora, se calcula Ak,h(Ah ⊗A Ak−h) =
∑

ν∈SHk,h
signk(ν)ϕk(πk(ν))

∑

α∈Sh×e

∑

β∈e×Sk−h
signk(αβ)ϕk(πk(αβ)) =

∑

ν∈SHk,h

∑

α∈Sh×e

∑

β∈e×Sk−h
signk(ναβ)ϕk(πk(ναβ)) =

∑

τ∈Sk
signk(τ)ϕk(πk(τ)) = Ak.

6.1 Álgebra Exterior Trenzada
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Esto demuestra que Ak = Ak,h(Ah ⊗A Ak−h) ∀ 0 ≤ h ≤ k.

Notemos que An+m = An+m,n(An ⊗A Am) = An+m,m(Am ⊗A An).

Proposición 52 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea Ak el
operador de antitrenzado con k ≥ 0. Definimos K =

⊕∞
n=0 Kn =

⊕∞
n=0 ker(An). Entonces K es un

ideal izquierdo y derecho graduado en ⊗AΓ.

Demostración Primero, se verificará que Kn es subespacio vectorial de Γ⊗n con n ≥ 0.

Notemos que como An es un mapeo lineal entonces ker(An) es subespacio vectorial de Γ⊗n.

De donde K es subespacio vectorial graduado de ⊗AΓ.

Luego, se verificará que Kn es cerrado bajo la multiplicación izquierda.

Sea w ∈ Kn y η ∈ Γ⊗m.

Notemos que por la Proposición 51, An+m = An+m,m(Am ⊗A An).

Así, se calcula An+m(η ⊗A w) = An+m,m(Am ⊗A An)(η ⊗A w) = An+m,m(Am(η) ⊗A An(w)) =
An+m,m(Am(η) ⊗A 0) = 0.

Después, se verificará que Kn es cerrado bajo la multiplicación derecha.

Notemos que por la Proposición 51, An+m = An+m,n(An ⊗A Am).

Ahora, se calcula An+m(w ⊗A η) = An+m,n(An ⊗A Am)(w ⊗A η) = An+m,n(An(w) ⊗A Am(η)) =
An+m,n(0 ⊗A Am(η)) = 0.

Esto demuestra que K es un ideal izquierdo y derecho graduado en ⊗AΓ.

Notemos que K0 = ker(A0) = ker(idA) = 0 y K1 = ker(A1) = ker(idΓ) = 0.

Definición 43 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea ⊗AΓ el
álgebra tensorial de Γ. Sea K el ideal izquierdo y derecho graduado en ⊗AΓ. Llamamos a ∧Γ = ⊗AΓ

K

álgebra exterior trenzada de Γ.

Notemos que por el Primer Teorema de Isomorfismos de A-bimódulos ∧kΓ ∼= Ran(Ak). Más aún,
∧0Γ = Γ⊗0

ker(A0)
= A

ker(idA)
= A

0
= A y ∧1Γ = Γ⊗1

ker(A1)
= Γ

ker(idΓ)
= Γ

0
= Γ.

6.1 Álgebra Exterior Trenzada
73



6 CÁLCULO DIFERENCIAL DE ALTO ORDEN TRENZADO

Proposición 53 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea ∧Γ el
álgebra exterior trenzada de Γ. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) ∧Γ es una álgebra graduada con el producto cuña trenzado ∧ : ∧kΓ × ∧lΓ → ∧k+lΓ dado por
w1 ∧ w2 = [t1 ⊗A t2]K con w1 = [t1]K y w2 = [t2]K donde t1 ∈ Γ⊗k y t2 ∈ Γ⊗l.

ii) ∧Γ es generada por ∧1Γ. Es decir, si w ∈ ∧kΓ entonces w = θ1 ∧ · · · ∧ θk con θ1, . . . , θk ∈ ∧1Γ.

iii) w1 ∧ w2 = Ak+l,k(w1 ⊗A w2) ∀ w1 ∈ ∧kΓ y ∀ w2 ∈ ∧lΓ.

Demostración

i) Se sigue de la definición del producto cuña trenzado.

ii) Se sigue de que ⊗AΓ es generada por Γ⊗1.

iii) Sean w1 ∈ ∧kΓ y w2 ∈ ∧lΓ.

Entonces w1 = Akη1 con η1 ∈ Γ⊗k y w2 = Alη2 con η2 ∈ Γ⊗l.

Así, se calcula w1 ∧ w2 = η1 ⊗A η2 + ker(Ak+l) con w1 ∧ w2 ∈ ∧k+lΓ.

De donde w1 ∧ w2 = Ak+l(η1 ⊗A η2) = Ak+l,k(Ak ⊗A Al)(η1 ⊗A η2) = Ak+l,k(Akη1 ⊗A Alη2) =
Ak+l,k(w1 ⊗A w2).

Proposición 54 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea Ak el
operador de antitrenzado con k ≥ 0. Sea ΦΓ⊗n la coacción izquierda de A sobre Γ⊗n de la Proposición
38. Entonces An hace que el siguiente diagrama conmute:

Γ⊗n Γ⊗n

A⊗ Γ⊗n A⊗ Γ⊗n

An

Φ
Γ⊗n Φ

Γ⊗n

id⊗An

((id ⊗ An) ◦ ΦΓ⊗n)(t) = (ΦΓ⊗n ◦ An)(t) ∀ t ∈ Γ⊗n.

Demostración Primero, notemos que basta verificar que An hace que el siguiente diagrama conmute:

Γ⊗n Γ⊗n

A⊗ Γ⊗n A⊗ Γ⊗n

ϕn(σj)

Φ
Γ⊗n Φ

Γ⊗n

id⊗ϕn(σj)
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((id ⊗ ϕn(σj)) ◦ ΦΓ⊗n)(t) = (ΦΓ⊗n ◦ ϕn(σj))(t) ∀ t ∈ Γ⊗n.

Sea t = θ1 ⊗A · · · ⊗A θj ⊗A · · · ⊗A θn con j ∈ {1, . . . , n} donde t ∈ Γ⊗n.

Notemos que por el inciso iii) de la Proposición 41, ((id ⊗ σ) ◦ ΦΓ⊗2)(a⊗ b) = (ΦΓ⊗2 ◦ σ)(a⊗ b)
∀ a, b ∈ Γ.

Por un lado, se calcula ((id ⊗ ϕn(σj)) ◦ ΦΓ⊗n)(t) =

(id ⊗ ϕn(σj))
(

(a
(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ (θ
(0)
1 ⊗A · · · ⊗A θ

(0)
n )

)

=

(a
(−1)
1 . . . a(−1)

n )⊗ϕn(σj)(θ
(0)
1 ⊗A· · ·⊗Aθ

(0)
n ) = (a

(−1)
1 . . . a(−1)

n )⊗(θ
(0)
1 ⊗A· · ·⊗Aσ(θ

(0)
j ⊗θ

(0)
j+1)⊗A· · ·⊗Aθ

(0)
n ).

Por otro lado, se calcula (ΦΓ⊗n ◦ ϕn(σj))(t) = ΦΓ⊗n(θ1 ⊗A · · · ⊗A σ(θj ⊗A θj+1) ⊗A · · · ⊗A θn) =

(a
(−1)
1 . . . a

(−1)
j−1 a

(−1)
j a

(−1)
j+1 a

(−1)
j+2 . . . a

(−1)
n ) ⊗ (θ

(0)
1 ⊗A · · · ⊗A σ(θ

(0)
j ⊗A θ

(0)
j+1) ⊗A · · · ⊗A θ

(0)
n ) =

(a
(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ (θ
(0)
1 ⊗A · · · ⊗A σ(θ

(0)
j ⊗A θ

(0)
j+1) ⊗A · · · ⊗A θ

(0)
n ).

Entonces ((id ⊗ ϕn(σj)) ◦ ΦΓ⊗n)(t) = (ΦΓ⊗n ◦ ϕn(σj))(t).

Proposición 55 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea Ak el
operador de antitrenzado con k ≥ 0. Sea Γ⊗nΦ la coacción derecha de A sobre Γ⊗n de la Proposición
39. Entonces An hace que el siguiente diagrama conmute:

Γ⊗n Γ⊗n

Γ⊗n ⊗ A Γ⊗n ⊗ A

An

Γ⊗n Φ
Γ⊗n Φ

An⊗id

((An ⊗ id) ◦ Γ⊗nΦ)(t) = (Γ⊗nΦ ◦ An)(t) ∀ t ∈ Γ⊗n.

Demostración Análoga a la demostración de la proposición anterior.

Definición 44 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Definimos el
mapeo lineal Φ∧nΓ : ∧nΓ → A⊗ ∧nΓ dado por Φ∧nΓ(θ1 ∧ · · · ∧ θn) = (a

(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ (θ
(0)
1 ∧ · · · ∧ θ(0)

n )

con n ≥ 2 donde θj ∈ Γ y ΦΓ(θj) = a
(−1)
j ⊗ θ

(0)
j para todo j ∈ {1, . . . , n}. Más aún, Φ∧0 = ϕ y

Φ∧1 = ΦΓ.

Notemos que por la Proposición 54 si α ∈ ker(An). Por un lado, se calcula An(α) = 0 entonces
(ΦΓ⊗n ◦ An)(α) = 0. Por otro lado, se calcula ΦΓ⊗n(α) = (a

(−1)
1 . . . a(−1)

n ) ⊗ (α
(0)
1 ⊗A . . . ⊗A α

(0)
n ) de

donde ((id ⊗ An) ◦ ΦΓ⊗n)(α) = 0. Por lo que ΦΓ⊗n(α) ∈ ker(id ⊗ An) = A ⊗ ker(An) si y solo si
((id⊗[·]K)◦ΦΓ⊗n)(α) = 0 entonces α ∈ ker((id⊗[·]K)◦ΦΓ⊗n) de donde ker(An) ⊂ ker((id⊗[·]K)◦ΦΓ⊗n).
Así, por la propiedad universal del cociente existe un único mapeo lineal Φ∧nΓ : ∧nΓ → A⊗ ∧nΓ tal
que Φ∧nΓ ◦ [·]K = (id ⊗ [·]K) ◦ ΦΓ⊗n . Además, Φ∧nΓ es una coacción izquierda de A sobre ∧nΓ.
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Definición 45 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Definimos el
mapeo lineal ∧nΓΦ : ∧nΓ → ∧nΓ⊗A dado por ∧nΓΦ(θ1 ∧· · ·∧θn) = (θ

(0)
1 ∧· · ·∧θ(0)

n )⊗(a
(1)
1 . . . a(1)

n ) con
n ≥ 2 donde θj ∈ Γ y ΓΦ(θj) = θ

(0)
j ⊗ a

(1)
j para todo j ∈ {1, . . . , n}. Más aún, ∧0Φ = ϕ y ∧1Φ = ΓΦ.

Notemos que por la Proposición 55 si α ∈ ker(An). Por un lado, se calcula An(α) = 0 entonces
(Γ⊗nΦ ◦ An)(α) = 0. Por otro lado, se calcula Γ⊗nΦ(α) = (α

(0)
1 ⊗A . . . ⊗A α(0)

n ) ⊗ (a
(1)
1 . . . a(1)

n ) de
donde ((An ⊗ id) ◦ Γ⊗nΦ)(α) = 0. Por lo que Γ⊗nΦ(α) ∈ ker(An ⊗ id) = ker(An) ⊗ A si y solo si
(([·]K ⊗id)◦Γ⊗nΦ)(α) = 0 entonces α ∈ ker(([·]K ⊗id)◦Γ⊗nΦ) de donde ker(An) ⊂ ker(([·]K ⊗id)◦Γ⊗nΦ).
Así, por la propiedad universal del cociente existe un único mapeo lineal ∧nΓΦ : ∧nΓ → ∧nΓ ⊗ A tal
que ∧nΓΦ ◦ [·]K = ([·]K ⊗ id) ◦ Γ⊗nΦ. Además, ∧nΓΦ es una coacción derecha de A sobre ∧nΓ.

Corolario 4 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sean Φ∧nΓ y ∧nΓΦ
las coacciones izquierda y derecha de A sobre ∧nΓ. Definimos los mapeos lineales Φ∧Γ =

⊕∞
n=0 Φ∧nΓ y

∧ΓΦ =
⊕∞

n=0 ∧nΓΦ. Entonces (∧Γ,Φ∧Γ, ∧ΓΦ) es una álgebra bicovariante graduada sobre A basada en
(Γ,ΦΓ, ΓΦ). Llamamos a (∧Γ,Φ∧Γ, ∧ΓΦ) álgebra bicovariante graduada trenzada.

6.2. Cálculo Diferencial de Alto Orden Trenzado

Proposición 56 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea
(∧Γ,Φ∧Γ, ∧ΓΦ) el álgebra bicovariante graduada trenzada. Entonces existe un único mapeo lineal
d̃ : ∧Γ → ∧Γ que satisface las siguientes propiedades:

i) d̃k : ∧kΓ → ∧k+1Γ ∀ k ≥ 0.

ii) d̃0 = d : A → Γ.

iii) d̃k+l(w1 ∧ w2) = d̃k(w1) ∧ w2 + (−1)kw1 ∧ d̃l(w2) ∀ w1 ∈ ∧kΓ y ∀ w2 ∈ ∧lΓ.

iv) d̃k ◦ d̃k−1 = 0 ∀ k ≥ 1.

v) (Φ∧Γ ◦ d̃k)(θ) = ((id ⊗ d̃k) ◦ Φ∧Γ)(θ) y (∧ΓΦ ◦ d̃k)(θ) = ((d̃k ⊗ id) ◦ ∧ΓΦ)(θ) ∀ θ ∈ ∧kΓ.

Llamamos a ∧Γ con la diferencial d̃ de la proposición anterior CDAO trenzado.

Demostración Primero, notemos que como A y Γ son A-módulos izquierdos entonces Γ′ = A⊕ Γ
es un A-módulo izquierdo.

Así, definimos X = (1A, 0) con X ∈ Γ′.

Entonces w′ = cX + w = (c, w) ∀ w′ ∈ Γ′ con c ∈ A y w ∈ Γ únicos.

Ahora, definimos la acción izquierda de A sobre Γ′ aw′ = a(cX +w) = acX + aw = a(c, w) = (ac, aw)
con a ∈ A.

6.2 Cálculo Diferencial de Alto Orden Trenzado
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Luego, definimos el mapeo inclusión i : Γ → Γ′ dado por i(w) = (0, w).

Después, definimos la operación w′b = (cX +w)b = cbX + cd(b) +wb = (c, w)b = (cb, cd(b) +wb) con
b ∈ A.

Ahora, se verificará que w′b es una acción derecha de A sobre Γ′.

Así, se calcula (c, w)1A = (c1A, cd(1A) + w1A) = (c, w).

Luego, se calcula ((c, w)b1)b2 = (cb1, cd(b1) + wb1)b2 = ((cb1)b2, (cb1)d(b2) + (cd(b1) + wb1)b2) =
(c(b1b2), c(b1d(b2)) + (cd(b1))b2 + (wb1)b2) = (c(b1b2), c(b1d(b2)) + c(d(b1)b2) + w(b1b2)) =
(c(b1b2), cd(b1b2) + w(b1b2)) = (c, w)(b1b2).

Después, se calcula ((c1, w1)+(c2, w2))b = (c1 +c2, w1 +w2)b = ((c1 +c2)b, (c1 +c2)d(b)+(w1 +w2)b) =
(c1b+ c2b, c1d(b) + c2d(b) + w1b+ w2b) = (c1b+ c2b, c1d(b) + w1b+ c2d(b) + w2b) =
(c1b, c1d(b) + w1b) + (c2b, c2d(b) + w2b) = (c1, w1)b+ (c2, w2)b.

Ahora, se calcula (c, w)(a+ b) = (c(a+ b), cd(a+ b) +w(a+ b)) = (ca+ cb, cd(a) + cd(b) +wa+wb) =
(ca+ cb, cd(a) + wa+ cd(b) + wb) = (ca, cd(a) + wa) + (cb, cd(b) + wb) = (c, w)a+ (c, w)b.

Luego, se verificará que las acciones izquierda y derecha de A sobre Γ′ son compatibles.

Así, se calcula a(w′b) = a(cb, cd(b) + wb) = (a(cb), a(cd(b) + wb)) = (a(cb), a(cd(b)) + a(wb)) =
((ac)b, (ac)d(b) + (aw)b) = (ac, aw)b = (a(c, w))b = (aw′)b.

Entonces Γ′ = A⊕ Γ es un A-bimódulo.

Ahora, se calcula Xa− aX = (1A, 0)a− a(1A, 0) = (1Aa, 1Ad(a) + 0a) − (a, 0) = (a, d(a)) − (a, 0) =
(0, d(a)) = d(a).

De donde d(a) = Xa− aX.

Así, definimos la coacción izquierda de A sobre Γ′ ΦΓ′ : Γ′ → A⊗ Γ′ dada por ΦΓ′(w′) = ΦΓ′(c, w) =
ϕ(c)(1A ⊗X) + ΦΓ(w).

Ahora, definimos la coacción derecha de A sobre Γ′
Γ′Φ : Γ′ → Γ′ ⊗A dada por Γ′Φ(w′) = Γ′Φ(c, w) =

ϕ(c)(X ⊗ 1A) + ΓΦ(w).

Notemos que (Γ′,ΦΓ′ , Γ′Φ) es un A-bimódulo bicovariante.

Así, definimos a (∧Γ′,Φ∧Γ′ , ∧Γ′Φ) como el álgebra bicovariante graduada trenzada sobre A basada en
(Γ′,ΦΓ′ , Γ′Φ).

6.2 Cálculo Diferencial de Alto Orden Trenzado
77



6 CÁLCULO DIFERENCIAL DE ALTO ORDEN TRENZADO

Notemos que como Γ genera ∧Γ y Γ′ genera ∧Γ′ entonces el mapeo inclusión i : Γ → Γ′ induce un
mapeo incusión I : ∧Γ → ∧Γ′.

Ahora, definimos el mapeo lineal d̃k : ∧kΓ′ → ∧k+1Γ′ dado por d̃k(θ) = X ∧ θ − (−1)kθ ∧ X con
X ∈ ∧1Γ′ y θ ∈ ∧kΓ′.

Luego, definimos [ρ, θ] = ρ ∧ θ − (−1)jkθ ∧ ρ con ρ ∈ ∧jΓ′ y θ ∈ ∧kΓ′.

Así, se calcula [X, θ] = X ∧ θ − (−1)kθ ∧X = d̃k(θ).

De donde d̃k(θ) = [X, θ].

Sea w ∈ Γ.

Por un lado, se calcula ΦΓ′(w) = ΦΓ′(0, w) = ϕ(0)(1A ⊗X) + ΦΓ(w) = ΦΓ(w).

Por otro lado, se calcula Γ′Φ(w) = Γ′Φ(0, w) = ϕ(0)(X ⊗ 1A) + ΓΦ(w) = ΓΦ(w).

Entonces Γ es invariante bajo ΦΓ′ y Γ′Φ de donde ΦΓ′|Γ = ΦΓ y Γ′Φ|Γ = ΓΦ.

Sea X ∈ Γ′.

Por un lado, se calcula ΦΓ′(X) = ΦΓ′(1A, 0) = ϕ(1A)(1A ⊗X) + ΦΓ(0) = 1A ⊗X.

Por otro lado, se calcula Γ′Φ(X) = Γ′Φ(1A, 0) = ϕ(1A)(X ⊗ 1A) + ΓΦ(0) = X ⊗ 1A.

Entonces X es invariante bajo ΦΓ′ y Γ′Φ.

Ahora, definimos el mapeo σ′ : Γ′⊗2 → Γ′⊗2 dado por σ′(X ⊗A X) = X ⊗A X.

Notemos que S2 = {e, τ} con sign(e) = 1, sign(τ) = −1 y π2 : S2 → B2 con π2(e) = e, π2(τ) = σ′.

Así, se calcula A2(X ⊗A X) =
∑

α∈S2
sign(α)ϕ2(π2(α))(X ⊗A X) =

sign(e)ϕ2(π2(e))(X ⊗A X) + sign(τ)ϕ2(π2(τ))(X ⊗A X) = ϕ2(e)(X ⊗A X) − ϕ2(σ
′)(X ⊗A X) =

(X ⊗A X) − (X ⊗A X) = 0.

De donde X ⊗A X ∈ ker(A2) por lo que X ∧X = 0 en ∧2Γ′.

i) Sean X ∈ ∧1Γ′ y θ ∈ ∧kΓ′.

Se calcula d̃k(θ) = X ∧ θ − (−1)kθ ∧X.

Entonces d̃k(θ) ∈ ∧k+1Γ′.
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ii) Sea a ∈ ∧0Γ.

Se calcula d̃0(a) = X ∧ a− (−1)0a ∧X = Xa− aX.

Entonces d̃0(a) = d(a).

iii) Sean w1 ∈ ∧kΓ y w2 ∈ ∧lΓ.

Se calcula d̃k(w1) ∧ w2 + (−1)kw1 ∧ d̃l(w2) =
(X ∧ w1 − (−1)kw1 ∧X) ∧ w2 + (−1)kw1 ∧ (X ∧ w2 − (−1)lw2 ∧X) =
X ∧ w1 ∧ w2 − (−1)kw1 ∧X ∧ w2 + (−1)kw1 ∧X ∧ w2 − (−1)k+lw1 ∧ w2 ∧X =
X ∧ w1 ∧ w2 − (−1)k+lw1 ∧ w2 ∧X = d̃k+l(w1 ∧ w2).

iv) Sea θ ∈ ∧k−1Γ.

Se calcula d̃k(d̃k−1(θ)) = X ∧ d̃k−1(θ) − (−1)kd̃k−1(θ) ∧X =
X ∧ (X ∧ θ − (−1)k−1θ ∧X) − (−1)k(X ∧ θ − (−1)k−1θ ∧X) ∧X =
X ∧X ∧ θ − (−1)k−1X ∧ θ ∧X − (−1)kX ∧ θ ∧X + (−1)2k−1θ ∧X ∧X =
X ∧X ∧ θ + (−1)kX ∧ θ ∧X − (−1)kX ∧ θ ∧X − θ ∧X ∧X = X ∧X ∧ θ − θ ∧X ∧X = 0.

v) Sea θ = θ1 ∧ · · · ∧ θk con θ ∈ ∧kΓ donde θj ∈ Γ y ΦΓ(θj) = a
(−1)
j ∧ θ

(0)
j ∀ j ∈ {1, . . . , k}.

Solo se verificará que (Φ∧Γ ◦ d̃k)(θ) = ((id ⊗ d̃k) ◦ Φ∧Γ)(θ).

Por un lado, se calcula (Φ∧Γ ◦ d̃k)(θ) = Φ∧Γ(X ∧ θ − (−1)kθ ∧X) =
Φ∧Γ(X ∧ θ) − (−1)kΦ∧Γ(θ ∧X) = Φ∧Γ(X ∧ θ1 ∧ · · · ∧ θk) − (−1)kΦ∧Γ(θ1 ∧ · · · ∧ θk ∧X) =

(a
(−1)
1 . . . a

(−1)
k ) ⊗ (X ∧ θ

(0)
1 ∧ · · · ∧ θ

(0)
k ) − (−1)k(a

(−1)
1 . . . a

(−1)
k ) ⊗ (θ

(0)
1 ∧ · · · ∧ θ

(0)
k ∧X) =

(a
(−1)
1 . . . a

(−1)
k ) ⊗ (X ∧ θ

(0)
1 ∧ · · · ∧ θ

(0)
k − (−1)kθ

(0)
1 ∧ · · · ∧ θ

(0)
k ∧X) =

(a
(−1)
1 . . . a

(−1)
k ) ⊗ [X, θ

(0)
1 ∧ · · · ∧ θ

(0)
k ].

Por otro lado, se calcula ((id ⊗ d̃k) ◦ Φ∧Γ)(θ) = (id ⊗ d̃k)((a
(−1)
1 . . . a

(−1)
k ) ⊗ (θ

(0)
1 ∧ · · · ∧ θ

(0)
k )) =

(a
(−1)
1 . . . a

(−1)
k ) ⊗ d̃k(θ

(0)
1 ∧ · · · ∧ θ

(0)
k ) = (a

(−1)
1 . . . a

(−1)
k ) ⊗ [X, θ

(0)
1 ∧ · · · ∧ θ

(0)
k ].

Entonces (Φ∧Γ ◦ d̃k)(θ) = ((id ⊗ d̃k) ◦ Φ∧Γ)(θ).

Ahora, se verificará que d̃ : ∧Γ → ∧Γ.

Sea θ ∈ ∧Γ.

Entonces θ =
∑K

k=0 ckwk con ck ∈ C y wk ∈ ∧kΓ.

Notemos que wk = θ1 ∧ · · · ∧ θk con θj ∈ Γ ∀ j ∈ {0, . . . k}.

Luego, notemos que bd(a) con b, a ∈ A generan a Γ.

Así, basta tomar θ = a0d(a1) ∧ · · · ∧ d(ak) con aj ∈ A ∀ j ∈ {0, . . . k}.

Ahora, se calcula d̃(θ) = d(a0) ∧ · · · ∧ d(ak) + (−1)0a0 ∧ d̃(d(a1) ∧ · · · ∧ d(ak)) = d(a0) ∧ · · · ∧ d(ak).
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Entonces d̃(θ) ∈ ∧k+1Γ con ∧k+1Γ ⊂ ∧Γ por lo que ∧Γ es invariante bajo d̃.

Notemos que los incisos i), ii), iii), iv) y v) de la proposición anterior definen de manera única el
mapeo d̃.

Teorema 1 Sea A una C-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea Γ∧ el CDAO
envolvente universal y ∧Γ el CDAO trenzado de (Γ, d). Entonces existe un único homomorfismo de
álgebras diferenciales φ : Γ∧ → ∧Γ que es la identidad en grado 0 y 1. Más aún, φ es un epimorfismo.

Demostración Primero, notemos que (∧Γ, d̃) es una álgebra diferencial.

Así, definimos el homomorfismo de álgebras φ0 : Γ∧0 → ∧Γ dado por φ0 = idA.

Ahora, definimos el mapeo lineal φ1 : Γ∧1 → ∧Γ dado por φ1 = idΓ.

Notemos que φ0 y φ1 satisfacen φ1(ad(b)) = φ0(a)d̃(φ0(b)) ∀ a, b ∈ A.

Así, por la Proposición 43 existen únicos mapeos lineales φn : Γ∧n → ∧Γ con n ≥ 2 tales que
φ =

⊕∞
n=0 φ

n :
⊕∞

n=0 Γ∧n → ∧Γ es un homomorfismo de álgebras diferenciales.

Ahora, se verificará que φ : Γ∧ → ∧Γ dada por φ([t]Q) = [t]K está bien definido.

Notemos que φ está bien definida si y solo si Q ⊂ K.

Sea Q =
∑

i d(ai) ⊗A d(bi) ∈ Q con
∑

i aid(bi) = 0.

Se calcula φ([Q]Q) = [
∑

i d(ai) ⊗A d(bi)]K =
∑

i[d(ai) ⊗A d(bi)]K =
∑

i d(ai) ∧ d(bi) =
∑

i(d̃(ai) ∧ d(bi) + (−1)0ai ∧ d̃(d(bi))) =
∑

i d̃(aid(bi)) = d̃(
∑

i aid(bi)) = 0.

Entonces Q ∈ K de donde Q ⊂ K.

Esto demuestra que φ está bien definido.

Luego, se verificará que φ es suprayectiva.

Sea u ∈ ∧Γ entonces u = [t]K para algún t ∈ Γ⊗.

Así, se calcula φ([t]Q) = [t]K = u.

Esto demuestra que φ es suprayectiva.

6.2 Cálculo Diferencial de Alto Orden Trenzado
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7. Dos Ejemplos Importantes

En esta sección, el producto tensorial será sobre un conjunto adecuado, que dependerá del contexto
en el que se trabaje.

7.1. Grupo de Lie Matricial Compacto

Esta sección se ha dedicado a mostrar un ejemplo en el que el epimorfismo del Teorema 1 puede
ser un isomorfismo. Para conveniencia del lector esta sección es autocontenida y está basada en su
mayoría en el siguiente artículo del Dr. Saldaña [Saldaña, 2025].

Definición 46: Sea B una C-álgebra de Banach y ∗ : B → B el mapeo involución. Llamamos a B
una C∗-álgebra si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) a∗∗ = a ∀ a ∈ B.

ii) (a+ b)∗ = a∗ + b∗ y (λa)∗ = λ̄a∗ ∀ a, b ∈ B y ∀ λ ∈ C.

iii) (ab)∗ = b∗a∗ ∀ a, b ∈ B.

iv) ∥a∗a∥ = ∥a∥2 ∀ a ∈ B.

Si B satisface i), ii) y iii) la llamamos ∗-álgebra.

Definición 47: Sea G un espacio topológico. Llamamos a G un grupo de Lie matricial compacto si
se satisfacen las siguientes propiedades:

i) G es un espacio topológico compacto.

ii) G es una variedad suave de dimensión n.

iii) G es un grupo.

iv) La multiplicación de grupo es suave. Es decir, infinitamente diferenciable.

v) La inversión de grupo es suave. Es decir, infinitamente diferenciable.

vi) G ⊂ Mn(C) es un subgrupo de GL(n,C).

Definición 48: Sea B una C∗-álgebra y U ⊂ Mn(B). Llamamos al par G = (B,U) un grupo
cuántico matricial compacto si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) P (G) = generado (uij | uij ∈ B ∀ i, j ∈ {1, . . . , n}) es una ∗-subálgebra densa en B.

ii) Existe un homomorfismo de C∗-álgebras ϕ : B → B ⊗B tal que ϕ(uij) =
∑n

k=1 uik ⊗ ukj

∀ i, j ∈ {1, . . . , n}.
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iii) Existe un mapeo lineal antimultiplicativo κ : P (G) → P (G) tal que κ(κ(p∗)∗) = p ∀ p ∈ P (G),
∑n

k=1 κ(uik)ukj = δij y
∑n

k=1 uikκ(ukj) = δij ∀ i, j ∈ {1, . . . , n}.

La demostración de la siguiente proposición se puede encontrar en [Woronowicz, 1987].

Proposición 57: Sea G un grupo de Lie matricial compacto y G = (C∞(G), U) el grupo matricial
compacto cuántico asociado a G. Sea P (G) = (A, µ, η, ϕ, ε, κ) la ∗-subálgebra de Hopf densa en
C∞(G). Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) A = generado (wij : G → C | wij(A) = aij ∀ A ∈ G y wij ∈ C∞(G) ∀ i, j ∈ {1, . . . , n}) es una
∗-álgebra.

ii) El coproducto ϕ(a) : G×G → C está dado por ϕ(a)(M,N) = a(MN) ∀ a ∈ A y ∀ M,N ∈ G.

iii) La counidad ε : A → C está dada por ε(a) = a(e) ∀ a ∈ A con e ∈ G.

iv) La antípoda κ(a) : G → C está dada por κ(a)(M) = a(M−1) ∀ a ∈ A y ∀ M ∈ G.

Definición 49: Sean T, B variedades suaves de dimensión n. Sea p : T → B un mapeo suave
suprayectivo. Llamamos a la tétrada (T,B, p, F ) un haz vectorial de rango k con T el espacio total, B
el espacio base, p una proyección y F una fibra si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) ∀ b ∈ B existe una vecindad abierta U(b) ⊂ B y un difeomorfismo φ : p−1(U(b)) → U(b) × R
k

tales que p = q ◦ φ donde q : U(b) × R
k → U(b) es la proyección al primer factor.

ii) Si b ∈ U1(b) ∩ U2(b), φ1 : p−1(U1(b)) → U1(b) × R
k y φ2 : p−1(U2(b)) → U2(b) × R

k entonces el
mapeo de transición φ1 ◦ φ−1

2 : U2(b) × R
k → U1(b) × R

k es lineal y suave.

iii) La fibra sobre b, Tb = p−1(b) = {t ∈ T | p(t) = b} ∼= F es un espacio vectorial con dim(Tb) = k.

Llamamos a {(Ui, φi)} una trivialización local de (T,B, p, F ).

Definición 50: Sea (T,B, p) un haz con T el espacio total, B el espacio base y p una proyección.
Sea Tb = p−1(b) = {t ∈ T | p(t) = b} la fibra sobre b. Llamamos sección suave de (T,B, p) a un
mapeo continuo suave s : B → T tal que p(s(b)) = b para todo b ∈ B.

Definición 51: Sea M una variedad suave de dimensión n y p ∈ M . Llamamos al C-espacio vectorial
TpM = {v : C∞(M) → C | v es lineal y v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g) ∀ f, g ∈ C∞(M)} espacio
tangente de M en p. Además, llamamos a la variedad suave de dimensión 2n,
TM =

⋃

p∈M TpM = {(p, v) | p ∈ M y v ∈ TpM} haz tangente de M. Más aún, (TM,M, π, F ) es un
haz vectorial con π : TM → M dada por π(p, v) = p y Tp = π−1(p) = {t ∈ TM | π(t) = p} ∼= F .

Notemos que los elementos de TpM se pueden pensar como combinaciones lineales de derivadas
parciales con base {( ∂

∂mi
)p}n

i=1 donde {(mi)p}n
i=1 son las coordenadas locales en una vecindad de p.

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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Definición 52: Sea M una variedad suave de dimensión n y p ∈ M . Llamamos al C-espacio
vectorial T ∗

pM = {w : TpM → C | w es lineal} espacio cotangente de M en p. Además, llamamos a la
variedad suave de dimensión 2n, T ∗M =

⋃

p∈M T ∗
pM = {(p, w) | p ∈ M y w ∈ T ∗

pM} haz cotangente
de M. Más aún, (T ∗M,M, π, F ) es un haz vectorial con π : T ∗M → M dada por π(p, w) = p y
Tp = π−1(p) = {t ∈ T ∗M | π(t) = p} ∼= F .

Notemos que los elementos de T ∗
pM se pueden pensar como combinaciones lineales de diferenciales

con base {d(mi)p}n
i=1 donde {(mi)p}n

i=1 son las coordenadas locales en una vecindad de p.

Definición 53: Sea V un C-espacio vectorial. Sea V ⊗k la k-potencia tensorial de V e
I = generado(w = v ⊗ v | v ∈ V ) el ideal izquierdo y derecho graduado generado por w en ⊗V . Sea
Ik = {

∑m
i=1 xi ⊗ (vi ⊗ vi) ⊗ yi | vi ∈ V, xi ∈ V ⊗ai , yi ∈ V ⊗bi con ai + 2 + bi = k ∀ i ∈ {1, . . . ,m}} ⊂ I

la k-ésima componente de I. Llamamos a ∧V = ⊗V
I

álgebra exterior de V con ∧kV la k-potencia
exterior de V.

Definición 54: Sea M una variedad suave de dimensión n. Decimos que M es derecho paralelizable
si existe un difeomorfismo t : TM → M × R

n tal que π = f ◦ t donde π : TM → M está dada por
π(p, v) = p y f : M × R

n → M está dada por f(p, r) = p. Además, decimos que M es izquierdo
paralelizable si existe un difeomorfismo t : TM → R

n × M tal que π = f ◦ t donde π : TM → M
está dada por π(p, v) = p y f : Rn ×M → M está dada por f(r, p) = p.

Definición 55: Sea G un grupo de Lie matricial compacto. Llamamos al R-espacio vectorial
g = {A ∈ Mn(R) | etA ∈ G ∀ t ∈ R} = TeG álgebra de Lie de G. Además, llamamos complexificación
de g a gC = {A | A = B + iC con B,C ∈ g}.

Definición 56: Sea G un grupo de Lie matricial compacto. Llamamos al R-espacio vectorial
g∗ = {f : g → R | f es lineal} = T ∗

eG espacio dual del álgebra de Lie de G. Además, llamamos
complexificación de g∗ a g∗

C
= {f | f = g + ih con g, h ∈ g∗}.

Definición 57: Sea M una variedad de dimensión n y p ∈ M . Llamamos a a ∈ ∧k(T ∗
pM) k-covector

en p. Además, llamamos a ∧k(T ∗M) =
⋃

p∈M ∧k(T ∗
pM) haz de k-formas diferenciales. Más aún,

llamamos a una sección suave de ∧k(T ∗M), f : M → ∧k(T ∗M) k-forma diferencial de M. El conjunto
de todas las k-formas diferenciales de M es denotado por Ωk(M).

Definición 58: Sea A una ∗-álgebra de Hopf y (Γ, d) un CDPO sobre A. Llamamos a (Γ, d) un
∗-CDPO sobre A si para todo ak, bk ∈ A tales que

∑

k akbk = 0 entonces
∑

k d(b
∗
k)a∗

k = 0.

Proposición 58: Sea G un grupo de Lie matricial compacto y G = (C∞(G), U) el grupo matricial
compacto cuántico asociado a G . Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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i) G es derecho paralelizable con el difeomorfismo tL : G× g → TG dado por
tL(A, v) = (A, (dLA)e(v)) con LA : G → G dado por LA(B) = AB y
(dLA)e : TeG = g → TLA(e)G = TAeG = TAG.

ii) G es izquierdo paralelizable con el difeomorfismo tR : g ×G → TG dado por
tR(A, v) = (A, (dRA)e(v)) con RA : G → G dado por RA(B) = BA y
(dRA)e : TeG = g → TRA(e)G = TeA = TAG.

iii) d(a) = a(1) ⊗ d(a(2))e con d la diferencial usual en C∞(G).

iv) d(a) = d(a(1))e ⊗ a(2) con d la diferencial usual en C∞(G).

v) Si h =generadoC(d(a)e | a ∈ A y d es la diferencial de C∞(C)) entonces (Γ = A ⊗ h, d) es un
∗-CDPO sobre G covariante izquierdo con ΦΓ = ϕ⊗ id.

vi) Si h =generadoC(d(a)e | a ∈ A y d es la diferencial de C∞(C)) entonces (Γ = h ⊗ A, d) es un
∗-CDPO sobre G covariante derecho con ΓΦ = id ⊗ ϕ.

Demostración:

i) Se sigue de que cualquier grupo de Lie es paralelizable.

ii) Se sigue de que cualquier grupo de Lie es paralelizable.

iii) Del inciso i), al dualizar tL : TG → G× g tenemos que t∗L : T ∗G → G× g∗.

Notemos que dos haces son isomorfos si y solo si sus secciones suaves son isomorfas.

Entonces existe un isomorfismo f : Ω1(G) → C∞(G) ⊗ g∗.

De donde d(a) = a(1) ⊗ d(a(2))e ∀ a ∈ A.

iv) Del inciso ii), al dualizar tR : TG → G× g tenemos que t∗R : T ∗G → g∗ ×G.

Notemos que dos haces son isomorfos si y solo si sus secciones suaves son isomorfas.

Entonces existe un isomorfismo f : Ω1(G) → g∗ ⊗ C∞(G).

De donde d(a) = d(a(1))e ⊗ a(2) ∀ a ∈ A.

v) La demostración de este punto es trivial y se omitirá.

vi) La demostración de este punto es trivial y se omitirá.

Corolario 5: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57 y (Γ, d) el ∗-CDPO sobre G de la
Proposición 58. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) (Γ, d) es un ∗-CDPO sobre G bicovariante.

ii) Existe un ideal derecho R ⊂ ker(ε) en A tal que h ∼= 1A ⊗ h = invΓ = 1A ⊗ ker(ε)
R

∼= ker(ε)
R

.

Notemos que los ∗-CDPO de los incisos v) y vi) de la Proposición 58 son isomorfos y por lo tanto
bicovariantes.

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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Proposición 59: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57 y R ⊂ ker(ε) el ideal derecho en
A del Corolario 5. Entonces R = ker(ε)2 = {

∑n
i=1 aibi | ai, bi ∈ ker(ε)}.

Demostración: Sea g∗
C

la complexificación del espacio dual del álgebra de Lie de G.

Entonces g∗
C

= F
F 2 con F = {f ∈ C∞(G) | ε(f) = 0} y F 2 = {

∑n
i=1 aibi | ai, bi ∈ F}.

De donde d(f)e = [f ]F 2 por lo que d(a)e = π(a) = [a]R = [a]F 2 ∀ a ∈ ker(ε).

Entonces a ∈ R si y solo si a ∈ F 2 ∩ ker(ε) = ker2(ε).

De donde R = ker2(ε).

Proposición 60: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57. Sea h del Corolario 5 y R el
ideal derecho en A de la Proposición 59. Entonces h = g∗

C
.

Demostración: Primero, se verificará que h ⊂ g∗
C
.

Notemos que por definición, h ⊂ g∗
C
.

Luego, se verificará que g∗
C

⊂ h.

Notemos que por definición, gC ⊂ Mn(C).

Entonces existe una base {vi}
n
i=1 = {

∑n
j=1 ajNij | aj ∈ C y {Nij}

n
i,j=1 es una base de Mn(C)} de gC

tal que d(wij)e(vk) = vij.

De donde existe una base {d(ai)e}
n
i=1 = {

∑n
j=1 ajd(wij)e | aj ∈ C y d(wij)e ∈ h} de g∗

C
tal que

d(ai)e(vj) = δij.

Por lo que g∗
C

⊂ h.

Notemos que por el Corolario 5, h = invΓ entonces h = invΓ = g∗
C
.

Corolario 6: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57. Sea h y R el ideal derecho en A de la
Proposición 60. Entonces (Γ = A⊗g∗

C
, d) es un ∗-sub CDPO sobre G del ∗-CDPO (Γ̃ = C∞(G)⊗g∗

C
, d̃)

sobre G donde d = d̃|A.

Definición 59: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57. Sea h y R el ideal derecho en A
de la Proposición 60. Sea (Γ, d) el ∗-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6 y ⊗invΓ el álgebra
tensorial de invΓ. Definimos S = generado(S = π(a(1)) ⊗ π(a(2)) | a ∈ R = ker2(ε)) como el ideal

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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izquierdo y derecho generado por S en ⊗invΓ. Llamamos a invΓ∧ = ⊗invΓ
S

CDAO de formas diferenciales
de (Γ, d).

Proposición 61: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57. Sea π : A → invΓ el mapeo de
gérmenes cuántico y π(h) ◦g = π(hg− ε(h)g) la acción derecha de A sobre invΓ. Entonces se satisfacen
las siguientes propiedades:

i) π(hg) = π(h)ε(g) + ε(h)π(g) ∀ h, g ∈ ker(ε).

ii) π(h) ◦ g = π(h)ε(g) ∀ h, g ∈ ker(ε).

Demostración:

i) Se sigue de que π es la diferencial de una función en la identidad.

ii) Sean h, g ∈ ker(ε).

Así, se calcula π(h) ◦ g = π(hg− ε(h)g) = π(hg) −π(ε(h)g) = π(h)ε(g) + ε(h)π(g) − ε(h)π(g) =
π(h)ε(g).

La demostración de la siguiente proposición se puede encontrar en [Ðurđević, 1996].

Proposición 62: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57. Sea h y R el ideal derecho en A
de la Proposición 60. Sea (Γ, d) el ∗-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6. Sea Γ∧ el CDAO
envolvente universal de (Γ, d). Entonces Γ∧ = A⊗ invΓ∧.

Proposición 63: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57. Sea h y R el ideal derecho en
A de la Proposición 60. Sea (Γ, d) el ∗-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6 y Γ∧ el CDAO
envolvente universal de (Γ, d). Entonces Γ∧ = A⊗ ∧invΓ.

Demostración: Sea g = ab ∈ R = ker2(ε).

Se calcula S = π(g(1)) ⊗ π(g(2)) = π(a(1)b(1)) ⊗ π(a(2)b(2)).

Notemos que por el inciso ii) de la Proposición 33, π(ab) = ε(a)π(b) + π(a) ◦ b.

Así, se calcula S = (ε(a(1))π(b(1)) + π(a(1)) ◦ b(1)) ⊗ (ε(a(2))π(b(2)) + π(a(2)) ◦ b(2)) =
(ε(a(1))π(b(1)) ⊗ ε(a(2))π(b(2))) + (ε(a(1))π(b(1)) ⊗ π(a(2)) ◦ b(2)) +
(π(a(1)) ◦ b(1) ⊗ ε(a(2))π(b(2))) + (π(a(1)) ◦ b(1) ⊗ π(a(2)) ◦ b(2)).

Luego, notemos que por el inciso iii) de la Proposición 61, π(h) ◦ g = π(h)ε(g).

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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Ahora, se calcula S = (ε(a(1))π(b(1)) ⊗ ε(a(2))π(b(2))) + (ε(a(1))π(b(1)) ⊗ π(a(2))ε(b(2))) +
(π(a(1))ε(b(1)) ⊗ ε(a(2))π(b(2))) + (π(a(1))ε(b(1)) ⊗ π(a(2))ε(b(2))) =
(ε(b(1))π(a(1)) ⊗ ε(b(2))π(a(2))) + (ε(b(1))π(a(1)) ⊗ ε(a(2))π(b(2))) +
(π(b(1))ε(a(1)) ⊗ ε(b(2))π(a(2))) + (ε(a(1))π(b(1)) ⊗ ε(a(2))π(b(2))) =
(ε(b(1)ε(b(2)))π(a(1)) ⊗ π(a(2))) + (ε(a(1))π(b(1)) ⊗ ε(b(2))π(a(2))) +
(ε(b(1))π(a(1)) ⊗ ε(a(2))π(b(2))) + (π(b(1)) ⊗ ε(ε(a(1))a(2))π(b(2))) =
(ε(a(1))π(b(1)) ⊗ ε(b(2))π(a(2))) + (ε(b(1))π(a(1)) ⊗ ε(a(2))π(b(2))) =
(π(b(1)ε(b(2))) ⊗ π(ε(a(1))a(2))) + (π(a(1)ε(a(2))) ⊗ π(ε(b(1))b(2))) =
π(b) ⊗ π(a) + π(a) ⊗ π(b) = π(a) ⊗ π(b) + π(b) ⊗ π(a).

Entonces π(a) ⊗ π(b) + π(b) ⊗ π(a) = 0 en invΓ∧.

De donde invΓ∧ = ∧invΓ.

Luego, notemos que por la Proposición 62, Γ∧ = A⊗ invΓ∧.

Por lo que Γ∧ = A⊗ ∧invΓ.

Definición 60: Sea A una C-álgebra y {Ak}∞
k=0 una familia de subespacios vectoriales de A. Sea

d : A → A un mapeo. Llamamos a A una ∗-álgebra diferencial graduada si se satisfacen las siguientes
propiedades:

i) A =
⊕∞

k=0 A
k.

ii) AkAl ⊂ Ak+l ∀ k ≥ 0 y ∀ l ≥ 0.

iii) (vw)∗ = (−1)klw∗v∗ ∀ v ∈ Ak y ∀ w ∈ Al.

iv) dk+l(av + bw) = adk(v) + bdl(w) ∀ a, b ∈ C, ∀ v ∈ Ak y ∀ w ∈ Al.

v) dk+l(vw) = dk(v)w + (−1)kvdl(w) ∀ v ∈ Ak y ∀ w ∈ Al.

vi) dm(Ak) ⊂ Ak+m ∀ k ≥ 0 y m ≥ 0 fijo.

vii) dk ◦ dk−1 = 0 ∀ k ≥ 1.

viii) dk(v∗) = dk(v)∗ ∀ v ∈ Ak.

Corolario 7: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57. Sea h y R el ideal derecho en A de la
Proposición 60. Sea (Γ, d) el ∗-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6 y Γ∧ el CDAO envolvente
universal de la Proposición 63. Entonces (Γ∧ = A⊗∧invΓ, d) es una ∗-sub álgebra diferencial graduada
de la ∗-álgebra diferencial graduada (Γ̃∧ = C∞(G) ⊗ ∧g∗

C
, d̃) donde d = d̃|A es la derivada exterior.

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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Proposición 64: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57. Sea h y R el ideal derecho en A
de la Proposición 60. Sea (Γ, d) el ∗-CDPO sobre G bicovariante sobre A del Corolario 6. Sea S2 el
grupo de todas las permutaciones del conjunto {1, 2} y B2 el grupo trenzado. Sea ϕ2 : B2 → GL(Γ⊗2)
la representación de B2 en Γ⊗2 e I(τ) = card{(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ 2 y τ(i) > τ(j)} el número de
inversiones para τ ∈ S2. Sea π2 : S2 → B2 el mapeo inyectivo de la Proposición 49 y σ : Γ⊗2 → Γ⊗2

el mapeo de virado. Sea π : ker(ε) → invΓ el mapeo de gérmenes cuántico restringido a ker(ε) y
A2 : Γ⊗2 → Γ⊗2 el operador de antitrenzado. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) S2 = {e, τ1} con e(1, 2) = (1, 2) y τ1(1, 2) = (2, 1).

ii) B2 = {σn
1 | n ∈ N} con σ1 el generador de B2.

iii) σ(w1 ⊗ w2) = w2 ⊗ w1 con w1, w2 ∈ Γ.

iv) ϕ2(σ1) = σ.

v) I(e) = 0 e I(τ1) = 1.

vi) π2(e) = e y π2(τ1) = σ1.

vii) A2 = id − σ.

Demostración:

i) Notemos que las únicas permutaciones de {1, 2} son S2 = {e, τ1}.

ii) Por definición, B2 es el grupo generado por σ1.

Ahora, notemos que por el inciso iii) de la Proposición 46, B2
∼= Z es un grupo cíclico, infinito y

abeliano.

Entonces B2 = {σn
1 | n ∈ N}.

iii) Sea w ∈ Γ = A⊗ g∗
C
.

Notemos que como invΓ = g∗
C

= h = generadoC(d(a)e | a ∈ A y d es la diferencial de C∞(C))
entonces por el inciso i) de la Proposición 11, w =

∑

i αid(ai)e.

Así, se calcula σ(w1 ⊗ w2) = σ(
∑

i αid(ai)e ⊗
∑

j βjd(bj)e) =
∑

i

∑

j σ(αid(ai)e ⊗ βjd(bj)e) =
∑

i

∑

j σ(αid(ai)eβj ⊗ d(bj)e) =
∑

i

∑

j σ(αi

∑

k γik(βj)d(ak)e ⊗ d(bj)e) =
∑

i

∑

j

∑

k σ(αiγik(βj)d(ak)e ⊗ d(bj)e) =
∑

i

∑

j

∑

k αiγik(βj)σ(d(ak)e ⊗ d(bj)e) =
∑

i

∑

j

∑

k αiγik(βj)(d(bj)e ⊗ d(ak)e) =
∑

i

∑

j

∑

k αiδikβj(d(bj)e ⊗ d(ak)e) =
∑

j

∑

k αkβj(d(bj)e ⊗ d(ak)e) =
∑

j

∑

k βjαk(d(bj)e ⊗ d(ak)e) =
∑

j

∑

k(βjαkd(bj)e ⊗ d(ak)e) =
∑

j

∑

k(βj

∑

l d(bl)eγjl(αk) ⊗ d(ak)e) =
∑

j

∑

k

∑

l(βjd(bl)eγjl(αk) ⊗ d(ak)e) =
∑

j

∑

k

∑

l(βjd(bl)e ⊗ γjl(αk)d(ak)e) =
∑

j

∑

k

∑

l(βjd(bl)e ⊗ δjlαkd(ak)e) =
∑

k

∑

l(βld(bl)e ⊗ αkd(ak)e) =
∑

l βld(bl)e ⊗
∑

k αkd(ak)e = w2 ⊗ w1.

iv) De la Proposición 47, tomamos la asignación σ1 → σ que induce la representación de B2 en Γ⊗2

ϕ2 : B2 → GL(Γ⊗2) dada por ϕ2(σ1) = σ.
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v) Notemos que el único par en {1, 2} que satisface 1 ≤ i < j ≤ 2 es (1, 2).

Así, se calcula I(e) = card{(i, j)|1 ≤ i < j ≤ 2 y e(i) > e(j)} = 0.

Ahora, se calcula I(τ1) = card{(i, j)|1 ≤ i < j ≤ 2 y τ1(i) > τ1(j)} = 1.

vi) Del inciso v), I(e) = 0 e I(τ1) = 1.

Notemos que por el inciso iii) y ii) de la Proposición 48, existen únicos índices vacíos y s1 ∈ {1}
respectivamente tales que e = e y τ1 = τs1

, respectivamente.

Luego, notemos que por la Proposición 49, π2(e) = e y π2(τ1) = σ1 respectivamente.

vii) Por definición, A2 =
∑

τ∈S2
sign(τ)ϕ2(π2(τ)) = sign(e)ϕ2(π2(e)) + sign(τ1)ϕ2(π2(τ1)) =

ϕ2(e) − ϕ2(σ1).

Notemos que por el inciso iv), ϕ2(σ1) = σ.

Luego, notemos que por la Proposición 47, ϕ2 es un homomorfismo de grupos entonces ϕ2(e) = id.

De donde A2 = id − σ.

La demostración de la siguiente proposición se puede encontrar en [Woronowicz, 1989].

Proposición 65: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57. Sea h y R el ideal derecho en A
de la Proposición 60. Sea (Γ, d) el ∗-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6. Sea ∧Γ el CDAO
trenzado de (Γ, d). Entonces ∧Γ = A⊗ ∧invΓ.

Corolario 8: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 57. Sea h y R el ideal derecho en A de
la Proposición 60. Sea (Γ, d) el ∗-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6 y ∧Γ el CDAO trenzado
de (Γ, d). Entonces ∧Γ = A⊗ ∧invΓ es el álgebra exterior de formas diferenciales.

Demostración: Sea a⊗ b ∈ Γ⊗2.

Notemos que por el inciso vii) de la Proposición 64, A2 = id − σ.

Así, se calcula A2(f ⊗ g) = (id − σ)(a⊗ b) = a⊗ b− b⊗ a.

Entonces ker(A2) = {a⊗ b+ b⊗ a | a, b ∈ Γ}.

De donde ∧Γ es el álgebra exterior de formas diferenciales.

Luego, notemos que por la Proposición 65, ∧Γ = A⊗ ∧invΓ.

Entonces ∧Γ = A⊗ ∧invΓ es el álgebra exterior de formas diferenciales.
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Notemos que por la Proposición 63, el CDAO envolvente universal es Γ∧ = A ⊗ ∧invΓ y por el
Corolario 8, el CDAO trenzado es ∧Γ = A ⊗ ∧invΓ por lo que concluimos que son iguales, lo que
indica que el epimorfismo del Teorema 1 puede ser un isomorfismo.

7.2. Grupo de Enteros Módulo 2

Esta sección se ha dedicado a mostrar un ejemplo en el que el epimorfismo del Teorema 1 puede no
ser un isomorfismo. Para conveniencia del lector esta sección es autocontenida y está basada en su
mayoría en el siguiente artículo del Dr. Saldaña [Saldaña, 2021].

Proposición 66: Sea Z2 = {0, 1} el grupo de enteros módulo 2 y G = (C∞(Z2), U) el grupo
matricial compacto cuántico asociado a Z2. Sea P (G) = A la ∗-subálgebra de Hopf densa en C∞(Z2).
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) A = {f : Z2 → C | f es una función} es una ∗-álgebra.

ii)







f0(z) =







1 si z=0

0 si z=1
, f1(z) =







0 si z=0

1 si z=1







es una base de A.

iii) El coproducto ϕ : A → A⊗A está dado por ϕ(f0) = f0 ⊗ f0 + f1 ⊗ f1 y ϕ(f1) = f0 ⊗ f1 + f1 ⊗ f0.

iv) La counidad ε : A → C está dada por ε(f0) = 1 y ε(f1) = 0.

v) La antípoda κ(a) : A → A está dada por κ(f0) = f0 y κ(f1) = f1.

Las demostraciones de las siguientes dos proposiciones se pueden encontrar en [Sontz, 2015].

Proposición 67: Sea A una ∗-álgebra de Hopf y (UL, DL) el ∗-CDPO universal izquierdo sobre A.
Sean ΦUL

: UL → A⊗UL y UL
Φ : UL → UL ⊗A mapeos lineales dados por ΦUL

(a⊗ b) = a(1) ⊗ a(2) ⊗ b
y UL

Φ(a⊗ b) = a(1) ⊗ b(2) ⊗ a(2)κ(b(1))b(3). Entonces (UL, DL) es un ∗-CDPO bicovariante con respecto
a ΦUL

y UL
Φ.

Proposición 68: Sea A una ∗-álgebra de Hopf y (UL, DL) el ∗-CDPO universal izquierdo sobre
A. Sea R ⊂ ker(ε) un ideal derecho en A tal que κ(R)∗ ⊂ R y adR(R) ⊂ R ⊗ A. Definimos
NR = A ⊗ R y ΓL,NR

= UL

NR
. Sea πL,NR

: UL → ΓL,NR
el epimorfismo canónico de A-bimódulos

definimos dL,NR
= πL,NR

◦ DL : A → ΓL,NR
. Entonces (ΓL,NR

, d) es un ∗-CDPO bicovariante sobre
A con respecto a ΦΓL,NR

: ΓL,NR
→ A ⊗ ΓL,NR

y ΓL,NR
Φ : ΓL,NR

→ ΓL,NR
⊗ A. Más aún, cualquier

∗-CDPO bicovariante sobre A, (Γ, d), es isomorfo a (ΓL,NR
, d) para algún A-subbimódulo NR de UL.

Corolario 9: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 66. Entonces solo hay dos ∗-CDPO
bicovariantes sobre A.
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Demostración: Notemos que ker(ε) = generado(f1).

Entonces los únicos ideales derechos de A son R = ker(ε) y R = 0.

Ahora, notemos que por la Proposición 68, los únicos ∗-CDPO bicovariantes sobre A son (Γ = A, d = id)
y (Γ = UL, d = DL).

Proposición 69: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 66. Sea (Γ, d) el ∗-CDPO universal
bicovariante sobre A del Corolario 9 y π : ker(ε) → invΓ el mapeo de gérmenes cuánticos restringido a
ker(ε). Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) π(f0) = −π(f1).

ii) π(f0) ̸= 0 y π(f1) ̸= 0.

iii) DL(f0) = −(f0 − f1)π(f1) = −DL(f1).

iv) DL(h) = (b− a)(f0 − f1)π(f1) ∀ h = af0 + bf1 ∈ A con a, b ∈ C.

Demostración:

i) Primero, notemos que f0 + f1 = 1.

Así, se calcula π(f0) + π(f1) = π(1) = 0.

entonces π(f0) = −π(f1).

ii) Primero, notemos que por el inciso i) π(f0) = −π(f1).

Sea π(f0) = 0 entonces π(f1) = 0.

Ahora, notemos que como {f0, f1} es una base de A, h = af0 + bf1 ∀ h ∈ A con a, b ∈ C.

Así, se calcula π(h) = aπ(f0) + bπ(f1) = 0.

Entonces Im(π) = 0.

Luego, notemos que como π es suprayectiva Im(π) = invΓ.

De donde invΓ = 0.

Después, notemos que invΓ ∼= ker(ε)
R

= ker(ε) = generado(f1) ̸= 0, lo cual es una contradicción.

Por lo que π(f0) ̸= 0 y π(f1) ̸= 0.

iii) Primero, notemos que por el inciso vi) de la Proposición 32, DL(f0) = f
(1)
0 π(f

(2)
0 ).

Entonces DL = µ ◦ (id ⊗ π) ◦ ϕ.

Ahora, notemos que π(f0) = −π(f1).

Por un lado, se calcula DL(f0) = (µ ◦ (id ⊗ π))(ϕ(f0)) = (µ ◦ (id ⊗ π))(f0 ⊗ f0 + f1 ⊗ f1) =
(µ ◦ (id ⊗ π))(f0 ⊗ f0) + (µ ◦ (id ⊗ π))(f1 ⊗ f1) = f0π(f0) + f1π(f1) = −f0π(f1) + f1π(f1) =
−(f0 − f1)π(f1).
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Por otro lado, se calcula DL(f1) = (µ ◦ (id ⊗ π))(ϕ(f1)) = (µ ◦ (id ⊗ π))(f0 ⊗ f1 + f1 ⊗ f0) =
(µ ◦ (id ⊗ π))(f0 ⊗ f1) + (µ ◦ (id ⊗ π))(f1 ⊗ f0) = f0π(f1) + f1π(f0) = f0π(f1) − f1π(f1) =
(f0 − f1)π(f1).

De donde DL(f0) = −(f0 − f1)π(f1) = −DL(f1).

iv) Sea h = af0 + bf1 ∈ A con a, b ∈ C.

Se calcula DL(h) = DL(af0 + bf1) = aDL(f0) + bDL(f1).

Notemos que por el inciso iii), DL(f0) = −(f0 − f1)π(f1) = −DL(f1).

Ahora, se calcula DL(h) = −a(f0 − f1)π(f1) + b(f0 − f1)π(f1) = (b− a)(f0 − f1)π(f1).

Proposición 70: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 66. Sea (Γ, d) el ∗-CDPO universal
bicovariante sobre A del Corolario 9 y Γ∧ el CDAO envolvente universal de (Γ, d). Entonces Γ∧ = ⊗Γ.

Demostración: Sea
∑

i aiDL(bi) = 0 con ai, bi ∈ A.

Notemos que por el inciso iv) de la Proposición 69, DL(h) = (b− a)(f0 − f1)π(f1).

Entonces
∑

i aiDL(bi) =
∑

i aib̃i(f0 − f1)π(f1) = 0 con b̃i = b̃i1 − b̃i0 ∈ C.

Luego, notemos que como {π(f1)} es una base de invΓ entonces por el inciso ii) de la Proposición 11,
∑

i aiDL(bi) = (
∑

i aib̃i(f0 − f1))π(f1) = 0.

Ahora, notemos que por el inciso i) de la Proposición 69, π(f1) ̸= 0.

Entonces
∑

i aib̃i(f0 − f1) = 0.

Después, notemos que (f0 − f1)(z) =







1 si z=0

−1 si z=1
.

Entonces (f0 − f1)(z) es invertible con inversa dada por (f0 − f1)
−1(z) =







1 si z=0

−1 si z=1
.

Entonces
∑

i aib̃i = 0.

Así, se calcula DL(
∑

i aib̃i) = DL(0) entonces
∑

i b̃iDL(ai) = 0.

Ahora, se calcula Q =
∑

i DL(ai) ⊗DL(bi) =
∑

i DL(ai) ⊗ (b̃i(f0 − f1)π(f1)) =
∑

i(DL(ai)b̃i(f0 − f1)) ⊗ π(f1) = (
∑

i DL(ai)b̃i(f0 − f1)) ⊗ π(f1) = ((
∑

i b̃iDL(ai))(f0 − f1)) ⊗ π(f1) =
0 ⊗ π(f1) = 0.

De donde Q = generado(Q =
∑

i DL(ai) ⊗A DL(bi) | ai, bi ∈ A y
∑

i aiDL(bi) = 0) = 0.
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Por lo que Γ∧ = ⊗Γ.

Proposición 71: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 66. Sea (Γ, d) el ∗-CDPO universal
bicovariante sobre A del Corolario 9. Sea S2 el grupo de todas las permutaciones del conjunto {1, 2}
y B2 el grupo trenzado. Sea ϕ2 : B2 → GL(Γ⊗2) la representación de B2 en Γ⊗2 e
I(τ) = card{(i, j)|1 ≤ i < j ≤ 2 y τ(i) > τ(j)} el número de inversiones para τ ∈ S2. Sea π2 : S2 → B2

el mapeo inyectivo de la Proposición 49 y σ : Γ⊗2 → Γ⊗2 el mapeo de virado. Sea π : ker(ε) → invΓ
el mapeo de gérmenes cuántico restringido a ker(ε) y A2 : Γ⊗2 → Γ⊗2 el operador de antitrenzado.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) S2 = {e, τ1} con e(1, 2) = (1, 2) y τ1(1, 2) = (2, 1).

ii) B2 = {σn
1 | n ∈ N} con σ1 el generador de B2.

iii) σ(w1 ⊗ w2) = w1 ⊗ w2 = id(w1 ⊗ w2) con w1, w2 ∈ Γ.

iv) ϕ2(σ1) = σ.

v) I(e) = 0 e I(τ1) = 1.

vi) π2(e) = e y π2(τ1) = σ1.

vii) A2 = 0.

Demostración:

i) Análoga a la demostración del inciso i) de la Proposición 64.

ii) Análoga a la demostración del inciso ii) de la Proposición 64.

iii) Sea w ∈ Γ.

Notemos que como invΓ ∼= ker(ε)
R

= ker(ε) = generado(f1) entonces por el inciso i) de la
Proposición 11, w =

∑

i aiπ(f1) = aπ(f1) con ai ∈ A donde a =
∑

i ai.

Así, se calcula σ(w1 ⊗ w2) = σ(aπ(f1) ⊗ bπ(f1)) = σ(aπ(f1)b⊗ π(f1)) = σ(acπ(f1) ⊗ π(f1)) =
acσ(π(f1)⊗π(f1)) = ac(π(f1)⊗π(f1)) = acπ(f1)⊗π(f1) = aπ(f1)b⊗π(f1) = aπ(f1)⊗bπ(f1) =
w1 ⊗ w2.

De donde σ = id.

iv) De la Proposición 47, tomamos la asignación σ1 → σ que induce la representación de B2 en Γ⊗2

ϕ2 : B2 → GL(Γ⊗2) dada por ϕ2(σ1) = σ = id.

v) Análoga a la demostración del inciso v) de la Proposición 64.

vi) Análoga a la demostración del inciso vi) de la Proposición 64.
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vii) Por definición, A2 =
∑

τ∈S2
sign(τ)ϕ2(π2(τ)) = sign(e)ϕ2(π2(e)) + sign(τ1)ϕ2(π2(τ1)) =

ϕ2(e) − ϕ2(σ1).

Notemos que por el inciso iv), ϕ2(σ1) = σ = id.

Luego, notemos que por la Proposición 47, ϕ2 es un homomorfismo de grupos entonces ϕ2(e) = id.

De donde A2 = id − id = 0.

Corolario 10: Sea A la ∗-álgebra de Hopf de la Proposición 66. Sea (Γ, d) el ∗-CDPO universal
bicovariante sobre A del Corolario 9 y ∧Γ el CDAO trenzado de (Γ, d). Entonces ∧Γ = A

⊕

Γ.

Demostración: Primero, notemos que por el inciso vii) de la Proposición 71, A2 = 0.

Así, se calcula ker(A2) = Γ⊗2.

Entonces ∧2Γ = 0.

Ahora, notemos que cualquier n-forma con n ≥ 2 se puede escribir como combinación lineal de n
2

productos exteriores de 2-formas si n es par o n−1
2

productos exteriores de 2-formas y una 1-forma si
n es impar.

Entonces ∧nΓ = 0 ∀ n ≥ 2.

De donde ∧Γ = A
⊕

Γ.

Notemos que por la Proposición 70, el CDAO envolvente universal es Γ∧ = ⊗Γ y por el Corolario 10,
el CDAO trenzado es ∧Γ = A

⊕

Γ por lo que concluimos que no son isomorfos, lo que indica que el
epimorfismo del Teorema 1 puede no ser un isomorfismo.
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8. Conclusiones

El presente trabajo establece una conexión formal y rigurosa entre dos de las construcciones más
importantes de la geometría no conmutativa. El CDAO envolvente universal y el CDAO trenzado sobre
una álgebra de Hopf. Este estudio culminó con la demostración de la existencia de un epimorfismo
entre estos dos CDAO.

El camino para establecer este puente epimórfico requirió de la introducción de álgebras de Hopf y su
coacción sobre bimódulos bicovariantes. Dichas coacciones codifican la noción de simetría cuántica.

Sobre estas álgebras de Hopf, se desarrolló la teoría de CDPO. La cual se enfocó en la caracterización
de CDPO bicovariantes a través de sus espacios invariantes y sus ideales derechos correspondientes.
Así, cualquier CDPO bicovariante queda completamente determinado por sus espacios invariantes.

Posteriormente, se definieron las dos estructuras de orden superior. El CDAO envolvente universal
se construyó como un cociente del álgebra tensorial por elementos cuadráticos, diseñado para ser
la extensión más libre de un CDPO. Por otro lado, el CDAO trenzado se definió utilizando la rica
estructura de los grupos trenzados y el operador de antitrenzado, imponiendo relaciones de simetría
más estrictas.

Finalmente, se exploró la naturaleza de este epimorfismo a través de dos ejemplos importantes.
Se demostró que para el álgebra de Hopf de funciones sobre un grupo de Lie compacto clásico, la
conmutatividad del álgebra obliga a que la trenza sea el mapeo de virado y el epimorfismo se convierte
en un isomorfismo. En contraste, para el álgebra de Hopf del grupo de los enteros módulo 2, se
demostró que la trenza es trivial y las estructuras no son isomorfas, revelando que el puente es
naturalmente un epimorfismo.
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