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RESUMEN

Resumen

En el presente trabajo se estudia una generalizacion del concepto de célculo diferencial para algebras
no conmutativas. Dicha estructura se puede definir sobre cualquier algebra asociativa unitaria, un
A-bimédulo y un mapeo lineal llamado diferencial que genera al A-bimoédulo y satisface la regla
de Leibniz. Esta estructura se puede extender de manera envolvente a érdenes superiores. Primero,
se estudia la teoria de calculos diferenciales de alto orden del profesor Durdevié¢ construyendo el
calculo diferencial de alto orden envolvente universal como una algebra cociente graduada del algebra
tensorial y el ideal izquierdo y derecho de elementos cuadraticos. Después, se estudia la teoria de
calculos diferenciales de alto orden del profesor Woronowicz construyendo el célculo diferencial de
alto orden trenzado como una algebra cociente graduada del dlgebra tensorial y el kernel del operador
de antitrenzado. Con esto, se demuestra la existencia de un epimorfismo entre el calculo diferencial
de alto orden envolvente universal y el calculo diferencial de alto orden trenzado. Finalmente, se
presentan dos ejemplos para ilustrar la teoria.

RESUMEN



1 INTRODUCCION

1. Introduccidon

A principios del siglo XX naci6 la mecanica cudntica y con ella también aparecié una nueva area de
las matematicas, la geometria cuantica. Es el resultado de la unificaciéon de ideas y métodos de cuatro
areas de las matematicas: la topologia, la geometria, el algebra no conmutativa y el andlisis complejo
aplicado a dimensiones infinitas. Dos de los mas importantes fundadores de la geometria cuantica son
los profesores Alain Connes y Stanistaw Woronowicz. El primero generalizé el concepto de variedad
de Riemann basandose en operadores de Dirac, con el objetivo de describir la geometria del modelo
estandar de particulas. El segundo generalizo la idea de grupo de Lie matricial compacto basandose
en algebras de Hopf, con el objetivo de describir simetrias cudnticas. [Woronowicz, 1987] [Connes,
1994]

Ahora, se puede pensar que cada geometria estudia un espacio, en el caso de geometria clasica siempre
se puede entender al espacio clasico como una coleccion de puntos equipada con una estructura, ya
sea topoldgica (con conjuntos abiertos), de variedad (con atlas) o medible (con sigma-algebras). Sin
embargo, en geometria cuantica el espacio deja de ser clasico y se vuelve cuantico, en el sentido de
que algunos de estos espacios ni siquiera tienen puntos. Al principio esto parece desconcertante, pero
al relajar las hipotesis del Teorema de Gelfand-Naimark todo se aclara.

Se sabe que a toda C*-algebra B conmutativa unitaria o no unitaria le corresponde un tnico espacio
clasico X que es un espacio topoloégico compacto o localmente compacto respectivamente tal que
C(X) y Co(X) son isomorfas a B respectivamente. Si se relajan las hipdtesis, tenemos que para todo
C*-algebra B no conmutativa unitaria o no unitaria no existe espacio clasico X tal que C(X) o Cy(C')
sean isomorfas a B respectivamente. Esto indica que ahora tenemos un espacio cuantico compacto o
no compacto respectivamente, sin puntos, donde sus propiedades geométricas se estudian puramente
a través de la estructura algebraica de B. Asi, la visién clasica de un espacio estructurado con puntos
se rompe y es reemplazada por una estructura unificada que requiere de un enfoque completamente
nuevo y holistico. [Purdevié¢, 2001]

La geometria cuantica tiene un enorme valor conceptual para el estudio de espacios clasicos, ya que las
demostraciones de muchos teoremas son mas elegantes y transparentes, esto es porque las diferentes
estructuras de puntos clasicos a veces dejan ocultas las simetrias mas profundas. Esto no pasa en
geometria cuantica, ya que se acepta trabajar a priori con objetos globales, las dlgebras, que estan
entrelazadas con la estructura geométrica mas natural del espacio y codifican sus simetrias.

Para estudiar un espacio clasico en geometria no conmutativa se realizan dos pasos. El primer paso
consiste en expresar la estructura geométrica de un espacio clasico en términos de una x-algebra
conmutativa de funciones complejas sobre dicho espacio clasico. Notese que la definicion del x-algebra
de funciones depende del nivel geométrico en el que estemos trabajando, ya sea teoria de la medida
(funciones medibles), topologia (funciones continuas), geometria diferencial (funciones suaves) o
geometria algebraica (funciones polinomiales). El segundo paso consiste en cuantizar esta x-dlgebra
de funciones conmutativas introduciendo un parametro de deformaciéon en el producto del algebra.
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Notemos que cuando este parametro se vuelve el elemento unitario recuperamos la estructura clasica.

Por ejemplo, dado un grupo de Lie matricial compacto, su algebra de funciones continuas es una C*-
algebra conmutativa que contiene una x-subdlgebra densa que es una *-dlgebra de Hopf conmutativa.
Dicha x-subalgebra es el dlgebra de funciones polinomiales sobre el grupo de Lie matricial compacto.
De esta manera se define a un grupo matricial compacto cuantico como un espacio cuyo algebra de
funciones continuas es una C*-dlgebra (conmutativa o no conmutativa) que contiene una x-subélgebra
de Hopf densa. Si pensamos en geometria diferencial, esto cobra méas sentido ya que un grupo de Lie
es un caso particular de una variedad diferenciable y un grupo cuéntico es un caso particular de un
espacio cuantico.

Ahora, se sabe que una simetria clasica en un espacio clasico X es una accién de un grupo de Lie G
sobre X, a su vez, esta accién tiene una representacién dual en el dlgebra de funciones C(X), que
induce una coaccién de C(G) sobre C(X). Asi, una simetria cudntica en un espacio cuantico X es la
coaccion de una algebra de Hopf sobre X.

El siguiente parrafo es una descripciéon general pero detallada de todos los capitulos de este trabajo y
tiene el objetivo de guiar al lector. El Capitulo 2 introduce el concepto de una algebra de Hopf. Se
define la coaccion de una algebra de Hopf sobre un espacio vectorial o bimodulo en general. Se explica
cémo funciona la notacién de Sweedler, la cual es utilizada en la mayoria de los célculos del trabajo.
Luego, en el Capitulo 3 se define el concepto de calculo diferencial de primer orden sobre una algebra
de Hopf para introducir el calculo diferencial de primer orden universal. Después, se definen los
bimddulos covariantes izquierdos, derechos y bicovariantes sobre una algebra de Hopf para demostrar
la existencia de una base para estos espacios a través de sus elementos invariantes derechos e izquierdos
respectivamente. También se definen los calculos diferenciales de primer orden covariantes izquierdos,
derechos y bicovariantes para demostrar la existencia de tres modelos universales. Se definen los
mapeos de gérmenes cuanticos que relacionan el algebra de Hopf con los espacios invariantes de
bimodulos bicovariantes. En el Capitulo 4 se define el mapeo de virado y las algebras bicovariantes
graduadas utilizadas para definir los célculos diferenciales de alto orden. En el Capitulo 5 se define al
calculo diferencial de alto orden envolvente universal como el cociente del algebra tensorial de un
bimoédulo bicovariante y el ideal generado por elementos cuadraticos. En el Capitulo 6 se introducen
los grupos trenzados para construir el algebra exterior trenzada. Asi, se define el cdlculo diferencial
de alto orden trenzado como el cociente del dlgebra tensorial de un bimédulo bicovariante y el kernel
del operador de antitrenzado. Se presenta la demostracién de la existencia de un epimorfismo entre el
calculo diferencial de alto orden envolvente universal y el calculo diferencial de alto orden trenzado. En
el Capitulo 7 se presentan dos ejemplos que indican que dicho epimorfismo puede ser un isomorfismo
o puede no ser un isomorfismo. El primer ejemplo consiste en calcular el algebra de Hopf de un grupo
de Lie matricial compacto, su calculo diferencial de primer orden, asi como su calculo diferencial
de alto orden envolvente universal y trenzado, demostrando que son isomorfos. El segundo ejemplo
consiste en calcular el algebra de Hopf del grupo de enteros médulo 2, su calculo diferencial de primer
orden, asi como su calculo diferencial de alto orden envolvente universal y trenzado, demostrando que
no son isomorfos.
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En el presente trabajo solo se usara la notacién original del profesor Woronowicz para grupos cuanticos.
Para realizar calculos inicamente se usara la notaciéon de Sweedler de un solo digito. Ademas, el
producto tensorial siempre sera sobre C a menos que se indique lo contrario.
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2. Algebras de Hopf

Definicién 1 Sea A un C-espacio vectorial. Llamamos a la tercia (A, i, 14) una C-algebra asociativa
unitaria si el mapeo i : A x A — A dado por fi(a,b) = ab satisface las siguientes propiedades:

i) f(aa, fb) = aafb = afab = afi(a,b) ¥V o, € Cy V a,b € A.
ii) fi(ab,c) = (ab)e = a(bc) = fi(a,bc) ¥ a,b,c € A.
iii) 14 € A es el tnico elemento que satisface ji(14,a) = 1ga = aly = ji(a,14) ¥V a € A.

Ademas, por la propiedad universal del producto tensorial existe un tinico mapeo lineal 1 : AQ A — A
dado por pu(a ® b) = ab. Més atn, como 1¢ € C es una base para C, al evaluarlo bajo un mapeo
lineal 77 : C — A dado por 7j(1¢) = 1cla = 14 y aplicar la linealidad se induce un tinico mapeo lineal
n: C — A dado por n(\) = Al 4.

Por lo anterior, a partir de este momento llamamos a la tercia (A, i, n) una C-algebra asociativa
unitaria si el mapeo lineal ;1 : A ® A — A llamado producto de dlgebra y el mapeo lineal n: C — A
llamado elemento unitario hacen que los siguientes diagramas conmuten:

AQARA ¥, Ag A

AR A m A
Asociatividad

(po(ideu))(a®b®c) = pla®be) = a(be) = (ab)e = plab@c) = (po (p®id))(aRbRc) ¥V a,b,c € A.

Cod—" , 404"  AgcC

A A A

id id
Elemento Unitario

(o (n®@id))(a®a) =plala®a)=a=a®ay
(po(id@n))(a®@a)=pa® aly) =aax=Za®aVaecAyVacC.

Definicién 2 Sean (Ay, p1,m) y (Asg, o, m2) C-dlgebras. Llamamos al mapeo lineal f : A — A
un morfismo de C-algebras si preserva el producto de algebra y el elemento unitario. Es decir, los
siguientes diagramas conmutan:
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Aol 2. 4,04,

Ay ; As

Preservacion del Producto

(fom)(a®b) = flab) = f(a)f(b) = pa(f(a) ® f(b)) = (20 (f @ f))(a®@Db) ¥ a,b € A

C id C
Ay —— 4y

Preservacion del Elemento Unitario
(fom)(a) = flal,) = ala, = m(a) = (noid)() V a € C.

Definicién 3 Sea C un C-espacio vectorial. Llamamos a la tercia (C, ¢, ) una C-codlgebra coaso-
ciativa counitaria si el mapeo lineal ¢ : C' — C ® C' llamado coproducto y el mapeo lineal ¢ : C' — C
llamado elemento counitario hacen que los siguientes diagramas conmuten:

CeCeC —%¥ _ ocgcC
Pp®id ¢

Cel P C

Coasociatividad

([d®@ @) o ¢)(a) = (i[d® ¢) (M ® a®) = M @ a® @ a® = (p @ id)(a') ® a!?) = (¢ ®id) 0 ¢)(a) ¥
aeC.
CeC—%  cgc—% ,crC

= ¢ =

C C C

id id
Elemento Counitario

(i[d@e)op)(a) = ([d®e)(a® ® a®) = oV ® e(a?) =
(e @id) 0 9)(a) = (e @id)(al) ® a?) = £(aW) ® a® =
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Definicién 4 Sean (C4, ¢1,¢1) v (Ca, ¢2,2) C-codlgebras. Llamamos al mapeo lineal f: C; — Csy
un morfismo de C-codlgebras si preserva el coproducto y el elemento counitario. Es decir, los siguientes
diagramas conmutan:

oo 2. o000,

o E

4 F Cy

Preservacion del Coproducto

(fo fog)(a) = (f flal) @a?) = fa") @ f(al?) = ¢a2(f(a) = (¢20 f)(a) YV a € Ch.

c—4 .
C) —— Gy

Preservacion del Elemento Counitario
(idoer)(a) = e1(a) = ea(f(a)) = (e20 f)(a) V a € Ci.

Definicién 5 Sean (B, pu,n) una C-algebra asociativa unitaria y (B, ¢, ) una C-codlgebra coasocia-
tiva counitaria. Llamamos a la péntada (B, i, 7, ¢, €) una C-bidlgebra asociativa unitaria coasociativa
counitaria si ¢ : B — B® By ¢: B — C son homomorfismos de C-algebras. Es decir, se satisfacen
las siguientes propiedades:

coug)la®b) =ce(ab) =¢c(a)e(b) = (uco (e ®e))(a®b) ¥V a,b € B.

¢ o pup)(a®b) = ¢(ab) = ¢(a)p(b) = (upep 0 (6 ® ¢))(a®b) V a,b € B.

) (
ii) (eonp)(a) =c(alp) =alc =ide(a) ¥V a € C.

) (

) (gbO’I]B)(Oj) = gb(alB) = Oé].B X OélB = 773@3(01) VaeC.
Definicién 6 Sea (A, p,n) una C-algebra asociativa unitaria. Llamamos al mapeo lineal o4 :
A® A — A® A dado por o4(a ® b) = b ® a mapeo de virado algebraico.

Definiciéon 7 Sea (A, i, 1, ¢, ) una C-biadlgebra asociativa unitaria coasociativa counitaria. Llama-
mos a la héxada (A, u,n, ¢, ¢, k) una C-dlgebra de Hopf asociativa unitaria coasociativa counitaria
antipodal si el mapeo lineal K : A — A llamado coinverso o antipoda satisface las siguientes
propiedades:

i) (kop)(a®b) =rk(ab) = k(b)k(a) = (po(k®k))(b®a) = (no(k®K)ooa)(a®b) Va,be A

10



2 ALGEBRAS DE HOPF

i) (kon)(a)=r(ala) =n(a) ¥V acC.
iii) (¢0r)(a) = ¢(r(a) = £(a®) ® k(a) = oa(k(a) ® £(a!?))) = (040 (k@ K) 0 P)(a) V a € A.

)
)

iv) (eok)(a) =e(k(a)) =¢e(a) V a € A.
)

v) k hace que el siguiente diagrama conmute:

r®id

A C - A

(1o (k®id) o d)(a) = u(r(aW) ® a®) = k(aV)a® = e(a)1a = n(e(a)) = (noe)(a) V a € A,

vi) k hace que el siguiente diagrama conmute:

% L A®A den AQA —" 4

C A

(o (id® k) o ¢)(a) = u(a" & k(a?)) = aVr(a®) = e(a)la = n(e(a)) = (noe)(a) ¥ a € A.

Notacion de Sweedler para el Coproducto Sea A una C-algebra de Hopf. La imagen de a € A
bajo ¢ se denotaré por ¢(a) = a @a®, lo cual indica la existencia de una suma finita implicita debido
a la aparicién de a en el primer y segundo término. A esto se le conoce como notacion de Sweedler para
el coproducto. Debido a la coasociatividad esto se puede generalizar para n-coproductos. Por ejemplo,

para n=3 ((¢ ® id®id) o (¢ ®id) 0 ¢)(a) = ¢V ® a® ® a® ® a¥ = ((id ® id ® ¢) o (id ® ¢) 0 ¢)(a).

Definicion 8 Sea A una C-algebra de Hopf y V' un C-espacio vectorial. Llamamos coaccion izquierda
de A sobre V' a un mapeo lineal ®y : V' — A ® V que hace que los siguientes diagramas conmuten:

|74 v ARV

dy [ #®id

11
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(¢ ®id) 0 Dy)(v) = (¢ ®id) (v @ V@) = v @ Y12 @ YO = (=1 © YO-1) @ y(00) =
(id ® @y) (v @ v®) = (([d® ®y) o @y)(v) Vo € V.

1% v ARV
id[ [s®id
1% CeV

(a3

(e®@id) o @y)(v) = (e@id) (v @) =ec(v ) @’ X v =id(v) Vv e V.

Sea W un C-subespacio vectorial de V. Llamamos a W invariante bajo ®y si &y (W) C A ®@ W. Mas
aun, Oy |y : W — A® W es una coaccién izquierda de A sobre W.

Notacién de Sweedler para la Coaccién Izquierda de una Algebra de Hopf sobre un
Espacio Vectorial Sea @y : V — A ® V una coaccién izquierda dada por @y (v) = >, a; ® v; con
a; € Ay v; € V. En notacién de Sweedler esto se expresa como ®y (v) = D @ 0O,

Definicién 9 Sea A una C-algebra de Hopf y V un C-espacio vectorial. Llamamos coaccion derecha
de A sobre V' a un mapeo lineal y® : V' — V ® A que hace que los siguientes diagramas conmuten:

ve®

V VoA

V@[ [id@(b

((1d ® qb) o) V®)(U) — (1d ® ¢) ('U(O) ® 'U(l)) — ’U(O) ® U(ll) ® ,U(12) — U(OO) ® /U(Ol) ® ?](1) —
(v® ®id) (v @ vM)) = ((y@ @ id) o y®)(v) Vv € V.

ve VA

v
id[ [id@e
V

VeC

ot

([d®e)oy®)(v) = ([d®e)(v® @ vW) = v @ e(vV) 2 v =id(v) Vv € V.

Sea W un C-subespacio vectorial de V. Llamamos a W invariante bajo @ si y®(W) C W ® A. Mas
aun, y @y : W — W ® A es una coaccién derecha de A sobre W.

Notacién de Sweedler para la Coaccién Derecha de una Algebra de Hopf sobre un
Espacio Vectorial Sea y®:V — V ® A una coaccién derecha dada por y®(v) = 3, v; ® a; con
v; € V y a; € A. En notacién de Sweedler esto se expresa como y®(v) = MON-ION

12
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Proposicion 1 Sea A una C-dlgebra de Hopf. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) ¢(k(aM))(a® @14) =14 @ k(a) ¥V a € A.

i) (14 ®aM)p(k(a®)) =k(a) @14V a € A.
)
)

iii) ((noe)®id)od)(a) =14 ®@aV a € A.
iv) (id® (noe))od)(a) =a®1sVace A.

Demostracion

i) Sea a € A se calcula ¢(k(aM))(a® @1,4) = (k(a?)@k(aM))(a® @1,4) = K(a®)a® @ K(aV) =
e(a®) ® k(a®) = 14 ® k(aD)e(a®) = 14 ® k(aWVe(a®)) = 14 ® k(a).

De donde ¢(x(aM))(a® @ 14) = 14 @ k(a) V a € A.
ii) Andloga a la demostracién del inciso 1).

iii) Sea a € A se calcula (((no¢) ®id) o ¢)(a) = ((noe) ®id)(a™M @ a®) = (noe)(aV) ® a® =
n(e(aM)) ® a® =e(aM) ®a® =1, ®e(aM)a® =1, @ a.

De donde (((noe) ®id) o ¢)(a) =14 ®a ¥V a € A.

iv) Andloga a la demostracion del inciso iii).

Definicién 10 Sea A una C-édlgebra de Hopfy ¢ :
(2

A—
([d®g) o d)(a) = (id® g) (" ® a?) = oV ® g(a?) = a

C un mapeo lineal. Llamamos a g * a =
'9(al?)

(1 convolucion de g sobre a € A.

)

Definicién 11 Sea A una C-algebra de Hopfy f: A — C un mapeo lineal. Llamamos a a x f =
(f ®id) 0 ¢)(a) = (f ®id)(aV ® a®) = f(aM) ® a® = f(a™M)a® convolucién de a € A sobre f.

Definiciéon 12 Sea A una C-algebra de Hopf. Sean g : A - Cy f : A — C mapeos lineales.
Llamamos al mapeo lineal f*g: A — C dado por (f*g)(a) = ((f®g)od)(a) = (f@g)(aV @a?) =
flaM) ® g(a®) = f(aM)g(a®) convolucion de fy g.

Proposicion 2 Sea A una C-algebra de Hopf. Sean g : A — Cy f : A — C mapeos lineales.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) e(gxa)=gla)Vac A
i) e(ax f) = fla) Vae A

i) g (axf)=(g%a)*fV¥ac A
i) (frg)¥a=fx(gsa)VacA
V) ax(fxg)=(axf)sgVacA

13
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Demostracién

i) Sea a € A se calcula e(g * a) = e(aMg(a®)) = e(aM)g(a?) = g(e(a™)a?) = g(a).

De donde (g * a) = g(a) V a € A.

ii) Andloga a la demostracién del inciso 1).

iii) Sea a € A.
Por un lado, se calcula g * (a* f) = g * (f(a)a®) = f(a)(g * a?) = f(a)aP g(a®).
Por otro lado, se calcula (g * a) * f = (aWg(a®)) x f = (@  fg(a®) = f(aM)aP g(a®).
De donde g * (a* f) = (g*a)* f ¥V a € A.

iv) Sea a € A.
Por un lado, se calcula (f * g) * a = a™V(f * g)(a®) = W f(a?)g(a®).
Por otro lado, se calcula f * (g a) = f * (aWg(a®)) = (f * aW)g(a®) = aV f(a?)g(a®).
De donde (f xg) xa= fx(g*xa)V a€ A.

v) Anéloga a la demostracién del inciso iv).

La demostracién de la siguiente proposicién se puede encontrar en [Woronowicz, 1989].

Proposicién 3 Sea A una C-dlgebra de Hopf. Sean 7 : A@ A - AR A, r't: A A — AR A,
s:ARA—- AR Ays !t A® A — A® A biyecciones dadas por r(a®b) = (p®id)(id ® ¢)(a @ b) =
(a®14)p(b) = abV @2 rHa®b) = (p®id)(ld® x ®id)(id® ¢)(a @ b) = (a® 1A)((/-e ®id)¢(b)) =
ar(bM) @b? s(a®b) = (id @ p) (04 ®id)(id @ ¢)(a @ b) = (14 ® a)¢(b) = bV @ ab? ( ®b) =
UAM®MNM®a@@d®m4®mx¢®mxa®m=4b®LowMM®K4m(»——m ( D) ® aV)
respectivamente. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

) r((a®14)g) = (a®@1a)r(¢) Vae AyVge AR A.

(1a®

) = )

i) r(g(la®a)) =r(g)p(a) Vac AyVqge A® A,
) = a)s(g)Vae AyVqge A® A
)=

1) r(

1) 7

iii) s((a® 1a)q
iv) s(¢(la®a)) =s(q)pla) Vac AyVqge AR A

) (por™)(a®b)=(ild®e)(a®b) Va,be A

) (os ) (a®b) =(e®id)(a®b) ¥V a,be A.

) (e®@id)or H(a®b) =c(a)bV a,b e A.

) )

(
e®id)os)(a®b) =e(b)aV a,b € A.

14
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Definicién 13 Sea A una C-dlgebra de Hopf. Llamamos a los mapeos lineales ad, : A - AR Ay
adg : A — A® A dados por ady(a) = aWMk(a®)®a? y adgr(a) = a® @ k(aV)a® coaccion izquierda
y derecha adjunta respectivamente.

La demostracién de la siguiente proposicién se puede encontrar en [Sontz, 2015].

Proposicion 4 Sea A una C-algebra de Hopf. Sean ad;, : A - A® Ay adgr: A - A® A las
coacciones izquierda y derecha adjunta respectivamente. Seanr : AQA — AQA, r 11 ARA — AR A,
s ARA - A®Ayst: A® A — A® A las biyecciones de la Proposicién 3. Entonces se satisfacen
las siguientes propiedades:

i) El mapeo lineal ady, : A — A ® A es una coaccién izquierda de A sobre A.

ii) El mapeo lineal adr : A — A ® A es una coaccién derecha de A sobre A.

i)
i)
iii) adr(a) =r(s ' (a®14)) Vae A

)

iv) adr(a) = s(r"1(1y®a)) Vae A.

3. Calculo Diferencial de Primer Orden

Definicion 14 Sea (A, u,n) una C-algebra. Sea I' un A-bimédulo y d : A — I' un mapeo lineal.
Llamamos al par (I',d) célculo diferencial de primer orden (CDPO) sobre A si se satisfacen las
siguientes propiedades:

i) d(ab) = d(a)b+ ad(b) V a,b € A.
i) w= Y1, ard(by) Y w €T con ay, b, € Ay K > 0.

Llamamos a d diferencial de (I, d).

Definicién 15 Sean (I',d) y (I, d") CDPO sobre A. Llamamos a un homomorfismos de A-bimddulos
f: T — I'" morfismo de CDPO si fod = d'. Ademaés, si f es inyectiva, suprayectiva o biyectiva
llamamos a f un monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo de CDPO respectivamente.

Proposiciéon 5 Sea (A, i, n) una C-dlgebra. Sea U = ker(u) y D : A — A® A el mapeo lineal dado
por D(a) = (14 ®a) — (a® 14). Entonces (U, D) es un CDPO sobre A llamado CDPO universal.

15



3 CALCULO DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN

Demostracion Primero, se verificara que D : A — U V a € A.
Sea a € A se calcula u(D(a)) = u((la®a) — (a®@14)) = p(la®a) —pula®1y) =a—a=0.
Entonces D(a) € ker(u) V a € A.

Dedonde D: A —= UV ac€ A.

Luego, se verificard que (U, D) satisface i) y ii) de la Definicién 14.

i) Sean a,b € A se calcula D(a)b+ aD(b) = (1a®a) — (a®14))b+a((la®b) — (bR 14)) =
(ly®ab) — (a®@b)+ (a®b) — (ab® 14) = (14 ® ab) — (ab® 14) = D(ab).

De donde D(a)b+ aD(b) = D(ab) ¥ a,b € A.

ii) Sea w € U.

Primero, notemos que U C A® A entonces existen ay, b, € Aconk € {1,..., K}y K > 0 tales
que w = SF | ax ® by.

Luego, notemos que p(w) = pu(Shy ar ® by) = Sy pu(ar ® b) = Sy agby, = 0.

Asi, se calcula Zszl apD(by) = Zszl ap((1a®@b) — (bpr®14)) = Ziil((ak Qbg) — (arby ®14)) =
Eszl (ak & bk) — (Eszl akbk) X 1A = Zszl Q. & bk = w.

De donde w = 3K apD(b) ¥ w € U con ay, by € Ay K > 0.

Proposicién 6 Sea (A, p,n) una C-dlgebra y (U, D) el CDPO universal sobre A. Sea N un A-
subbimédulo de U definimos 'y = % Sea my : U — I'y el epimorfismo canénico de A-bimédulos
definimos dy = my o D : A — T'y. Entonces (I'y,dy) es un CDPO sobre A. Més atn, cualquier
CDPO sobre A, (I',d), es isomorfo a (I'y,dy) para algin A-subbimédulo N de U.

Demostracién Primero, se verificard que (I'y, dy) satisface i) y ii) de la Definicién 14.
i) Sean a,b € A se calcula dy(ab) = my(D(ab)) = nn(D(a)b+aD(b)) = nn(D(a)b)+7n(aD(b)) =
wn(D(a))b+ ary(D(b)) = dn(a)b + ady(b).
De donde dy(ab) = dy(a)b+ adyn(b) ¥V a,b € A.
ii) Sea r € I'y.
Primero, notemos que my es un epimorfismo entonces V r € I'y existe w € U tal que r = my(w).

Luego, notemos que (U, D) es un CDPO sobre A entonces w = Y0, apD(b,) ¥V w € U con
ag, by € Ay K > 0.

Asi, se calcula r = my(w) = WN(Zszl arD(by)) = Zszl 7wy (apD(by)) = Zszl armn(D(bg)) =
> iy ardn (b).

De donde 7 = XK | apdy(by) Vr € Ty con ag, by € Ay K > 0.
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Ahora, se verificard que cualquier CDPO sobre A, (A,J), es isomorfo a (I'y,dy) para algin A-
subbimoédulo N de U.

Asi, se define 7' : U — A dado por 7'(w) = (Lo (id® d))(w) con L: A® A — A la accién izquierda
de A sobre A dada por L(a ® b) = ab.

Primero, se verificard que 7’ esta bien definida.

Primero, notemos que dados wy,ws € U tales que wy; = ZkKjl a1 ® by = ijl Qo ® bop, = woy con
1k, D1k, Qop, bop € Ay K1, K5 > 0 entonces w; — wy = ZkKﬁl a1 @ big — ZkKﬁl Qs ® ba, = 0® 0.

Luego, notemos que para que 7' esté bien definida basta demostrar que si 0 ® 0 = >% | a; ® by, con
ar, by € Ay K >0 entonces 0 = S5 a,5(by).

Asi, sea 0®0 = SF | ap @by, con ag, by, € Ay K > 0 se calcula 7 (0 ®0) = ' (X5, ar ® by) entonces
(Lo (id®0))(0®0) = (Lo (id®d)) (X, ar ® by) de donde L(0® 0) = S, L(ay ® §(by)) por lo
que 0 = S8 | apd(by).

De esta manera, se ha demostrado que 7’ esta bien definida.

Notemos que como L y ¢ son mapeos lineales entonces 7’ es lineal.

Luego, se verificard que 7’ es un homomorfismo de A-bimédulos.

Primero, se verificard que 7’ es un homomorfismo A-mdédulos izquierdo.

Asi,seac€ Ay w=F  a, @b con ay, b, € Ay K > 0 se caleula 7' (cw) = 7'(c(SFE_, ar @ b)) =
(L @) (ld (024 (5))(2sz1 cap & bk) = Zszl(L ©) (ld &® 5))(cak X bk) = Ele caké(bk) = CZszl aké(bk) =
cSK (Lo(id®d))(ar ®by) = c(Lo (id® 0)) (XK | ar @ by) = e’ (w).

Esto demuestra que 7’ es un homomorfismo de A-mdédulos izquierdo.

Luego, se verificard que 7’ es un homomorfismo de A-mo6dulos derecho.

Asi,seac€ Ay w=YFK  a,®b con ag, b, € Ay K > 0 se calcula 7/ (wc) =

T (CK ar @bg)c) = (Lo (ild®6)) (X5, ar @bre) = S8 (Lo (id®0))(ar ® bpc) = Sh | arpd(bpc) =
Yoy ar(0(br)e + beo(c)) = Sy ard(be)e + iy arbrd(c) = (S axd(b))e + (4, arbi)d(c) =
(Zrr ard(bi))e = (S (Lo (id®0))(ar @ by) e = (Lo (id®0))(Timy ar@by))e = ' (Ziy ax®@by)c =

7' (w)e.

Esto demuestra que 7’ es un homomorfismo de A-médulos derecho.
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De esta manera, se ha demostrado que 7’ es un homomorfismo de A-bimddulos.
Después, se verificard que 7’ es un epimorfismo de A-bimddulos.
Sea o € A.

Primero, notemos que (A, d) es un CDPO sobre A entonces o = 3% | a;6(by) V o € A con ay, b, € A
y K > 0.

Luego, definimos v = S5, aj, ® by, — S8, apby ® 14 y notemos que pu(u) =

(ke @k @ by — 4y axby © 14) = p(5 ap @ by) — p(3040, axby © 14) =

SR u(ar @by) — S8 plagby @ 14) = S8 apbe — Sk, axbpla = 0 entonces u € U.

Asi, se calcula 7' (u) = 7' (XK [ ap @b — Sp by ® 14) = T (X8 ap @ b)) — 7 (X0 apby @ 14) =
Y ™ (ar @ by) — 3y 7 (axby @ 14) = S (Lo (id @0) ) (ar @ by) — X5 (Lo (id @ 6)) (arby @ 14) =
Y1 a0 (by) — Y4y axbrd(1a) = 240, axd(by) = o.

De esta manera, se ha demostrado que 7’ es un epimorfismo de A-bimdédulos.

Finalmente, se verificard que (A, ) es isomorfo a (I'y, dy) para algin A-subbimédulo N de U.

Primero, se verificard que existe un isomorfismo de A-bimédulos @ : I'y — A para algin A-
subbimoédulo N de U.

Asi, definimos N = ker(7’) y notemos que por el Primer Teorema de Isomorfismos de A-bimddulos
entonces N es un A-subbimédulo de U y 7" induce un isomorfismo de A-bimddulos 7 : I'y — A.

Esto demuestra que existe un isomorfismo de A-bimédulos 7' : I'y — A para algun A-subbimédulo N
de U.

Luego, se verificard que (7' o dy)(a) = d(a) ¥V a € A.

Asi, sea a € A se calcula (7' ody)(a) = (A omyoD)(a) = ("o D)(a) =7"((1la®a) — (a®14)) =
T(la®a) —7m(a® 1) =(Lo(id®d))(la®a)— (Lo (id®d))(a®1s) =140(a) —ad(ls) = d(a).
Esto demuestra que (7' o dy)(a) = d0(a) V a € A.

De esta manera, se ha demostrado que (A, d) es isomorfo a (I'y, dy) para algin A-subbimédulo N de

U.
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3.1. Calculo Diferencial de Primer Orden sobre una Algebra de Hopf

Definicién 16 Sea A una C-algebra de Hopf y (I',d) un CDPO sobre A. Llamamos a (I',d) un
CDPO covariante izquierdo sobre A si dado Zﬁil ard(br) = 0 con ay, by € Ay K > 0 entonces

e d(ar)(id @ d)p(by) = 0.

Proposicion 7 Sea A una C-algebra de Hopf y (I',d) un CDPO covariante izquierdo sobre A.
Entonces existe un tinico mapeo lineal ®r : I' = A ® I' dado por ®r(w) = S5, ¢(az)(id ® d)p(by,)
con w = Y1, apd(b;) donde ay, b, € Ay K > 0 que satisface las siguientes propiedades:

i) Or(cw) = ¢(c)Pr(w) y Pr(we) = Or(w)p(c) Vee Ay VweT.
ii) ((id® @r) o br)(w) = ((¢ ®id) o &r)(w) y ((¢ ®id) 0 Pp)(w) = id(w) ¥ w € T
iii) ®r(d(c)) = (id® d)¢(c) = M @d(c?) V c € A.

Reciprocamente, si &r : ' = A ® ' es un mapeo lineal que satisface las propiedades i), ii) y iii)
entonces estard dado por ®r(w) = 2K | ¢(az)(id ® d)¢(bi) con w = XK | azd(by) donde ay, b, € A
y K > 0. Mas atn, se tendrd que dado S, apd(by) = 0 con ay, b, € Ay K > 0 entonces
im1 d(ar)(id @ d)p(br) = 0.

Demostracion Primero, se verificara el reciproco.
Asi, sea Op : I' - A ® I' un mapeo lineal que satisface las propiedades i), ii) y iii).

Ahora, sea w = Y1 apd(by) con ag, by € Ay K > 0 se calcula ®p(w) = ®r(Xi, ard(by)) =
>y Pr(ard(br)) = 252y ¢(ar)Pr(d(be)) = S dlax)(id @ d)¢(br).

Luego, sea w = Sk apd(by) = 0 con ag, by € Ay K > 0 se calcula ®p(w) = ®r(0) entonces
ko1 Olax)(id @ d)g(br) = 0.

De esta manera, se ha demostrado el reciproco.

Luego, se verificarda que si (I',d) un CDPO covariante izquierdo sobre A entonces existe un tinico
mapeo lineal 1 : T' — A®T dado por ®r(w) = XK | ¢(ax)(id @ d)¢(br) con w = S5, axd(by,) donde
ag, b € Ay K > 0 que satisface i), ii) y ii).

Primero, notemos que dados los mapeos lineales ¢ : A - AR Ay d: A— T entonces o : ' - AR
existe, es tinico y lineal dado por ®r(w) = S5, é(ax)(id @ d)¢(by) con w = S | apd(by,) donde
ak,kaAyK>0.

i) Seac€ Ay w=K ard(by) con ay,by € Ay K > 0.

3.1 Célculo Diferencial de Primer Orden sobre una Algebra de Hopf
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ii)

iii)

Primero, se calcula ®r(cw) = ®r(c(Xr, ard(by))) = ®r(Xr, card(by)) =

%(k)gbgca)k)(ld ® d)o(br) = Xy o(c)p(ar)(id ® d)o(br) = ¢(c)(Tizy ¢(ar)(id ® d)d(by)) =
Esto demuestra que ®r(cw) = ¢(c)Pr(w)Vee Ay VweT.

Ahora, notemos que ad(b) con a,b € A generan a I' y que d(bc) = d(b)c + bd(c) entonces
ad(bc) = ad(b)c + abd(c) de donde ad(b)c = ad(bc) — abd(c).

Luego, se calcula ®r(ad(b)c) = ®r(ad(bc) — abd(c)) = Pr(ad(be)) — ®r(abd(c)) =
¢(a)(id @ d)p(be) — ¢(ab)(id ® d)g(c) = ¢(a)(id @ d)(p(b)d(c)) — ¢(a)p(b)(id © d)¢
¢(a)((id ® d)p(b))d(c) + ¢(a)p(b)(id © d)p(c) — p(a)p(b)(id @ d)¢(c) = ¢(a)((id @ d)¢
(6(a)(id @ d)p(b))d(c) = Pr(ad(b))¢(c).

Esto demuestra que ®r(wc) = ¢r(w)p(c) Vee Ay VweT.

(

c)
(b))¢(c) =

Sea w = 3K | apd(by) con ag, by € Ay K > 0.
Ahora, notemos que ad(b) con a,b € A generan a .

Por un lado se calcula ((¢ ®id) o ®r)(ad(b)) = (¢ ®id)(¢(a )(1d ®d)p(b)) =

(¢ @id)((a) @ a®) (bW @ d(0®))) = (¢ ®id)(aV0V) @ a( )d(b )) = ¢(a(1)b(”) ® al?d(b?)
a0 EaDd(?) = (o0 3a®) BV @0 aDd(0) = (@40 D) @a ()
(e ® a® ® a®)(bD @ b2 @ d(H®)) = (aV ® a® ® a®)(id ® 1d ® d) (b ® b @ b®)
(¢ ®@id)p(a)(id ® id @ d)(¢ @ id) (D).

Por otro lado, se calcula ((id ® Pr) o dr)(ad(b)) = (id ® Cbr)( (a)(id ® d) (b)) =
(o 00) (40 ) (0 2) = (5 ) (a0 51 = o) =
b @ (¢(a?)(id @ d)p(b?)) = aVbD & ((a® ® a®)(id @ d) (B> @ b)) =

al
1)b(1) ® E( D ®a 3))(()(2) ® d(b ) )= a VM) & (a(Q)b(Q) ® a®d (6(3 ) =
(aM ®a® ®a®) (M @ P @ dbP)) = (aV ®a? @ a®)(id ® id ® d)(bV @ b® @ b)) =
(id ® ¢)¢(a)(id ® id ® d)(id @ ¢)¢(D).
Entonces ((¢ ® id) o ®r)(ad(b)) = ((id @ ®r) o Pr)(ad(b)) V a,b € A.
Esto demuestra que ((id ® ®r) o @r)(w) = ((¢ ®id) o Pr)(w) YV w € T,

Luego, se calcula ((e®id) o @r)(ad(b)) = (¢ ® id)(qb(a)(id @ d)p(b)) =
(e ®id)((a™ ® a®) (bW @ ( )))) = (e ®id)(aWbM) ® a?d(b?)) =
e(aMpM) @ a@d(b?) = e(aM)e(dV) @ aPd(b?) = £(aM)aPd(e(bW)bP)) = ad(b).

Esto demuestra que ((¢ ® id) o @r)(w) = id(w) V w € I

Sea c € A.

Asi, se calcula @r(d(c)) = (IDF(lAd( )) (b( A)([id®@d)o(c) = (14 @ 14)(id ®@ d)o(c) =
(id ® d)¢(c) = (id ® d)(cM @ @) = M ® d(c<2>)

Esto demuestra que ®r(d(c)) = (id ® d)¢(c) = M @ d(c?) ¥V ¢ € A.

Definicién 17 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I',d) un CDPO sobre A. Llamamos a (I',d) un
CDPO covariante derecho sobre A si dado Zle ard(br) = 0 con ag, by € Ay K > 0 entonces

iy ¢(ar)(d ®id)g(by) = 0.

3.1

Célculo Diferencial de Primer Orden sobre una Algebra de Hopf
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Proposicién 8 Sea A una C-algebra de Hopf y (I',d) un CDPO covariante derecho sobre A.
Entonces existe un tinico mapeo lineal p® : I' = I' ® A dado por r®(w) = K | ¢(ar)(d @ id)p(by)
con w = Zszl axd(by) donde ay, by € Ay K > 0 que satisface las siguientes propiedades:

i) rP(cw) = p(c)rP(w) y rP(we) = rP(w)p(c) Vee AyVweTl.
i) (rP®id)or®=(id®¢)or®y (id®e)ord =ZidVweT.
i) r®(d(c)) = (d ®id)¢(c) = d(cM) @ c? V ¢ € A.

Reciprocamente, si r® : ' — I' ® A es un mapeo lineal que satisface las propiedades i), ii) y iii)
entonces estara dado por r®(w) = Yi_; ¢(ay)(d @ id)é(by,) con w = i ard(by) donde ag, by € A
y K > 0. Mas ain, se tendra que dado Z,le ard(by) = 0 con ap, by € Ay K > 0 entonces
Yo ¢(ar)(d @ id)p(by) = 0.

Demostracion Analoga a la demostracion de la proposicién anterior.

Definicién 18 Sea A una C-algebra de Hopf y (I',d) un CDPO sobre A. Llamamos a (I',d) un
CDPO bicovariante sobre A si dado Zle ard(by) = 0 con ay, by € Ay K > 0 entonces
K d(ar)(id@d)o(by) =0y 2K ¢(ar)(d®id)é(b) = 0. Es decir, es covariante izquierdo y derecho

respectivamente.

Proposicién 9 Sea A una C-algebra de Hopf y (I';d) un CDPO bicovariante sobre A. Sean
Or:I' > ATy r® : ' = I' ® A las coacciones izquierda y derecha de las Proposiciones 7 y 8
respectivamente. Entonces r® y & son compatibles. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

r r A®T

p<I>| lid@r@

(id ®@ r®) o &r)(w) = ((Pr ®id) o r®)(w) ¥V w € T
Demostracién Sea w = S, apd(by) con ag, by € Ay K > 0.

Ahora, notemos que ad(b) con a,b € A generan a I'.

—

0d®ﬂm«<>®a@xb>®d@@»)—0d®ﬁmmﬂﬂﬂ®a )d(b@)) = aWp® @ 1 (a@d(b?)) =
WM @ ¢(a@)(r@(d(b?))) = aWbM @ ¢(a@)((d®id)p(b?)) = aMbM @ (a® @a®)(d(b?) @b3)) =
OB @ (a@d(b?) © a®b®) = (a® @ a® @ a®)(bD © d(b?) @ b®)) =

(¢ ®@id)¢(a)(id ® d ® id) (¢ ® id)e(Db).

Por un lado, se calcula (((1 ® @) o Pr)(ad(d)) = (id @ rP)(¢ ( )(id ® d)¢(b()12

3.1 Célculo Diferencial de Primer Orden sobre una Algebra de Hopf
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Por otro lado se calcula ((Pr ®1id) o p®)(ad(b)) = (Pr ®@ id)(¢(a)(d ® id)p(b)) =
@me« ®a%uww®b))(%®MWWﬂW)®@w)

ep(aVd(bV)) @ a®b® = (p(aV)p(d(b))) @ a®b® = (6(aW)((id ® d)p(bV))) @ a®b) =
(6D @ a®) (6D © d(B))) @ @b = (aWpD) g o ((»®aamn_

(aM ®a® @ a®) bV @ d(dP) @ b)) = (id ® ¢)d(a)(id ® d ® id)(id ® ¢)¢(b).

Entonces ((id ® r®) o @r)(ad(b)) = (Pr ® id) o p®)(ad(b)) V a,b € A.

De esta manera, se ha demostrado que ((id ® r®) o @p)(w) = ((¢r ® id) o p®)(w) V w € I

3.2. Bimédulos Covariantes sobre una Algebra de Hopf

Es importante mencionar que los A-bimoédulos estudiados en esta seccién no son los de un CDPO
sobre una C-algebra de Hopf, (I', d), pero podrian serlo. De esta manera, todos los resultados de esta
seccién se pueden aplicar a dichos A-bimddulos.

Definicion 19 Sea A una C-algebra de Hopf. Sea I' un A-bimédulo y @ : I' - A®I un mapeo lineal.
Llamamos a (I', ®r) un A-bimddulo covariante izquierdo si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) ®r(aw) = ¢(a)®Pr(w) y Pr(wa) = ¢r(w)p(a) Vac AyVweT,
ii) ((id ® @r) o @r)(w) = ((¢p ®id) o Pr)(w) y ((e ®id) o Pr)(w) Zid(w) ¥V w € T.

Definicion 20 Sea A una C-algebra de Hopf. Sea I' un A-bimédulo y r® : I' — I'® A un mapeo lineal.
Llamamos a (I', p®) un A-bimddulo covariante derecho si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) r®(wa) = r®(w)p(a) y rP(aw) = ¢(a)r®(w) Va e AyVweT,
i) (r®®id)or®)(w) = ((id® ¢) o r®)(w) y ((id®¢) o r®)(w) = id(w) V w € T.

Definicién 21 Sea A una C-algebra de Hopf y I' un A-bimédulo. Llamamos a (', @r, r®) un
A-bimédulo bicovariante si @ y r® son compatibles. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

r r A®T

p<I>| lid@rfb

((ld (059 pq)) o CIDF)(w) = (((I)F & ld) o F(I))(U)) Ywel.

Definicion 22 Sea A una C-algebra de Hopf y (I',®r) un A-bimédulo covariante izquierdo.
Llamamos a w € I' un elemento invariante izquierdo bajo ®r si ®r(w) = 14 ® w. Méas aun,
il ={w € T'| &r(w) = 14 @ w} es un C-subespacio vectorial de I'.

3.2 Bimé6dulos Covariantes sobre una Algebra de Hopf
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Definicién 23 Sea A una C-algebra de Hopf y (I', r®) un A-bimédulo covariante derecho.
Llamamos a w € I" un elemento invariante derecho bajo r® si r®(w) = w ® 14. Més atin,
liw ={w el | p®(w) =w® 14} es un C-subespacio vectorial de T'.

Proposicién 10 Sea A una C-algebra de Hopf y (I, ®r) un A-bimédulo covariante izquierdo.
Entonces existe un tinico mapeo proyeccion izquierdo P : I' — ;' que satisface las siguientes
propiedades:

i) P(bw) =e(b)P(w)Vbe AyVwel.
i) w=w"YPw)Vwerl.

Demostracion Primero, se verificara que el mapeo proyeccion izquierdo P : I' — i, 1" existe.

Asi, sea w € T se define el mapeo lineal P(w) = r(w" ))w(o) con <I>p( ) = w) @ wl®
se calcula ®p(P(w)) = q’r( (W) = ¢(k(w))Pr(w?) = d(r(w' ))(w(o Y ®w00)
S(k(w=)) (w1 @ W) = G(k(wW)) (WP @ 14)(1a @ w?) = (14 @ w(w™))(1a @ W) =
14 ® k(wNw® =1, @ P(w).

I <

De donde P(w) € i [V w €T

Ahora, sea w € j,,I" entonces Or(w) =14 @ w y se calcula P(w) = k(1a)w = 1w = w.
Entonces P actia como la identidad en i, I

Esto demuestra que el mapeo proyeccion izquierdo P : I' — [ existe.

Ahora, se verificara que el mapeo proyeccién izquierdo P : I' — 1, I" dado por P(w) = k(w=)w®
satisface i) y ii).
i) Seabe AyweTl.
Primero, notemos que ®r(bw) = ¢(b)®r(w) = (b @ bP)(w™V @ w®) = pMw(=H @ pPwO),

Asi, se calcula P(bw) = k(bWw)pP w0 = k(wED)k(6M)bPw® = k(w)n(e(b))w® =
k(WM e(D)w® = e(b)r(w=Nw® = (b)P(w).

De donde P(bw) =e(b)P(w)Vbe AyVweTl.

ii) Sea w €I

Asi, se calcula wY P(w®) = w k(w0 )w0 = k(0w 2)w® = pe(w1))w® =
e(wNw® = w,

De donde w = wVP(w®) V w €T,

3.2 Bimé6dulos Covariantes sobre una Algebra de Hopf
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Finalmente, se verificara que el mapeo proyeccién izquierdo P : I' — i, I" dado por P(w) = s (w)w®

es unico.

Asi, sea P’ : " — ;" otro mapeo proyeccion izquierdo suprayectivo que satisface 1) y ii) se calcula
) peo proy q pray q Yy

P'(w) = P'(wYPw?)) = e(w=D) P'(P(w®)) = e(w V) P(w®) = P(e(w=")w) = P(w).

Esto demuestra que el mapeo proyecciéon izquierdo P : I' — i, [" es tnico.

Proposiciéon 11 Sea A una C-élgebra de Hopf y (I', &r) un A-bimédulo covariante izquierdo. Sea
{w; }ie; una base para el C-subespacio vectorial j,,I' = {w € T' | &p(w) = 14 ® w} C I'. Entonces se

satisfacen las siguientes propiedades:
i) T' es un A-médulo izquierdo libre con base {w; }ie;.

ii) T' es un A-médulo derecho libre con base {w; }ie;.

iii) Existe mapeos lineales f;; € {f | f: A — C es lineal} determinados de manera tnica por las

siguientes ecuaciones:

1) wib=Ye/(fij*b)w; VielyVbe A

) aw; =Y e wi((fijor ) *xa)VielyVaeA
3) fzy(ab) Zke[fzk( )fk]( )VZ7] € [yva7b€ A.
) fis

4) fi;(1a) =06, Vi, jel.

\]

Notemos que 3) y 4) se pueden escribir matricialmente como f(ab) = f(a)f(b) y f(14) =1id. Es
decir, f es un homomorfismo de algebras, el cual es llamado representacion de estructura del

A-bimédulo covariante izquierdo, (I", ®r), respecto a la base {w; }ie; de I

Demostracion

i) Seaw €T

Primero, se verificara que existe una expansion w = _,c; a;w; con a; € A casi todos cero.

Asi, notemos que por la Proposicién 10 existe un tinico mapeo proyeccion izquierdo P : I' — i,

tal que w = wY P(w®) con wH € Ay P(w®) € T

Luego, notemos que como {w;}icr es una base para el C-subespacio vectorial ;,,,I" entonces

w = wY > ier ciw; con ¢; € C nicos y casi todos cero.
Ahora, se calcula w = >,¢; cw T, = >ier a;w; con a; € A casi todos cero.
Esto demuestra que existe una expansion w = Y ,c; a;w; con a; € A casi todos cero.

Luego, se verificard que la expansion w = ) ,c; a;w; con a; € A casi todos cero es unica.

Primero, definimos el mapeo lineal ((id ® P)o®r) : I' = A ® jy]" y notemos que A ® i, [" es un

C-espacio vectorial.

3.2 Bimé6dulos Covariantes sobre una Algebra de Hopf
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Luego, notemos que dados wy,wy € I' tales que w1 = > ,cranw; y we = Y ;e aiw; con
ay;, a9 € A casi todos cero entonces wy — we = > ;c7(a; — ag)w; = 0.

Asi, se calcula ((id ® P) o ®r)(wy — we) = (id @ P)(Pr(X,cr(ar; — ag)w;)) =

(id ® P)(Zies #(ar — az2:)Pr(w;)) = (id @ P)(Eicr(d(an) — ¢(az))(1a ® w;)) =

Sier(id @ P)((¢(ar) — $laz) (14 @ wy)) = Tier (id @ P)((a)y) @ at'w;) - (a5 © a5'w;)) =
Yier((ayy) @ P(afiw;) = (ay) @ Plas w;))) = Lier((ah)) @(afy) Plw;) = (ay) @e(ay)) Plw;)) =
Sier((ayy) @ e(ai)) — (af © e(a5) Plwi) = iey(ari — azi) © w; = 0.

Entonces ay; — as; = 0 de donde ay; = ao;.

Esto demuestra que la expansion w = >;cy a;w; con a; € A casi todos cero es unica.

De esta manera, se ha demostrado que I' es un A-médulo izquierdo libre con base {w; }ier.

ili) 3) Seani,jelya,be A.
Primero, notemos que si w; € {w; };e; entonces por el inciso i), w;b = > ;cr Fji(b)w; con
F;i(b) € A tinicos y casi todos cero dados por el mapeo lineal Fj; : A — A.
Por un lado, se calcula wjab = ;¢ Fji(ab)w;.
Por otro lado, se calcula (w;a)b = (Xrer Fik(a)wi)b = Y per Fir(a)(wib) =
ket Fir(a)(Zier Fri(b)wi) = Zier(XZrer Fir(a) Fii(b))w;.
Entonces Y;c; Fji(ab)w; = Y icr(Xrer Fjr(a)Fii(b))w; de donde Fj;(ab) = Y per Fir(a)Fri(b).
Ahora, definimos el mapeo lineal f;; : A — C dado por fji(a) = (€ o F};)(a) y se calcula
fii(ab) = (g o Fj;)(ab) = e(Xper Fir(a)Fii(b)) = Xper e(Fjr(a) Fri(b)) =
Yrer €(Fjr(a))e(Fri(b)) = Xyer fir(a) fiui(b).
De esta manera, se ha demostrado que fi;(ab) = > pes fiw(a) frj(b) Vi,5 € I yV a,b e A.
4) Sean i,j € I.
Primero, notemos que si w; € {w; };er entonces por el inciso i), w; = w;la = > icr Fji(1a)w;
con Fj;(14) € A tnicos y casi todos cero dados por el mapeo lineal Fj; : A — A.
Entonces Fj;(14) = 0;:14 y se calcula fj;(14) = e(F}i(14)) = €(d;:14) = djilc = 0j;.
De esta manera, se ha demostrado que fi;(14) = 0;; V4,5 € I.
1) Seani e [ ybe A
Primero, notemos que si w; € {w; };e; entonces por el inciso 1), w;b = > ;c; Fji(b)w; con
F;i(b) € A tnicos y casi todos cero dados por el mapeo lineal Fj; : A — A.
Por un lado, se calcula ®p(w;b) = ®r(Xicr Fji(b)w;) = Yier (F}i(0))Pr(w;) =
Yier O(Fji(0)) (14 @ w;).
Por otro lado, se calcula ®p(w;b) = @r(w;)d(b) = (1a @ w;)p(b) = (14 @ w;) (b @ b?) =
b @ wjb(2) = @Y Fji(b(Q))wi =YV ® Fji(b@))wi =
Sier(id ® Fji) (0 @ 0®)) (14 ® w;) = T (id @ Fji)d(b)(1a @ wy).
De donde ¢(Fj;(b)) = (id ® F};)¢(b) v se calcula (id ® €)¢(Fj;(b)) = (id ® €)(id ® Fj;)o(b)
entonces Fj;(b) = (id ® f;;)¢(b) por lo que Fj;(b) = fj; * b.
Entonces w;b = Y;c;(fji * b)w;.
De esta manera se ha demostrado que w;b = >";c;(fi; *b)w; Vie I yVbe A
3.2 Bimé6dulos Covariantes sobre una Algebra de Hopf
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ii)

2) Seani €l yacA
Primero, se verificaran las condiciones bajo las cuales se satisface
aw; = Y jer wi((fjio k™) * a).
Notemos que si w; € {w; };e; entonces por el inciso 1), w;((fji 0 k™) xa) =
ket (fir * ((fij o £71) * a))wy.
Asi, se caleula aw; = Y jcr Yper(finx ((fijor™)*a))we = Yper S jer((firx (fijor™"))xa)wy.
Entonces 3¢ r(fir*(fijor™"))*a = dpia = 0 ((id®e)og)(a) = ((id®@die)od)(a) = (Orie)*a
Luego, notemos que para que se satisfaga aw; = 3 c; w;((fji o £7') * a) basta demostrar
que Y jer(fir * (fij o K71)) = e
Asi, notemos que x : A — A es suprayectiva y se calcula Y- c/(fjr *
jer(fin @ (fu o 1 1))6(k(a)) = Sier(fit ® (fijon71))(0a0 (k@ K)o ¢) a
Z]GI((f ) ® fjk)( ) ( ) ]Gl(flj ® fjk)( ! ® id)( Qb(a

>jer(fi; © fjk)(ld ® k)p(a) = (fir o p)(id @ K)d(a) = (fi om0 8)(@) =

fin(e(a)la) = e(a) fu(1a) = e(a)di = dpie(r(a)).

De esta manera, se ha demostrado que aw; = Y ;c;w;((fijorn™)*a)Vie I yVae A

Hasta este punto solo se ha demostrado la existencia de mapeos lineales f;; € {f | f: A — C}
que satisfacen 1), 2), 3) y 4).

Ahora, se verificara que los mapeos lineales f;; € {f | f: A — C} que satisfacen 1), 2), 3) y 4)
son unicos.

Primero, notemos que si w; € {w;};e; entonces por el inciso i), w;b = Y ;c; Fji(b)w; con
F;i(b) € A tnicos y casi todos cero dados por el mapeo lineal Fj; : A — A.

Asi, sea g;; € {f | f: A — C} otro mapeo lineal que satisface 1), 2), 3) y 4).

Por un lado, se calcula w;b = >,c;(gi; * b)w; con g;; * b € A casi todos cero.

Por otro lado, se calcula w;b = >;c;(fij * b)w; con f;; * b € A casi todos cero.

Entonces g;; * b = f;; * b de donde €(g;; * b) = £(f;; * b) por lo que g;;(b) = fi;(b).

De esta manera se ha demostrado que los mapeos lineales f;; € {f | f: A — C} que satisfacen
1), 2), 3) y 4) son tnicos.

Sea w €I

Primero, se verificara que existe una expansion w = Y_,c; w;a; con a; € A casi todos cero.

Notemos que por el inciso 1) y ii), w = Y ;c; asw; = Yier e wy((fij 0 k1) % a;) = Y jer wya;
con a; € A casi todos cero.

Esto demuestra que existe una expansion w = >,;c; w;a; con a; € A casi todos cero.
Luego, se verificard que la expansion w = >,y w;a; con a; € A casi todos cero es Unica.

Primero, notemos que dados wy,ws € I' tales que wy; = > ,crwiar; ¥ we = > ;e Wiag; con
ay;, ag; € A casi todos cero entonces wy — wy = Y7 wi(ay; — ag;) = 0.

3.2
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Asi, sea 0 = Yy wy(ay, — agi) entonces por el inciso 1), 0 = Y (3 er(frj * (a1k — agp))w;) =

>jer(Xner(faj * (awr — az)))w;

Notemos que por el inciso 1), Y pes(fij * (a1x — a2x)) = 0.

Por un lado, se calcula 3" e r(fji 0 £71) % Xper(faj * (@ — azi)) = 0.
Ahora, se verificard que 3 ;e ((fij 0 £71) * fir) = Opie.

Asi, notemos que kK : A — A es suprayectiva y se calcula Y/ ((fij o 671) * fir)k(a) =
Yier((fij o 571) @ fir)d(k(a)) = Zjer((fij 0 £71) & fir)(oa0 (k@ k) 0 §)(a) =
Zjer(fix @ (fiy 0 7)) (k @ w)d(a) = Tjer(fir ® fiy)(id @ £7)(k ® K)p(a) =
Ljer(fir @ fij)(k @ id)d(a) = (fri o p)(x @id)p(a) = (fri o oe)(a) = frle(a)la) =

e(a) fri(1a) = (@)l = drie(r(a)).

Por otro lado, se calcula Y- c/(fji ok Nk Y per(fig * (a1r — age)) =

Swer jer(fii 0 K71) * (faj * (a1k — aar)) = Sper Zjer(fji 0 £71) * fij) * (arx — azp) =
Eke1(5ik5) * (alk - Cl2k) =&x* (Clu - a2i> = ((id & 8) ° Qb)(au - CL2¢) = Q15 — G2;.
Entonces a1; — a9; = 0 de donde ay; = ao;.

Esto demuestra que la expansion w = > ;c; w;a; con a; € A casi todos cero es unica.

De esta manera, se ha demostrado que I' es un A-médulo derecho libre con base {w;}ier.

Proposicion 12 Sea A una C-dlgebra de Hopf'y (', p®) un A-bimédulo covariante derecho. Entonces
existe un tnico mapeo proyeccién derecho P : I' — Iy, que satisface las siguientes propiedades:

i) P(wb) = P(w)e(b) Vbe AyV weT.
i) w=P(w®)w® VY weT.

Demostracién Analoga a la demostracién de la Proposicién 10.

Proposicién 13 Sea A una C-algebra de Hopf y (I', 1®) un A-bimédulo covariante derecho. Sea
{ni}ies una base para el C-subespacio vectorial I,y = {n € I' | r®(n) = n® 14} C I'. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

i) I' es un A-médulo izquierdo libre con base {n; }ics.
ii) T es un A-médulo derecho libre con base {n; }ics.

iii) Existen mapeos lineales g;; € {g | g : A — C es lineal} determinados de manera tnica por las
siguientes ecuaciones:
1) mib=3jes(bxgij)n; Vie JyVbeA
2) an; =Y jeynijlax(gyor ) VieJyVae A
3) gij(ab) = Lyes gin(a)gr; (b) V 0,5 € J y ¥V a,b € A.

3.2 Bimé6dulos Covariantes sobre una Algebra de Hopf
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4) 9@3(114) = 6@‘ V’L,j e J.

Notemos que 3) y 4) se pueden escribir matricialmente como g(ab) = g(a)g(b) y g(14) = id. Es
decir, g es un homomorfismo de dlgebras, el cual es llamado representacion de estructura del
A-bimédulo covariante derecho, (T, 1 @), respecto a la base {n;}ics de Tipny.

Demostracion Analoga a la demostracion de la Proposicién 11.

Proposicién 14 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I', @p,r®) un A-bimédulo bicovariante. Sea
{w;}ie; una base para el C-subespacio vectorial j,,[' = {w € T' | &r(w) = 14 @ w} C I'. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

i) r®(w;) = Y jerw; ® Ry Vi € I donde Rj; € A satisface las siguientes propiedades:

1) (ﬁ(Rﬂ) - Eke] Rjk ® Rk‘z V Z,j E [
2) 5(Rjz') = 5ji v Z,j el

ii) Existe una base {n;};c; con J = I para el C-subespacio vectorial
IMw={nel | rP(n) =n®1la} CTI que satisface las siguientes propiedades:

1) wi:ZjGIanjiVie_[.
2) dim(Finv) = dlm(mvf)
iii) Si {n;}ier es la base del inciso ii). Entonces los mapeos lineales f;; € {f | f: A — C es lineal}

v gi; € {g] g: A— Ceslineal} que estan determinados de manera tnica por las siguientes
ecuaciones:

1) w;b= jel(flj*b)wjyn@b—EjGJ(b*gij)njViGI,ViEJbeGA.

aw; = Y ey w;i((fijo k™ DE )yam:Zjejnj(a*(gijom_l))ViEI,ViEJyVaEA.

fij(ab) = Yper fie(a) fij () ¥ gij(ab) = Xpey gin(a)gr;(0) Vi,j € I,V i,j € Jy VY a,be A
(

f’Lj 1A): z]ygz](lA)—(szJVZ]EIYVZJEJ

Son iguales. Es decir, f;;(a) = g;i(a) Vi,j el yVae A

\]

3

)
)
)
4)

iv) Yier Rijla* fir) = Xier(fji*a) R ¥V j,k € Ly Va€ A

v) Si {n;}ier es la base del inciso ii). Entonces ®r(n;) = ey k(Rij) @ ¥V 5 € 1.

3.2 Bimé6dulos Covariantes sobre una Algebra de Hopf
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Demostracién

i)

ii)

Sea w; € {w,}jer-

Primero, se verificard que existe una expansion p®(w;) = > ,c; w; ® Rj;.

Ahora, sea w € I" notemos que I' ® A es un C-espacio vectorial y r®(w) € I' ® A.

Asi, sea {a;}jep una base de A se calcula r®(w) = Yie; 2 er cij(w)(w; ® a;) =

Yjer (Xier cij(w)w;) ® aj = Xjepn; ® aj.

Por un lado, se calcula ((®r ® id) o 1®@)(w) = (Pr ®id) 3 (0 ® a;) = X jep Pr(n;) ® a;.
Por otro lado, se calcula ((¢r ® id) o p®)(w) = ((id ® r®) o Or)(w) = (Id @ rP) (14 @ W) =
La@r®(w) =14 ® Zjer (1 ® a;) = Ljep 1a ®1; © a;.

Entonces ®r(n;) = 14 ® n; de donde 7; € i [ por lo que r®(w) € i I ® A.

Luego, notemos que j,,[' ® A es un C-espacio vectorial y r®(w;) € I ®@ A.

Asi, se caleula r®(w;) = Y er Zrer Cie(w;i)(w; ® ag) entonces p®(w;) =

et w; @ (Cpep cir(wi)ar) = Yjer wj @ Ry

Esto demuestra que existe una expansion p®(w;) = 3 c; w; ® Rj;.

1) Sea w; € {w;};er-
Por un lado, se calcula ((id®¢)or®)(w;) = ((r®®id)or®)(w;) = Xpes(rP®id)(wp® Ryi) =
Zke[ F(ID(wk) & R}m = Zke] Zje[ w; X Rjk & sz = Zje] Wi ® (Zke] Rjk ® Rkl)
Por otro lado, se calcula ((id ® ¢) o p®)(w;) = 3¢/ (id ® @) (w; @ Rji) = X jer wj @ ¢(Ryi).
Entonces ¢(Rji) = Yper Rjx @ Ry;.
Esto demuestra que ¢(Rj;) = > per Rjx @ Ry Vi,j € 1.

2) Sea w; € {w;}jer.
Por un lado, se calcula ((id ® €) o p®@)(w;) = w;.
Por otro lado, se calcula ((id ® €) o p®)(w;) = (Id ® €) ¥jer(w; @ Rji) = 2 jer wj @ e(Ryq).
Entonces > ;c; wje(R;;) = w; de donde e(Rj;) = 6.
Esto demuestra que e(Rj;) = 0;; V4,5 € 1.

Sean i,j € I y Rj; € A los coeficientes del inciso i).

Primero, se verificard que Y e K(Rji) R = 0514 V i,5 € 1.

Por un lado, se calcula (1o (k ®1id) o ¢)(Rj;) = (noe)(Rji) = e(Rji)1a = djila.

Por otro lado, se calcula (po(k®id)o¢)(Rji) = Yper(po (k®id))(Rjr ® Rii) = Yper K(Rjx) R
Entonces Y pe; £(Rjk)Ryi = 6;i1a Vi, 5 € 1.

Luego, se verificarda que Y pc; Rjpr(Ryi) = 6514 Vi, j € 1.

Por un lado, se calcula (1o (id ®@ k) 0 ¢)(Rj;) = (noe)(Rj;) = e(Rji)la = 05,14

Por otro lado, se calcula (po(id® k)0 @) (Rj;) = Y per(o (id®K)) (Rjx @ Rii) = Yper Rjpk(Rii)-
De donde Y icr Rjxk(Ryi) = 0;:1a YV i, 5 € 1.
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1)

Sea i € I.

Sea j € I se define n; = >;c; wik(R;;).

Ahora, se verificard que {n;};e; es una base para el C-espacio vectorial I'jy.
Primero, se verificard que existe una expansion w; = > ,¢; 1 j;.

Asi, se caleula Y550, 1Ry = 2 jer Yper Wik(Rij) Rji = Yper wi X jer K(Riy) Rji =
kel Wk = wi.

Esto demuestra que existe una expansion w; = 37 ;c;njRj;.

Luego, se verificara que 7; € i I

Asi, se calcula r®(1;) = Yicr r®(wir(Ryj)) = Eier r®(wi)o(r(Ry5)) =
Yicr(XZmer Wm @ Rypi)(0a 0 (k® k) 0 §)(Rij) =

Yier Zomer(Wm @ Rini)(0a 0 (k@ k) (Xier R ® Ryj) =

Yier Zmer Lier(Wm ® Ryni) (K(Ry;) @ £(Ra)) = Yier Xmer Zier (W (Rij) @ Rmik(Ry)) =
Yier omer Wink(Rij) @ (Cier Rmiki(Ri)) = Xier Zomer Wnki(Rij) ® Oy =

Zlel wm(le) ® 1A =1 ® 1A-

Esto demuestra que 7; € I'i,.

Sea n € Iy

Ahora, se verificara que la expansion n = > ,c; Mkar con ai € A es Unica.

Asf, se caleula n = Ypcr mar = Yper Zier wik(Rig)ar = Yep wi Yper £( R ay.
Ahora, notemos que si ) = 0 entonces Y. k(Ryp)ar = 0 de donde Y pcr >cr Rjk(Ru)ar =
Y ker Ojkag = a; = 0.

Esto demuestra que la expansion n = > .c; nraxr con a; € A es unica.

Ahora, se verificara que a; € Cl4 en la expansion tnica 7 = > ;¢ Nkax.

Por un lado, se calcula n ® 14 = r®(n) = X e rPmear) = X per r® (k) p(ag) =
Yker (e ® 1a)g(ar).

Por otro lado, se calcula n ® 14 = > pcr mear @ 1a = > jcr(Me @ 14)(ax ® 14).
Entonces ¢(ag) = ar ® 14.

Por un lado, se calcula ((¢ ®id) o ¢)(ax) = a.

Por otro lado, se calcula (¢ ® id)(ar ® 14) = e(ax) @ 14.

Entonces ay = £(ag)14 de donde a; € Cl4.

Esto demuestra que a; € Cly en la expansion tnica 7 = > jcr Mpak-

De esta manera, se ha demostrado que {n;};c; es una base para el C-espacio vectorial ['yy,.

Sea i, € I.

Primero, notemos que por el inciso 1) de ii), {n;};er es una base para el C-espacio vectorial
Diny-

Luego, notemos que por hipdtesis {w; };c; es una base para el C-espacio vectorial i, I
Asi, notemos que ambas bases tienen la misma cardinalidad 1.

Esto demuestra que dim(Ty,,) = dim(;,, ).
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iii)

iv)

Seani,j €l yaec A

Primero, notemos que por el inciso 1) de ii), n; = > ;c; wik(R;;) y por el inciso 2) del inciso iii),
aw; = Zjel wj((fij © H_l) * a) y an; = ZJEJ Ui (a * (gm OR 1))

Por un lado, se calcula an; = a 3,y wik(Rji) = e aw;k(Ry;) =

Sier Zker Wi((fix 0 £71) * a)r(Ry:).

Por otro lado, se calcula an; = > ;c;nj(a* (g 0 £71)) = YXjer Zrer wik(Rig) (a * (g5 0 £71)).
Entonces > e; S pes wi((fik 0 £71) * a)k(Rji) = Y jer Yper wik(Ri;)(a * (gij o 7)) de donde
Sker Wk(Xjer((fix o 671) * a)k(Rji)) = Sper wi(Xjer #(Rij)(a * (g;5 0 £71))) por lo que
Yjer((fiw o 7Y x a)r(Ryi) = Xjer i(Rig)(a (gi5 0 £71)).

Por un lado, se calcula (3 ;c;((fir 0 £71) * a)k(Ryi)) = Yjere((fiw o 671) x a))e(k(Ry)) =
Yjer(fix o k7 (@)e(Ryi) = Sjer(fin 0 71 (a)dj = (fiw o 571)(a).

Por otro lado, se calcula e(3jc; k(Rpj)(a* (g5 0 671))) = Yjere(k(Rij))e((a* (gij 0 k7)) =
Y jer€(Ri;)(gi 0 £71)(a) = Sjer 0ki(gij 0 671)(a) = (giw 0 £71)(a).

Entonces fir(k71(a)) = gu(k7(a)).

Ahora, notemos que k : A — A es suprayectiva entonces fir(a) = gix(a).

De esta manera, se ha demostrado que los mapeos lineales f;; € {f | f : A — C es lineal} y

gi; €{g9] g:A— Ceslineal} que estan determinados de manera tnica por las ecuaciones 1),
2), 3) y 4) del inciso iii), son iguales.

Sean j,ke lyae€ A
(fijor™).

Primero, notemos que por el inciso iii), > e ((fjr o k™) % a)k(Ry;) = X er k(Rij)(a*
Asi, se caleula k= (5c(fix 0 57) % @)(Ry)) = 1 (5 ey (Rig) o+ (fi 0 571)
entonces e 1 (1(Ry) e (o) ) = Syep i H(@x (fyy o)) ((Rig)) e donde
Sjer RjT (w0 671 # @) = Xjer 67 ((a* (fij 0 £71))) Ra.

Por un lado, se calcula k1 ((fir o k™) xa) = k(1A @ (fir 0 671))d(a)) =

(A ® fi)(id @ £71)(a)) = (id & f;k)(/i 1 ® £ )¢(a) = ([d @ fx)oaoa(c™ @ k1)(a) =
(id® fir)oad(x™ (a)) = (fir ®id)p(k ™" (a)) = (a) * fi-

Por otro lado, se calcula k™ (a* (fi; o x71)) = k1 (((fi; o k1) @id)p(a)) =

T ((fy @id) (T ®@id)¢(a) = (fi; @ 1d)(x7 @ k71 d(a) = (fij @ id)oaoa(k™ @ k71)¢(a) =
(fij ®@id)oag(r~(a)) = (iId @ fij)d(x™ (a)) = fw k7 (a).

De donde Y ;c; Rji(k71(a) * fix) = Yjer(fij * 57 (a)) Ry;-

Ahora, notemos que como k : A — A es suprayectiva entonces V a € A existe b € A tal que
a = k(D) y se calcula Y ;c; Rji(k71(k(D)) * fir) = Yjer(fij % 671 (k(D))) Ryj.

Por lo que Y-;c; Rji(b* fir) = Xjer(fij * b) Raj.

De esta manera, se ha demostrado que Y ;c; Rij(a * fir) = 2icr(fji*xa)Ri ¥V j,k € I yV a € A.
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v) Sea {n;}icr la base del inciso ii).
Primero, notemos que por el inciso 1) de ii), n; = > ;c; wik(R;;).
Asi, se caleula @r(n;) = Xie; Pr(wik(Rij)) = Yier Pr(wi)o(k(R;;))
ier(la @ wi)(oa o (k ® k) 0 ¢)(Rij) = Yier(la @ wi)((oa o (k
Yicr Xier(la @ wi) (k(Ryy) ® £(Rir)) = Lier Zier £(Ry;) ® wik(Ra)
Yier £(Ry) @ (Sier wik(Ra)) = Yier £(Ri) @ m.

De esta manera, se ha demostrado que ®r(n;) = Y ic; k(Rij) @m; ¥V j € 1.

k) Yier(Ra @ Ryy)) =

H®||

Demostraciones alternativas de las Proposiciones 11, 13 y 14 se pueden encontrar en [Klimyk y
Schmidgen, 1997].

3.3. Calculos Diferenciales de Primer Orden Covariantes sobre una Al-
gebra de Hopf

Proposiciéon 15 Sea A una C-algebra de Hopf y (U, D) el CDPO universal sobre A. Sean
O, (ARA) 5> AR (ARA) yrP: (AR A) - (AR A) ® A mapeos lineales dados por
Pra®b) =(p®id®id)(id® o4 ®id)(¢ ® ¢)(a ® b) = aMpM) ®a(2) ®b

rP(a®b) = (Id®id® u)(id® o4 ®id)(¢ @ ¢)(a ® b) = aV) @ b @ aPbp>? respectivamente.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) (A® A), P, gP) es un A-bimbdulo bicovariante donde la estructura de A-bimédulo en (A® A)
estd dada por c(a®b) = (ca®b) y (a®b)c=(a®bc) ¥V a,b,c € A.

ii) U C (A® A) es un A-subbimdédulo invariante bajo @5, y r®.
iii) (U, @y, y®) es un A-bimddulo bicovariante donde &y = |y v y® = gP|y.

iv) (U, D) es un CDPO bicovariante sobre A con respecto a ®y y ¢ ®.

Demostraciéon
i) Primero, se verificard que ((A ® A), @) satisface i) y ii) de la Definicién 19 excepto el axioma
de la counidad.

Por un lado, se calcula ®1(c(a ® b)) = ®r(ca @ b) = (ca) VbV @ (ca)? @ b? =
DaMpD @ (@@ g p2).

Por otro lado, se calcula ¢(c)®1(a ® b) = (¢ @ @) (aMbM © o @ b?)) =
(DD & (@ @ 4@

Entonces @7 (c(a ® b)) = ¢(c)Pr(a @ b).

Por un lado se calcula <I>L((a ®b)c) = ®r(a® be) = aM (be)V @ a® @ (bc)@
WpMe® @ ¢ @ b2

3.3 Caélculos Diferenciales de Primer Orden Covariantes sobre una Algebra de Hopf
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Por otro lado, se calcula ®7(a ® b)¢(c) = (aMbM @ a® @ b?) (M @ ?)) =
dOpDeD & 0@ @ pDe®
Entonces @ ((a ® b)c) = ®r(a ® b)¢(c).

Por un lado, se calcula (¢®id)o® (a®b) = (¢®1d)( WV 2aPb?) = ¢p(aMbV)2a? b =
P(aM (b)) ®a® @62 = (a® @a®) (M @bP)@a® @b = ( ( pD) @ a2 )b( N®a®@bB) =
(aM ®a® ®a® @1,4)(bM @b @1, @ b3).

Por otro lado, se calcula (id ® ®;) o ®1(a ®b) = (id ® ®1)(aWbM @ a® @ b?) =
a(l)b(1)®(I)L<a(2)®b(2)) = aWpD 242 b2 243 0pB) = (a(1)®a(2)®a ®1A)(b(1)®b ®1A®b(3))-

Entonces (¢ ® id) o Pr(a®b) = (id @ ¢r) o Pr(a @ D).
Esto demuestra que ((A® A),®;) es un A-bimédulo covariante izquierdo.

Luego, se verificara que ((A ® A), g®) satisface i) y ii) de la Definicién 20 excepto el axioma de
la counidad.

Por un lado, se calcula z®((a ® b)c) = rp®(a @ be) = aM @ (b)) @ a® (be)? =
D & pWelD) @ a@p

Por otro lado, se calcula zp®(a ® b)¢(c) = (aV) @ b @ a@b@) (V) ® ?)) =
D & pWeD) @ a@p@
Entonces g®((a ® b)c) = gP(a ® b)o(c).

Por un lado, se calcula z®(c(a ® b)) = p®(ca @ b) = (ca)M @ b @ (ca)@b?) =
C(l)a(l) ® b(l) ® C(Q)G(Q)b(Q).

Por otro lado, se calcula ¢(c)r®(a ® b) = (M @ c@)(a® @ b @ a@b?)) =
C(l)a(l) ® b(l) ® 0(2)0/(2)[)(2).
Entonces p®(c(a ® b)) = ¢(c)rP(a @ b).

Por un lado, se calcula (id ® ¢)g o ®(a ® b) = (id ® ¢)(aV) ® b @ aPbp?) =
a5V @ 3(a®)p(b?) = eV @b & (a® ©a®) (B @b®) = a® @D & (¢b® @aGHB) =
(a(l) R14®a? a(3))(1A ® b @ b2 @ b3).

Por otro lado, se calcula (z® ®id) o zg®(a ® b) = (r® ®id)(a™ @ b ® aPb?)) =
r®(aM @ b)) @ a®b? =0 @M @ (a@b? @ a®bB)) =
(a(l) R14Q a? ® a(3))(1A @bV b2 & b(3)>'

Entonces (id ® ¢) o g®(a ® b) = (r® ® id) 0 g®(a @ b).
Esto demuestra que ((A ® A), g®) es un A-bimddulo covariante derecho.
Ahora, se verificard que ((A® A), &, g®) satisface la Definicion 21.

Por un lado, se calcula (id ® p®) o ®1(a ®b) = (id @ r®)(aMbM @ a® @ b)) =
a0 20 (0@ 2b?) = aMp @0 2b@2a®b® = (1D o1 A®a<3>)(b<1>®1 ABHDRH),

Por otro lado, se calcula (¢ ® id) o g@(a ® b) = (¢ ® id)(a™ @ bV @ aPb?)) =
B, (V@b @b = aVHD2a? @b @a®pE) — (a<1>®a(z>®1A®a )(bu 21AbD @b®).

Entonces (id @ g®) o ®1(a ® b) = (P, ®id) 0 pP(a @ b).

3.3 Caélculos Diferenciales de Primer Orden Covariantes sobre una Algebra de Hopf
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ii)

iii)

iv)

De esta manera, se ha demostrado que ((A® A), ®y, g®) es un A-bimddulo bicovariante.

Sea U C (A® A).

Primero, se verificard que U es un A-subbimodulo de (A ® A).

Notemos que por definicién, U # ().

Asi, sea u,v € U entonces p(u + v) = p(u) + p(v) = 0.

Ahora, sea u € U entonces u = Y e ar @by con ag, by, € Ay se calcula p(u) = Y per plar @bg) =
> ker akbe = 0.

Sea c € A.

Por un lado, se calcula p(cu) = ¢ ey plar @ b)) = ¢ ey arby = 0.

Por otro lado, se calcula pu(uc) = (X per plar @ br))e = (Xper arbr)c = 0.

Esto demuestra que U es un A-subbimédulo de (A ® A).

Luego, se verificard que U es invariante bajo bajo ®, y z®.

Primero, notemos que (id®@u)o®; = (id®u)(p®id®id)(id®o a4 ®id)(0R¢) = paga(¢RP) = dou.
Asi, se calcula (id ® p)®p(u) = ¢(u(u)) = 0.

De donde ¢, (u) € A U.

Después, notemos que (pu®id)op® = (u®id)(1d®id@u)(id®o 4 ®id)(¢R¢) = paga(PRP) = dou.
Ahora, se calcula (p ® id)gp®(u) = ¢(u(u)) = 0.

De donde p®(u) € U ® A.

Esto demuestra que U es invariante bajo @ y z®.

Primero, notemos que por el inciso i), ((A® A), &, gP) es un A-bimédulo bicovariante.
Luego, notemos que U es un A-subbimédulo de (A ® A) invariante bajo &, y g®.
Entonces &y = ®p|p: U - AQU y y® =Pl : U - U ® A.

Esto demuestra que (U, @y, y®P) es un A-bimédulo bicovariante.

Primero, se verificard que (U, D) satisface la Definicién 16.

Notemos que dado u € U entonces D satisface u = S5, axD(by) con ax, by € Ay K >0y se
calcula @ (u) = S8 | d(ap) Py (D(by)).

Por un lado, se calcula @y (D(by)) = Py((1a ®@bg) — (b @ 14)) = Py(la @ by) — Py(bpy @ 14) =
b @14 008 — b @b @ 14.

Por otro lado, se calcula (id ® D)o (by) = b @ D(bP) = bV @ (14 @ b?) — (b2 ® 14)) =
B e 1ieb? o @bl @ 14

Entonces ®y(D(by)) = (id ® D)¢(by) de donde @y (u) = S, ¢(ax)(id @ D)p(by).

Ahora, si 0 = 25 | 4, D(b;) entonces ®y(0) = S5 | ¢(ax)(id ® D)é(by) = 0.

3.3
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Esto demuestra que (U, D) es un CDPO covariante izquierdo sobre A.

Luego, se verificard que (U, D) satisface la Definicién 17.

Notemos que dado u € U entonces D satisface u = Z,If:l arD(bg) con ay, by € Ay K >0y se
calcula p®(u) = K | d(ap)g®(D(by)).

Por un lado, se calcula y®(D(bg)) = v P((1a ®@br) — (b @ 14)) = v P(1a @ bg) — v P(br ® 14) =
1@ @b — b @140 b2

Por otro lado, se calcula (D ® id)¢(by) = D(b,gl)) ® b,(f) =((1a® b,(gl)) — (b,(cl) ®14)) ® b](f) =
L@ @b — bV @140 b2

Entonces y®(D(by)) = (D ®id)¢(by) de donde y®(u) = S5, d(az)(D @ id)¢(by).

Ahora, si 0 = Y1 | apD(by) entonces ;®(0) = S5, ¢(ax)(D @ id)¢(by) = 0.

Esto demuestra que (U, D) es un CDPO covariante derecho sobre A.

De esta manera, se ha demostrado que (U, D) es un CDPO bicovariante sobre A.

La demostracién de la siguiente proposicién se puede encontrar en [Sontz, 2015] [Woronowicz, 1989].

Proposicion 16 Sea A una C-algebra de Hopf. Sean (I',d) y (I',d") CDPO sobre A isomorfos.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades equivalentes:

i) (T',d) es covariante izquierdo si y solo si (I”,d’) es covariante izquierdo.
ii) (I',d) es covariante derecho si y solo si (I, d') es covariante derecho.

iii) (I, d) es bicovariante si y solo si (I, d') es bicovariante.

Proposiciéon 17 Sea A una C-algebra de Hopf y (U, D) el CDPO universal sobre A. Sea N un
A-subbimdédulo de U definimos 'y = % Sea my : U — I'y el epimorfismo canénico de A-bimdédulos
definimos dy = my oD : A — T'y. Sea (I'y,dy) el CDPO sobre A de la Proposiciéon 6. Sean
Oy :U—->ARU y y®: U — U ® A los mapeos lineales de la Proposicién 15. Entonces se satisfacen
las siguientes propiedades equivalentes:

i) (I'y,dy) es covariante izquierdo si y solo si N es invariante bajo ®.
ii) (I'v,dn) es covariante derecho si y solo si N es invariante bajo y®.

iii) (I'y,dy) es bicovariante si y solo si N es invariante bajo &y y ¢y ®.

3.3 Caélculos Diferenciales de Primer Orden Covariantes sobre una Algebra de Hopf
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Demostracién

i) Primero, se verificard la implicacién directa.
Sea (I'y,dy) un CDPO covariante izquierdo.

Primero, notemos que por la Proposicién 7 existe un tinico mapeo lineal &p, : I'y - A®@ 'y
dado por @r, ([uly) = =K, ¢(ax)(id @ dx)¢(bx) con [u]y = K | ardy(b) donde ay, by, € Ay
K > 0.

Ahora, definimos el mapeo lineal (id ® 7y) o &y : U — A ® 'y y notemos que por la
Qropiedad universal del cociente existe un nico mapeo lineal ¢, : I'n = A ® I'y tal que
Op, oy = (Id®@ my) o Py

Asi, se verificara que ®p, = ®r .

Seau e U.

Notemos que como (U, D) es un CDPO sobre A entonces u = S, ar.D(by,).

Por un lado, se calcula (®r, oy )(u) = (Pryomn)(Xr, arD(by)) = ®ry (S8, ar(7noD) (b)) =
Cr (Tioy andy (br)) = Pry ([u]v) = 3k ¢lan) (id ® div)d(by)-

Notemos que por el inciso iv) de la Proposicién 15, ®y(u) = Sr_, é(ax)(id @ D)p(by).

Por otro lado, se calcula ((id ® my) o @y)(u) = (id @ 7)) (Xh, ¢(ax)(id ® D)p(by)) =
ket @lar)(id @ (my 0 D))(be) = Sk ¢(ar)(id @ d)d(by).

Entonces (®r, o my)(u) = ((id @ mn) o @) (u).

Esto demuestra que ®p, (u) = O (u) ¥V u € U.

Sea a € N.

Por un lado, se calcula (®r, o 7y)(a) = P, (0) = 0.

Por otro lado, se calcula ((id ® mx) o ®p)(a) = (id @ 7n )Py ().

Entonces (id ® mx)®Py(a) = 0 de donde Py () € ker(id @ 7).

Ahora, notemos que ker(id ® my) = A® N por lo que &y (a) € A® N.

Esto demuestra que N es invariante bajo ;.

Después, se verificara la implicacién inversa.

Sea ¢y (N) C A® N.

Ahora, sea 0 = XK | apdy(by) donde ag, by € Ay K > 0 se calcula 7y (Xh_, ap D (b)) =
Sicr armn (D (k) = S5y adn(by) = 0.

Entonces Y, a,D(b,) € N de donde @y (X7, apD(by)) € A® N.

Asi, se calcula (id ® m3) Py (XE, axD(be)) = (id @ mn) Sh_, ¢(a)(id @ D)o(by) =
i dar)(id @ (v © D))o (br) = 34y dlar)(id @ di)d(be) = 0.

Esto demuestra que (I'y,dy) es un CDPO covariante izquierdo.
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ii) Primero, se verificard la implicacién directa.
Sea (I'y,dy) un CDPO covariante derecho.

Primero, notemos que por la Proposicién 7 existe un tinico mapeo lineal p, @ : I'y - 'y ® A
dado por 1, ®([u]y) = X1, ¢(ar)(dy @ id)¢(bg) con [u]y = Sh, ardy(bg) donde ay, b, € Ay
K > 0.

Ahora, definimos el mapeo lineal (7y ® id) o y® : U — T'y ® Ay notemos que por la
propiedad universal del cociente existe un tnico mapeo lineal @ : I'v = I'v ® A tal que
FN(I)OT('N = (7TN®id)OU(D.

Asi, se verificara que p, ® = ®.

Seau e U.

Notemos que como (U, D) es un CDPO sobre A entonces u = S0, a,D(by).

Por un lado, se calcula (r, ®omy ) (u) = (ry Pomy) (X5, arD(by)) = 1y (5, ar(myoD)(by)) =
ey @(Cy andn (b)) = vy @([ulv) = Sy ¢lan)(dy @ id)d(by)-

Notemos que por el inciso iv) de la Proposicién 15, p®(u) = S5, é(az)(D @ id)¢(by).

Por otro lado, se calcula ((my ®id) o y®)(u) = (7x ®id)(Xh_; ¢(ar)(D @ id)p(by)) =
S dlar) (m 0 D) @ id)(be) = SI, o) (dy ® id)p(be).

Entonces (r,® omn)(u) = ((ry ®@1d) o y®)(u).

Esto demuestra que p, ®(u) = p ®(u) ¥V u e U.

Sea av € N.

Por un lado, se calcula (r,® o mx)(a) =, ®(0) = 0.

Por otro lado, se calcula ((my ® id) o y®) () = (7y @ id)yP().

Entonces (my ® id)y®(a) = 0 de donde y®(a) € ker(my @ id).

Ahora, notemos que ker(ry ® id) = N ® A por lo que y®(a) € N ® A,

Esto demuestra que N es invariante bajo .

Después, se verificara la implicacién inversa.

Sea y®(N) C N ® A.

Ahora, sea 0 = Y5 | apdy(by,) donde ag, by € Ay K > 0 se calcula 7y (3r, apD(bg)) =
Ske1 axmn (D (b)) = Tizy ardy (bi) = 0.

Entonces S5, a,D(by) € N de donde y®(Xr_, apD(by)) € N ® A.

Asi, se calcula (my ® id)p®(Xh_, aprD(by)) = (7y ®@id) Sr_, éd(ap)(D ®id)¢(by) =
Ske1 @lar) (v 0 D) @id)d(b) = Siy dlax)(dy @ id)d(br) = 0.

Esto demuestra que (I'y, dy) es un CDPO covariante derecho.
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iii)

Primero, se verificara la implicacion directa.

Sea (I'y,dyn) un CDPO bicovariante.

Entonces (I'y, dy) es un CDPO covariante izquierdo y derecho.

Notemos que por el inciso i) y ii), N es invariante bajo ®y y y®.

Después, se verificara la implicacién inversa.

Sea &y (N) C A® Ny y®(N)C N® A.

Notemos que por el inciso i) y ii), (I'y, dy) es un CDPO covariante izquierdo y derecho.

De donde (I'y, dy) es un CDPO bicovariante.

Proposicion 18 Sea A una C-algebra de Hopf y V un C-espacio vectorial. Definimos I' = A® V.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i)
ii)

El mapeo lineal & : I' - A®I" dado por ¢ = (¢ ®1id) es una coaccion izquierda de A sobre I'.
i ={a € ARV | Pr(a) =1a4@a} =1, V.

Demostracién

i)

ii)

Primero, se verificara la Definicion 8.
Seaa®@uv el

Por un lado, se calcula ((¢®id)o®r)(a®v) = (¢p®id)(¢p®id)(a@v) = (¢@id®id)(aV @@ @v) =
a(l) ® a(2) ® a(g) ® V.

Por otro lado, Se calcula ((id ® @) o Pr)(a®@v) = (Id® (p ®id))(¢p ® id)(a @ v) =
(id ® ¢ ®id)(aV) ® a® @v) = aM ® a® ® a® @ v.

Entonces ((¢ ® id) o ®r)(a ®@ v) = ((id ® ®r) o Pr)(a @ v).

Por un lado, se calcula ((e®id)o®r)(a®v) = (¢®id)(¢®id)(a®v) = (¢®@id®id)(a @a? @v) =
e(aM) ® a® @ wv.

Por otro lado, se calcula id(a ® v) = a®@v = e(aM) ® a® @ v
De donde ((e ® id) o ®r)(a ® v) = id(a ® v).

Esto demuestra que ®r es una coaccién izquierda de A sobre I'.

Primero, se verificara que 14 ® V' C i, 1.

Asi, sea 1y ®@v €14 ®V se calcula Pr(ly ®0v) = (¢ ®id)(14 ®v) = 14 @ 0.
Entonces 14 ® v € i 1.

Esto demuestra que 14 ® V' C [

Luego, se verificara que j,, [ C 14 ® V.

Ahora, sea o € i, I" entonces o = >, crar @ v con ap € A, v, € V y k> 0.
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Por un lado, se calcula ®r(a) = Pr(Xperar @ vk) = 14 @ (XCper ak @ V) = Yper 1a ® a @ vy
Por otro lado, se calcula ®r(a) = (¢ @ 1d) (X e ax @ vg) = Xper O(ar) @ vy

Entonces e 1a @ ax ® vg = > per ¢(ax) @ vy

Por un lado, se calcula (id®e®id) Y e (la®@ar@ug) = Y per(la®e(ag)@ug) = Y pere(ag)laQ@uy.
Por otro lado, se calcula (id®e®id) > pcr(P(ar) @ug) = X per(((id®@e)p(ax)) @uy) = e ar @y
De donde (ay)14 = a; por lo que o = > pcre(ar)la@up = Yper La®e(ag)vg = 1a® Y ey e(ag).
Entonces a €1, V.

Esto demuestra que j,,[' C 14 ® V.

De esta manera, se ha demostrado que ;,,I'=1,4® V.

Proposicion 19 Sea A una C-algebra de Hopf y V un C-espacio vectorial. Definimos I' = V' ® A.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) El mapeo lineal r® : T' — I' ® A dado por r® = (id ® ¢) es una coaccién derecha de A sobre T.
11) FinV:{CYG V@A | 1“(13(04) :Oé®1A} :V®1A

Demostracion Analoga a la demostracion de la Proposicién 18.

Proposicién 20 Sea A una C-algebra de Hopf. Sean A @ ker(e) C A®@ Ay ker(e) ® A C A® A.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1) A® ker(e) es un A-bimédulo con las operaciones c(a @ b) =ca®@b vy (a @ b)c = (a R b)o(c
) (e) p y ¢
Va,ce Ay Vbe ker(e).

ii) ker(e) ® A es un A-bimédulo con las operaciones c(a @ b) =a®cby (a®b)c = (a ® b)¢(c)
Va,ce Ay Vbeker(e).

Demostracion

i) Sean a,c € Ay b € ker(e).
Primero, notemos que por definicién, A ® ker(e) # 0.

Ahora, sea u,v € A ® ker(e) entonces u = Y pcrar @ b y U = 2 per Gox & bop, con ayy, ag, € A
Y b1k, bay € ker(e).

Asi, se calcula (Id ® €)(u+v) = (Id ® €)(XCper a1r @ bix) + (1d ® €) (X pes tor @ bax) =
>ker a1k @ €(bik) + Yper azr @ €(bax) = 0.

Luego, se verificard que A ® ker(e) es cerrado bajo la accién izquierda.
Asi, se calcula (id®@ €)(c(a® b)) = (id®¢€)(ca ® b) = ca ® £(b) = 0.

Después, se verificard que A ® ker(e) es cerrado bajo la acciéon derecha.
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Ahora, se calcula (id®e)((a®b)c) = (id®e)((a®b)¢(c)) = (id®e)(acV @bc?) = acV @e(bc?)) =
act @ e(b)e(c?) = 0.

Finalmente, se verificara que las acciones izquierda y derecha son compatibles.
Sea d € A.

Por un lado, se calcula (c(a ® b))d = (ca ® b)d = (ca ® b)p(d ) = cadV @ bd?.
Por otro lado, se calcula ¢((a ® b)d) = c¢((a ® b)p(d)) = c(adV) @ bd?) = cadV) @ bd?
Entonces (c(a ® b))d = ¢((a ® b)d).

ii) Analoga a la demostracién del inciso 1).

Proposicién 21 Sea A una C-dlgebra de Hopf. Seanr : A® A - AQ A r’': A A — AR A,
st ARA—-A®Ayst: A® A— A® A las biyecciones de la Proposiciéon 3. Sean

O, (ARA) > AR (ARA) y pP: (AR A) - (A® A) ® A los mapeos lineales de la Proposicion 15.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) r|y estd dado por |y : U — A ® ker(e) y es un isomorfismo de C-espacios vectoriales.
ii) |y es un isomorfismo de A-bimédulos.

iii) 7|y : U — A ® ker(e) hace que el siguiente diagrama conmute:

rlu

U

A @ ker(e)

2454 o®id

(ld@r|y) o®y)(u) = ((¢p®@id)or|y)(u) Vu e U.
iv) s|y estd dado por s|y : U — ker(e) ® A y es un isomorfismo de C-espacios vectoriales.
v) $|ly es un isomorfismo de A-bimddulos.

vi) s|y hace que el siguiente diagrama conmute:

sl

U

ker(e) ® A

v® id®¢

U A— ker(e) @ A® A

s|ly®id

((slp ®@1id) o y®)(u) = (d @ ¢) o s|y)(u) YV u € U.
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Demostracién

i

ii)

iii)

Primero, notemos que como € : A — C es un mapeo lineal entonces ker(e) es un C-subespacio
vectorial de A.

Luego, notemos que como A es un C-espacio vectorial entonces A @ ker(e) es un C-espacio
vectorial.

Ahora, se verificard que r|y estd dado por r|y : U — A ® ker(e).

Notemos que por el inciso v) de la Proposicién 3, por=! =id ®e.

Asi, sea u € U se calcula (id ® €)(r(u)) = p(r=*(r(u))) = p(u) = 0 entonces r(u) € A ® ker(e).
Esto demuestra que r|y estda dado por r|y : U — A ® ker(e).

Después, se verificard que 7|y es inyectiva y suprayectiva.

Notemos que r|y es inyectiva ya que es la restriccion de una biyeccion.

Ahora, sea a € Ay b € ker(e) se calcula u(r~'(a®0b)) = (ild®e)(a®b) = a®e(b) = 0 de donde
r-ia®b)eU.

Esto demuestra que 7|y es inyectiva y suprayectiva.

De esta manera, se ha demostrado que r|y estd dado por r|y : U — A ® ker(e) y es un
isomorfismo de C-espacios vectoriales.

Primero, notemos que por el inciso i) de la Proposicién 15, U es un A-subbimoédulo de (A ® A).
Luego, notemos que por el inciso i) de la Proposicion 20, A ® ker(e) es un A-bimédulo.
Ahora, se verificard que r|y es un isomorfismo de A-bimédulos.

Notemos que basta con demostrar que r|y preserva las estructuras de A-bimédulos.

Seaa€ Ay qe AR ker(e).

Notemos que por el inciso i) y ii) de la Proposicion 3, r|y((a ® 14)q) = (a ® 14)r|u(q) y
rlo(q(la ®a)) = rlu(g)d(a).

Esto demuestra que r|y es un isomorfismo de A-bimddulos.

Primero, notemos que al restringir el siguiente diagrama a U se obtiene el diagrama original:

AR A - AR A
bR P®id
AQAR®R A o AQRAR®R A

([d®r)o®g)(a®b) = ((¢®id)or)(a®b) V a,b e A.

Asi, basta demostrar que dicho diagrama conmuta.
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Por un lado, se calcula (id®@7)®x(a®b) = (id®7)(aMbM a4 @b62) = aWp® @71(a? @b2)) =
aDH) @ (o © L)) = () © a® © 1)) © 6(b) = (9(a) @ L)(H) @ o))

Por otro lado, se calcula (¢ ® id)r(a ® b) = (¢ ® id)(ab™ @ b?) = ¢(a)p(b™M) @ b2 =

(6(a) ® 14) (6 (01V) @ b)),

Entonces (id @ r)Pg(a ® b) = (¢ @ id)r(a @ b).

De donde (id ® r|y)Py(a ® b) = (¢ ® id)r|y(a @ b).

iv) Andloga a la demostracion del inciso 1).
v) Andloga a la demostracién del inciso ii).

vi) Anéloga a la demostracién del inciso iii).

Corolario 1 Sea A una C-dlgebra de Hopf. Sean r|y : U — A ® ker(e), r|p' : A ® ker(e) — U,
sly : U — ker(e) ® Ay sl : ker(e) ® A — U los isomorfismos de A-bimddulos de la Proposicién
21. Sean &y : U > AUy y®:U — U ® A los mapeos lineales de la Proposicién 15. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

i) u € U es izquierdo invariante bajo ®; si y solo si u = r|;'(14 ® a) para algin a € ker(e).

ii) u € U es derecho invariante bajo y® si y solo si u = s|;'(a ® 14) para algiin a € ker(e).

Demostracién

i) Primero, se verificara la implicacion directa.
Asi, sea u € U derecho invariante bajo @y se calcula ®y(u) = 14 ® w.
Ahora, notemos que por el inciso iii) de la Proposicién 21, (id ® r|y)Py(u) = (¢ ® id)r|y(u).
Por un lado, se calcula (id @ r|y)Py(u) = (Id @ r|y)(1la @ u) = 14 @ r|y(u).
Por otro lado, se calcula (¢ ® id)r|y(u).
Entonces (¢ ® id)r|y(u) = 14 @ r|y(u).

Ahora, si I' = A ® ker(g) notemos que por la Proposicién 18,
vl ={a € A®ker(e) | Pr(a) =14 ® a} = 14 @ ker(e) con Pr = (¢ ®id).

De donde 7|y (u) € 14 @ ker(g) por lo que 7|y (u) = 14 ® a para algin a € ker(e).

Asi, se calcula 7! (r|y(u)) = 7|5 (14 ® a).

Por lo que u = r|;' (14 ® a) para algin a € ker(e).

Luego, se verificara la implicaciéon inversa.

Sea u = r|;' (14 ® a) para algin a € ker(e).

Ahora, notemos que por el inciso iii) de la Proposicién 21, @ (r|;' (u)) = (id @ r|g') (¢ @ id)(u).
Por un lado, se calcula &y (u) = @y (r|; (14 ® a)).
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Por otro lado, se calcula (id ®@ r|;') (¢ ® id)(14 ® a).

Entonces &y (u) = (id @ r|;") (¢ ®1d)(14 ® a) de donde &y (u) = (id @ 7|;") (14 ® (14 ® a)) por
lo que ®p(u) = 14 @ 7| (14 ® a).

De donde &y (u) = 14 ® u.

ii) Analoga a la demostracién del inciso i).

Proposiciéon 22 Sea A una C-élgebra de Hopf y (U, D) el CDPO universal sobre A. Sea

rly : U — A®ker(e) el isomorfismo de A-bimddulos de la Proposicién 21. Definimos Uy, = A ® ker(¢)
y Dy =r|lyoD:A— Ug dado por Dy(a) = ¢(a) — (a ® 14). Entonces (Ur, Dr) es un CDPO sobre
A llamado CDPO universal izquierdo.

Demostracion Primero, se verificard que Dy, : A — Uy V a € A.

Sea a € A se calcula (id®¢e)(Dp(a)) = (id®e)(¢(a)—(a®1,4)) = (i[d®e)(aV@a?) — (IdRe)(a®14) =
M @ea@?)—a®ly=aVe(a®)@1y—a®@ly=a®@1y—a®1y =0.

Entonces Dy (a) € A®ker(u) V a € A.
De donde Dy : A — U, V a € A.
Luego, se verificard que (Ur, Dy) satisface 1) y ii) de la Definicion 14.

Notemos que por el inciso i) de la Proposicién 20, A ® ker(e) es un A-bimddulo con las operaciones
cla®b)=ca®by (a®b)c=(a®b)p(c)Va,ce AyVbEe ker(e).

i) Sean a,b € A se calcula Dp(a)b+ aDp(b) = (¢p(a) — (a®@ 14))b+ a(p(b) — (b® 1,4)) =
¢(a<)¢()b)—(a®1A)¢(b)+a¢(b)—(ab®1A) = ¢(ab)—ad(b)+ad(b)—(ab@14) = ¢(ab)—(ab®1a) =
DL ab).

De donde Dp(a)b+ aDp(b) = Dr(ab) ¥V a,b € A.

ii) Sea w € Uy.

Primero, notemos que como (U, D) es un CDPO sobre A entonces u = S0, apD(by) ¥V u € U
con a, by € Ay K > 0.

Luego, notemos que r|y : U — A ® ker(g) es un isomorfismo de A-bimdédulos.

Asi, definimos w = 7|y (u) y se calcula 7|y (u) = r|y (XK, apD(by,)) entonces
rlo(u) = S8 apr|y(D (b)) de donde 7|y (u) = S8, arDr(by).
Por lo que w = Y0, ax Dy (by) ¥V w € Up, con ay, b, € Ay K > 0.
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Proposiciéon 23 Sea A una C-algebra de Hopf y (Uy, Dy) el CDPO universal izquierdo sobre A.
Sea N un A-subbimédulo de Uy, definimos I'y, v = % Sea mp n : U, = I'p v el epimorfismo candnico
de A-bimddulos definimos dj, y = 7y 0 Dy, : A — I'p . Entonces (I', v, dp n) es un CDPO sobre A.
Més atn, cualquier CDPO sobre A, (I',d), es isomorfo a (I'y n, dr n) para algiin A-subbimédulo N de
UL-

Demostracion Se sigue de aplicar adecuadamente el isomorfismo de A-bimédulos r|y : U — Up a
la Proposiciéon 6.

Proposiciéon 24 Sea A una C-élgebra de Hopf y (U, D) el CDPO universal sobre A. Sea

sly : U — ker(e) ® A el isomorfismo de A-bimédulos de la Proposicién 21. Definimos U = ker(e) ® A
y Dr =s|ly oD : A— Ug dado por Dg(a) = ¢(a) — (14 ® a). Entonces (Ug, Dg) es un CDPO sobre
A llamado CDPO universal derecho.

Demostracion Analoga a la demostracion de la Proposicién 22.

Proposicién 25 Sea A una C-algebra de Hopf y (Ug, Dg) el CDPO universal derecho sobre A. Sea
N un A-subbimédulo de Uy definimos I'g y = % Sea mr y : Up — I'r v el epimorfismo canénico de
A-bimédulos definimos dg y = mrn © Dr : A — I'g n. Entonces (I'g v, dg n) es un CDPO sobre A.
Maés atn, cualquier CDPO sobre A, (I, d), es isomorfo a (I'g n,dg n) para algin A-subbimédulo N
de UR.

Demostracién Se sigue de aplicar adecuadamente el isomorfismo de A-bimédulos s|y : U — Ug a
la Proposicion 6.

De esta manera, se tienen tres modelos de CDPO universales. Esto permite utilizar el méas conveniente
segun el contexto en el que se trabaje.

Proposiciéon 26 Sea A una C-algebra de Hopf y (Uy, D) el CDPO universal izquierdo sobre A.
Sea R C ker(e) un ideal derecho en A. Definimos Np = A®Q Ry 'y n,, = ][\J,—; Sea 7 N, - Up = ' vy,
el epimorfismo canoénico de A-bimédulos definimos dr n, = 7w, © D : A — I'r v, Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

i) Ng es un A-subbimédulo de Uy.
ii) (I'z Ny, dLng) es un CDPO covariante izquierdo sobre A.

iii) Cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A, (I',d), es isomorfo a (I' n,,, dr N, ) Para algin

A-subbimédulo Ni de Uy.
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Demostracién

i)

ii)

iii)

Sea a,ce Ay b€ R.
Primero, notemos que por definicién, A ® R # ().

Ahora, sea u,v € A entonces u = Y pcra1r @ big ¥ U = Yperaor @ by con agg, a0 € Ay
bik, bar € R.

Asi, se calcula (u+ v)e = (X per a1k ® bik)e + (Xper aor ® bag)c =
Sker(arr @ bik)d(e) + Cier(az @ bar)d(c) = Sper(ane™ @ bipe®) + Ype(azpe™ @ bac®).

Notemos que como R es un ideal derecho en A entonces byzc'? € Ry bypc® € R.

De donde (u +v)c € A® R.

Luego, se verificard que A ® R es cerrado bajo la accion izquierda.

Asi, se calcula ¢(a ® b) = ca ® b.

De donde c¢(a ®b) € A® R.

Después, se verificard que A ® R es cerrado bajo la accién derecha.

Asi, se calcula (a ® b)e = (a ® b)¢(c) = acV) @ be®?).

Notemos que como R es un ideal derecho en A entonces be®® € R.

De donde (a ® b)c € A® R.

Notemos que por el inciso 1) de la Proposicién 20, las acciones izquierda y derecha son compatibles.
Primero, notemos que si I' = A ® R entonces por el inciso i) de la Proposicién 18, el mapeo
lineal & : I' - A® I dado por ®r = (¢ ® id) es una coaccién izquierda de A sobre T'.

Asi, sea u = Y jcrar ® by con a € Ay by € R se calcula @r(u) = Yper(¢o @ id)(ar ® by) =
Srer(olar) @ by) = Sper(@V @ a® @ by) de donde ®r(u) € A® A® R.

Por lo que Ny es invariante bajo ®r.

Notemos que por el inciso i) de la Proposicion 17, (I'y n,,dLn,) es un CDPO covariante
izquierdo sobre A.

Sea (I, d) un CDPO covariante izquierdo sobre A.

Primero, notemos que por la Proposicién 23, (I',d) es isomorfo a (I'y y,dr ) para algin
A-subbimédulo N de Uy,.

Ahora, como N C Uy, entonces N = A® V para algun V' C ker(e).

Asi, notemos que por el inciso i) de la Proposicién 18, el mapeo lineal & : N — A® N dado
por @y = (¢ ®1id) es una coaccién izquierda de A sobre N.

Luego, notemos que por el inciso i) de la Proposicién 16, (I'z n, dr ) es un CDPO covariante
izquierdo sobre A.

Después, notemos que por el inciso i) de la Proposicion 17, N = A ® V es invariante bajo
Oy = (p®id).
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Ahora, sea w € N notemos que por el inciso i) de la Proposicion 11, w = Y ,c; agbg con a, € A
y b € V.

Asi, notemos que por el inciso ii) de la Proposicién 18, ),y N = {a € AQV | Oy(a) = 14®a} =
la®@V.

Entonces w = Y jcrap(l ® ¢x) conay € Ay ¢ € V.
Asi, definimos R = generado(cy) entonces N = A ® R.
Ahora, notemos que como &(c) = 0 entonces R C ker(e).

Ahora,sia € Ay b € Rentonces (1,®b) € A®Ry se calcula (1,®b)a = (14®b)d(a) = aV@ba®
de donde (1, ® b)a € A® R.

Asi, se calcula (¢ ®1d)((14 ® b)a) = ¢(aV) @ ba® = 14 @ be(aV)a® = 14 ® ba de donde
1,®ba e C®R.

Por lo que ba € R.

Notemos que I'z, n,, = Aalggs) =A® (ker(e)) el N, =1a4® (kege)) — ke;gS)_

Proposiciéon 27 Sea A una C-algebra de Hopf y (Ug, Dg) el CDPO universal derecho sobre A. Sea
R C ker(e) un ideal derecho en A. Definimos Mr =R Ay I'puny, = J\UTI,: Sea Tr vy - Ur = I'r vy,
el epimorfismo canénico de A-bimédulos definimos dg ar, = Tr My, © Dr @ A — I'p - Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

i) Mg es un A-subbimédulo de Ug.
ii) (I'raps dray,) s un CDPO covariante derecho sobre A.

iii) Cualquier CDPO covariante derecho sobre A, (I',d), es isomorfo a (I'g arp,, dr.ay,) para algun
A-subbimédulo M de Ug.

Demostracién Anéaloga a la demostracién de la Proposicién 26.

Notemos que I'g pr,, = ke}gng = (kez(a)) ® Ae (I'rmp)inv = (ke};@) ®1s= kerés)‘

Proposicién 28 Sea A una C-algebra de Hopfy (U, D) el CDPO universal. Sean r|y : U — A®ker(¢)
y sly : U — ker(e) ® A los isomorfismos de A-bimddulos de la Proposicién 21. Sean &y : U - A®@ U
yu®: U — U ® A los mapeos lineales de la Proposiciéon 15. Entonces se satisfacen las siguientes
propiedades:

) rlp(a®b) =(1d®e®id)Py(a®b) ¥V (a®b) € U.
i) slp(a®b) =(e®id®id)yP(a®b)V (a®@b) € U.
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Demostraciéon
i) Sea (a®b) € U.
Por un lado, se calcula 7|y (a ® b) = ab™) @ b2,

Por otro lado, se calcula (id ® ¢ ® id)®y(a ® b) = (id ® ¢ ® id)(aWbV @ a® @ b?) =
aMbM) @ £(a®) @ b = aWe(a® )M @ 14 @b = ab® @ 1,4 @ bP = ab™ @ b2,

De donde 7|y(a®b) = (ld®e®id)Py(a®b) V (a®@b) € U.
ii) Sea (a®b) € U.
Por un lado, se calcula s|y(a ® b) = b @ ab®.

Por otro lado, se calcula (¢ ® id ® id)p®(a ® b) = (¢ ® id ® id)(aV) ® bV ® aPb?) =
g(aM @bV @ a@b® =1, @b @ £(a™)a@b?® =1, @ b ® ab® = bV @ ab?.

De donde s|y(a ®b) = (e ®id®id)pP(a®b) V (a®@b) € U.
Proposicién 29 Sea A una C-dlgebra de Hopf'y (Uy, Dy) el CDPO universal izquierdo sobre A. Sea
R C ker(e) un ideal derecho en A. Definimos Mr = A®@ Ry I'p p, = % Sea mp mp U = U vy

el epimorfismo canénico de A-bimédulos definimos dy a,, = 7 m, © D 0 A — I'p pp,. Entonces
(T aps dray,) es bicovariante si y solo si R es invariante bajo la coaccion derecha adjunta.

Demostraciéon Primero, se verificara la implicacion inversa.
Sea R C ker(e) invariante bajo adr : A - A ® A.

Notemos que por el inciso i) y ii) de la Proposicion 26, My es un A-subbimédulo de Uy, y (U'p, ary, s dioviy)
es un CDPO covariante izquierdo sobre A.

Luego, notemos que por la Proposicion 6, (I'z asp,, drap) es isomorfo a (I'y, dy) para algin
A-subbimédulo N de U.

Ahora, notemos que por el inciso ii) de la Proposicién 21, r|y : U — A ® ker(e) es un isomorfismo de
A-bimédulos entonces N = r|;' (Mpg).

Asi, notemos que por el inciso i) de la Proposiciéon 16, (I'y, dy) es un CDPO covariante izquierdo
sobre A.

Después, notemos que por el inciso i) de la Proposicién 17, N = r|;*(Mg) es invariante bajo ®y.

Ahora, notemos que por el inciso ii) de la Proposicién 18, iy, N = {a € 7|/ (A®QR) | oy = 14 ®@a} =
rlgt (14 ® R).

Asi, notemos que por el inciso iii) de la Proposicién 15, (U, @y, y®P) es un A-bimddulo bicovariante.
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Sea a € R definimos el mapeo lineal &y ®id: U® A - ARU ® Ay se calcula
(Py ®@id)y®(rly' (14 ® ) = (id ® y®) Py (r[y' (14 ® a)).

Notemos que por el inciso iii) de la Proposicion 21, @y (7|, (v)) = (id ® r|;") (¢ @ id) (u).

Entonces (& @ id)y®(r|;' (14 ® a)) = (d ®@ y®)(id @ r|;') (¢ ® id) (14 ® a) =
([d®y®)(ider|; ) (1la®@1iy®a) = ([d® y®) (14 @7 (14 ®a)) = 14 @ y®(r|;* (14 ® a)) de donde
v®(rl; (la®a)) € U A.

Por lo que y®(r|;' (14 ® a)) es invariante bajo @y @ id.

Ahora, notemos que U® A = 7| (A®ker(e)) ® A = (r|;' ®id)(A®@ker(c) ® A) entonces 1, (U ® A) =
(r|g" ®@id)(14 @ ker(e) @ A).

Por lo que y®(r|;' (14 ® a)) = (r|;' ®id)(14 ® ¢) para algtn g € ker(s) ® A.

Asi, notemos que por el inciso ii) de la Proposicién 28, s|y(a ®b) = (¢ ® id ® id)yP(a ® b).
Luego, notemos que por el inciso iv) de la Proposicién 4, adr(a) = s(r~'(14 ® a)).

Por un lado, se calcula (¢ ® id ® id)y®(r|;' (14 ® a)) = s|y(r|g' (14 ® a)) = adgr(a).

Ahora, notemos que como ¢ € ker(e) ® A entonces ¢ = Y_;c; ¢} ® ¢/ con ¢, € ker(e) y ¢/ € A.
Luego, notemos que por el inciso vii) de la Proposicién 3, ((e ® id) o r™1)(a ® b) = (a)b.

Por otro lado, se calcula (¢ ®id ®id)(r];' ®1d)(14 ® q) = Yie(e @id®@id)(r|;' ®id) (14 ® ¢, @ ¢) =
Sier((e®id)r|y! @id)(1La®¢i@q)) = Lier(e®id)r|y! (1a®¢)®q! = Licr e(14)4®4} = Lies 4i®4} = q.

Entonces ¢ = adg(a) de donde y®(r|;* (14 ® a)) = (r|g' ®id)(14 ® adg(a)).

Ahora, como adg(a) € R ® A entonces y®(r|; (14 ® a)) € (r|;' ®id)(14 @ R® A).

Asi, se calcula (7' @ id) (1A @ RQA) =77 (1@ R) @A =i (A®R) ® A =N ® A
De donde y®(r|;' (14 ® @) € N ® A por lo que y® (i N) C iy N @ A.

Luego, notemos que por el inciso i) de la Proposicién 11, ¥V w € N se tiene que w = Y ;¢ cxwy con
c, € Ay wy € N

De donde y®(N) C N ® A.
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Ahora, notemos que por el inciso ii) de la Proposicién 17, (I'y, dy) es un CDPO covariante derecho.

Después, notemos que por el inciso ii) de la Proposicién 16, (I'z arp,, dramp,) €s un CDPO covariante
derecho sobre A.

Ahora, se verificara la implicacién directa.
Sea (I ary, divy,) un CDPO bicovariante sobre A.

Por un lado, notemos que por el inciso i) y ii) de la Proposicién 26, Mg es un A-subbimédulo de Uy,
vy (T'n.an, drarg,) es un CDPO covariante izquierdo sobre A.

Luego, notemos que por la Proposicion 6, (I'p ar,,, dr ap) es isomorfo a (I'y, dy) para algin

A-subbimo6dulo N de U.

Ahora, notemos que por el inciso ii) de la Proposicién 21, r|y : U — A ® ker(e) es un isomorfismo de
A-bimédulos entonces N = r|;' (Mpg).

Por otro lado, notemos que por el inciso iii), i) y ii) de la Proposiciéon 27, existe un ideal derecho
S C ker(e) tal que (I'p arn, drary,) €s isomorfo a (U arg, drarg), Ms =S ® A es un A-subbimédulo de

Ur Y (Urag, dr ) es un CDPO covariante derecho sobre A.

Después, notemos que por la Proposicion 6, (I'g ars, dr.ag) es isomorfo a (I'y, dy) para algin
A-subbimédulo N’ de U.

Ahora, notemos que por el inciso v) de la Proposicién 21, s|y : U — ker(e) ® A es un isomorfismo de
A-bimédulos entonces N’ = s|;;' (Ms).

De donde N’ = N por lo que 7| (Mg) = s|;* (Ms).

Notemos que por el inciso vii) y viii) de la Proposicién 3, ((e ® id) or ') (a ® b) = e(a)b y
(e®@id)os™H(a®@b) = e(b)a.

Por un lado, se calcula (¢ ®id)r|;* (A ® R) = R.
Por otro lado, se calcula (¢ ®id)s|;' (S ® A) = S.
Entonces R = S de donde r|;'(A® R) = s|;' (R ® A) por lo que s|y(r|;' (A ® R)) = R® A.

Ahora, notemos que por el inciso iv) de la Proposicién 4, adgr(a) = s(r~(14 ® a)).
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De donde adg(R) = s|y(r];' (14 ® R)) por lo que adgr(R) C R® A.

Proposicion 30 Sea A una C-algebra de Hopf. Sea adr : A - A ® A la coaccién derecha adjunta.
Entonces ker(¢) un ideal izquierdo y derecho invariante bajo adg.

Demostracién Primero, notemos que como ¢ : A — C es un mapeo lineal entonces ker(g) es un
ideal izquierdo y derecho.

Ahora, sea a € ker(¢) se calcula (¢ ® id)adg(a) = (¢ ®1d)(a® ® k(a)a®) = £(a?) @ K(aM)a® =
14 ® k(aWMe(a®))a® =14 @ k(aM)a® =1, @ n(e(a)) = 14 @ (a)l4 = 0.

Entonces adg(a) € ker(e ® id).
Notemos que ker(e ® A) = ker(e) ® A.

Por lo que adg(a) € ker(e) ® A.

Proposicién 31 Sea A una C-algebra de Hopf. Sea adg : A — A ® A la coaccion derecha adjunta
y R C ker(e) un ideal derecho en A invariante bajo adg. Entonces el siguiente diagrama conmuta:

-1
R 1A ®R |U ianL
adR UCI)
R® A — 1A®R®ATianL®A
> T‘U ®id

v®(r|pt(la®a)) = (r|;' ®id)(14 ® adg(a)) V¥ a € R.

Definicién 24 Sea A una C-algebra de Hopf. Sea R C ker(e) un ideal derecho de A. Definimos el

epimorfismo canénico 7g : ker(e) — kLPEe). Llamamos coaccién derecha adjunta cociente al mapeo
lineal Adp : kLR(E) — (kLR(a)) ® A que hace que el siguiente diagrama conmute:

R

ker(e) LN ker(e) ® A

WR[ lﬂ'R@id

ker(e) ker(¢)
7 —an Cr)©A

(Adg o mg)(a) = (Tr ®id)adg(a) V a € A.

3.3 Célculos Diferenciales de Primer Orden Covariantes sobre una Algebra de Hopf
50



3 CALCULO DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN

Definicién 25 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I'z v, dLn,,) €l CDPO covariante izquierdo sobre
A de la Proposicién 26. Definimos (I',d) = (I'p vy, dr vy )- Llamamos al mapeo lineal 7 : A — I" dado
por m(a) = 14 ® [a — e(a)1 4] g mapeo de gérmenes cuantico de I'.

Notemos que (a — g(a)ls) € ker(e) para todo a € A entonces 7 estd bien definida. Més atn,
m(a) = 14 ® [a]g para todo a € ker(e).

Proposicién 32 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I'z v, dr vy, ) €l CDPO covariante izquierdo sobre
A de la Proposicién 26. Definimos (I',d) = (I't n,,, dp ny,)- Sea m 1 A — I' el mapeo de gérmenes
cuantico de I'. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

Dra?)Vac A,

!
.
S
SN~—
Il
)

)
)
)
)
v) Adg(n(a)) = (r ® id)adg(a) ¥ a € A.
)
)
)
)

)
m(a) = —d(k(aM))a® V a € A.
k(a)) = —m(aM)k(a®) V¥ a € A.

Demostracion
i) Sea a € A.
Primero, notemos que por el inciso ii) de la Proposicién 18, [ = 14 ® (keiz(g)).

Asi, se calcula 7(a) = 14 ® [a — e(a)14]g entonces 7(a) € [
Esto demuestra que 7(a) € i, ['V a € A.

ii) Sea 1, ® [b]R € 1A®(kLR(€)).

Entonces b € ker(e) de donde £(b) = 0.
Por lo que 7(b) = 14 ® [b]g.
Esto demuestra que 7|ier(e) : ker(e) — iny[' es suprayectiva.

Notemos que como 7|ker(s) : ker(e) — I’ es una restriccion de # : A — ;,,I" entonces
m: A— [ es suprayectiva.
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iii)

iv)

vi)

vii)

Sea a =14.
Se calcula 7(a) = 14 ® [14 —(14)1a]r = 14 ® [0]g = 0.

Esto demuestra que m(14) = 0.

Primero, se verificard que R + Cl4 C ker(y).
Asi, sea a € R+ Cly entoncesa=r+ Al conr e Ry A € C.

Ahora, se calcula 7(a) = 7(r + A\4) = 7(r) + M\r(14) = 7(r) = 14 ® [r]g = 0 de donde
a € ker(m).

Por lo que R+ C14 C ker(m).

Luego, se verificard que ker(m) C R+ Cl4.

Ahora, sea a € ker(e) entonces m(a) = 0 de donde a —e(a)la € R por lo que a € R+ ¢(a)l 4.
Notemos que R + ¢(a)la C R+ Cly.

Entonces a € R+ Cl 4.

Esto demuestra que ker(7) = R + Cl 4.

Sea a € A.

Notemos que a = (a —e(a)la) + e(a)l4.

Asi, se calcula Adg(m(a)) = Adg(m(a —e(a)la)) +c(a)Adr(m(14)) = Adr(m(a — e(a)ly)).
Ahora, notemos que (@ —e(a)la) € ker(e).

Entonces Adg(m(a)) = (7 ® id)adg(a — e(a)ls) = (7 ® id)adg(a) — e(a)(m ® id)adg(14) =
(r ®@id)adgr(a) —e(a)(mr ®id)(14 ® 14) = (7 ® id)adg(a) — e(a)(7(1a) ® 14) = (7 @ id)adg(a).
Esto demuestra que Adg(m(a)) = (7 ® id)adg(a) V a € A.

Sea a € A.

Primero, notemos que my n, : U, — 't n, es el epimorfismo canénico de A-bimddulos y
dL,NR = TLNg© DL A — FL,NR'

Asi, basta demostrar que (U, Dy) satisface Dy (a) = a7y, (a®) con mp, : A — UL el mapeo
de gérmenes cuantico de Uy,.

Ahora, se calcula aV) @ 17, (a?) = aV @ (14 ® (a® — e(aP)1,)) =

a) @ (14 ® (a® = e(a®)14)) = M @ (14 @ a?) = (14 ® e(a®)14)) =

(a(l) ® ]-A ® a(2)> — (a(l) ® ]-A ® g(a(z))lA) = (a(l) ® a(2)) — (a(l) ® g a(2))1A) —

¢(a) = (aVe(a®) @ 14) = ¢(a) — (a @ 14) = D (a).

Sea a € A.

Primero, notemos que dy, n,(a) = 71 n,(Dp(a)) = 7pn, ((aM @ a?) — (a @ 14)) =
(aV @ [a®]g) — (a @ [La]R).

3.3

Célculos Diferenciales de Primer Orden Covariantes sobre una Algebra de Hopf
52



3 CALCULO DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN

viii)

ix)

Entonces r(aM)d(al®) = (G(l))(( ® [a®]r) = (a® ® [La]g)) =

(k(a)a® @ [a®@]r) — (k(a)a 2®[1A])

De donde r(aV)d(a®) = (e(a™)14 ® [a?]g) — (e(a)14 @ [1a]r) =

(La®e(aM)aP]r) - (1A®[€(A) alr) = (1a®@lalr) = (1a®@[e(a)la]r) = 1a@([alr—[e(a)1alr) =
1y ®[a—e(a)lalr (a).

Esto demuestra que 7(a) = x(aV)d(a®) ¥ a € A.

Sea a € A.

Primero, notemos que x(a")a® = g(a)l, y se calcula d(k(a™)a®) = d(s(a)1,4) entonces
d(k(aM))a® + k(aM)d(a®) = d(c(a))14 + e(a)d(14).

De donde d(k(a™))a® +k(aM)d(a®) = e(a)d(14)14 por lo que d(k(aM))a® +k(aM)d(a?) =
0.

Luego, notemos que por el inciso vii), m(a) = x(a™)d(a?).
Entonces x(aV)d(a®) = —d(k(aM))a® de donde 7(a) = —d(x(a™))a?.
Esto demuestra que 7(a) = —d(k(a™))a® V a € A.

Sea a € A.

Notemos que por el inciso viii), 7(a) = —d(k ( )) @),

Asi, se calcula —7(aM)k(a®) = d(k(a™M))a@k(a®) = d(k(aM))e(a®)14 = d(k(aWe(a?))) =
d(k(a)).

Esto demuestra que d(k(a)) = —7(aM)k(a®) ¥V a € A.

Notemos que si (I', d) es cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A entonces por el inciso viii) de
la proposicién anterior, se define 7(a) = k(a")d(a®) como el mapeo de gérmenes cudntico de I'. Més
aun, la proposicién anterior se satisface para cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A, (T', d).

Definicién 26 Sea A una C-algebra de Hopf y (I'z ny,, dr ny,) €l CDPO covariante izquierdo sobre
A de la Proposicién 26. Definimos (I',d) = (I'p vy, dr vy )- Llamamos accion derecha de A sobre i, "
a <1A ® [b]R) oca = 1A ® [ba]R.

Proposicién 33 Sea A una C-algebra de Hopf y (I'z vy, dr vy, ) €l CDPO covariante izquierdo sobre
A de la Proposicién 26. Definimos (I',d) = (I't nj,, dr ny)- Sea m 1 A — I el mapeo de gérmenes
cuantico de I'. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) m(a) ob=m(ab—e(a)b) ¥V a,b € A.

ii) m(ab) = e(a)m(b) + m(a) o bV a,b € A.
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Demostracién

i) Sean a,b € A.
Se calcula (a) ob = (14 ® [a —e(a)la]lr) ob=14® [(a — e(a)la)blr = 14 ® [ab — e(a)b]g.
Notemos que (ab — e(a)b) € ker(e).
De donde 7(a) o b = w(ab — e(a)b) ¥V a,b € A.

ii) Sean a,b € A.
Notemos que por el inciso i), m(a) o b = w(ab — €(a)b).
Asi, se calcula 7(a) o b = 7(ab — €(a)b) = w(ab) — e(a)7w(b).
De donde 7(ab) = e(a)m(b) + m(a) o b ¥V a,b € A.
Notemos que si (I', d) es cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A entonces por el inciso i) de la

proposicién anterior, se define 7(a) o b = w(ab — £(a)b) como la accién derecha de A sobre j,,['. Més
aun, la proposicién anterior se satisface para cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A, (T, d).

Proposiciéon 34 Sea A una C-algebra de Hopf y (I',d) un CDPO covariante izquierdo sobre A. Sea
m: A= il el mapeo de gérmenes cuantico de I' 'y 7(a) o b = m(ab — £(a)b) la accién derecha de A
sobre i, I'. Entonces 0 o a = x(a")fa® para todo a € A y para todo 6 € I

Demostracion Seaa € Ay 0 € 1.
Notemos que como 7 : A — ;,,I" es suprayectiva entonces § = w(b) para alguna b € ker(e).
Luego, notemos que por el inciso vii) de la Proposicién 32, w(a) = k(a™)d(a®).

Asi, se calcula @ oa = w(b)oa = w(ba —e(b)a) =
(1)

H(a(l))ﬁ(b(l))(d(b( ))a(2) + b(Q)d(a(Q ))

(b (ba)®)d((ba)®) = k(bWaD)d(b*al)) =
- B
k(@) (b)al® + k(a®)e(b)d(a®) = r(al

a) = k(
NN d(D@)a® + k(aM)r(bM)bPd(a?) =
(b)a® = k(aM)ha®.

b)a
k(al
W)
Esto demuestra que o a = k(a™)a® Va € Ay V0 € i, T

Proposicién 35 Sea A una C-algebra de Hopf y (I',d) un CDPO covariante izquierdo sobre A. Sea
P :T'— ;I el mapeo proyecciéon izquierdo de la Proposicion 10. Definimos 7y, : I' = i, [" dada por
T = € ® id. Entonces my,, = P.

Demostraciéon Primero, se verificard que i, : I' = i [ es una proyecciéon izquierda suprayectiva.

Asi, sea n € i se calcula T (14 ®@n) = (e®id)(la®@n) =e(la)@n =140 n=mn.

Entonces 7, es suprayectiva y actia como la identidad en j,,I".

3.3 Caélculos Diferenciales de Primer Orden Covariantes sobre una Algebra de Hopf
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Esto demuestra que 7, es una proyeccion izquierda suprayectiva.
Ahora, se verificard que Ty (bw) = (b)) Ty (w).
Asi, sean be Ay w €' entonces w=a®@ncona € AyneE .

Se calcula T, (bw) = Ty (b(a ® 1)) = Tiny(ba @ 7)) = (e ® id)(ba @ n) = e(ba) @ n = e(b)e(a) @ n =
e(b)(e(a) ®@n) = e(b)(e @id)(a @ n) = &(b)Tiny ().

Ahora, notemos que por la Proposicion 10, P : T' — ;,,I" es tnica.

De donde 7y, = P.

Corolario 2 Sea A una C-élgebra de Hopfy (I', d) un CDPO covariante izquierdo sobre A. Definimos
Tiny - I — vl dada por 7,y = € ® id. Entonces satisfacen las siguientes propiedades:

i) Ty (aw) = e(a)Tipy(w) Va e Ay Vwel.

i) Mine(w) = k(WMWY w T,

Proposicién 36 Sea A una C-algebra de Hopf y (I',d) un CDPO covariante izquierdo sobre A. Sea
m: A — I el mapeo de gérmenes cuantico de I' y my,, : I' = i1 I" el mapeo proyeccion izquierdo de
la Proposicién 35. Entonces i,y (d(a)) = w(a) para todo a € A.

Demostraciéon Sea a € A.

Se calcula ®r(d(a)) = (id ® d)¢(a) = aV) @ d(a®) € A @ T entonces iy (d(a)) = x(aM)d(a®).
Notemos que por el inciso vii) de la Proposiciéon 32, 7(a) = x(a™)d(a®).

De donde 7y, (d(a)) = m(a) V a € A.

Notemos que si (I, d) es cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A entonces por la proposicion

anterior se define 7(a) = miny(d(a)) como el mapeo de gérmenes cudntico de I'. Més atn, la proposicién
anterior se satisface para cualquier CDPO covariante izquierdo sobre A, (T, d).

3.3 Caélculos Diferenciales de Primer Orden Covariantes sobre una Algebra de Hopf
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4. Algebras Bicovariantes Graduadas

4.1. Mapeo de Virado

Definicién 27 Sea A una C-algebra de Hopf y I" un A-bimédulo. Definimos @4 = I'®® = A
y D =T%% =T ®4...0,4 con k > 1. Mas atin, ['®* es un A-bimédulo con las operaciones
a(w' @4 ... Qw0 =aw' @4... @y (W @4... @ uwF)a=w @, ... @4 wka para todo a € A
y para todo w' € T con i € {1,...,k}.

Definicién 28 Sea A una C-dlgebra de Hopf y I' un A-bimédulo. Llamamos a @41 = @52,(®4T)
algebra tensorial de I'. Mas ain, ®4I" es una dlgebra graduada con el producto

wn = (wl ®A®Aw”)(771 ®A®A77m) :wl ®A...®Aw"®A771 ®A®A7]m para todo w € T®"
y para todo n € I'®™.

Proposicién 37 Sea A una C-élgebra de Hopf y (', d) un CDPO bicovariante sobre A. Sean {w;};cr
y {n; }ier las bases de los C-espacios vectoriales 'y, ¥ iny [ de la Proposicion 14. Sea v € '®2. Entonces
existen tnicos a;j, by; € A casi todos cero tales que v = 37,c; e aw; ®an; y

Y = Yier Xjer bijni @a wj.

Demostracién Se sigue de que I' es un A-bimédulo libre con bases {w;}icr v {7 }ier-

Definiciéon 29 Sea A una C-algebra de Hopf y (I, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sean {w; }icr
y {m:}ier las bases de los C-espacios vectoriales [y ¥ iyl de la Proposicién 14. Sea

Y = Yier Yjer Gijw; @4 1. Llamamos al mapeo lineal o : I'®? — T'®? dado por

o(7) = Yier Xjer aijn; @4 w; mapeo de virado del 2-dlgebra tensorial I'®2.

Definiciéon 30 Sea A una C-algebra de Hopf y (I, d) un CDPO bicovariante sobre A. Definimos el
mapeo lineal Pren : " — A @ I'®™ dado por Pren(f; ®4...R40,) =

(ag_l) ab) ® (6§0) ®a...0409) conn >2donde §; € Ty ®r(0;) = a
J € {1, o ,n}. Mas ain, ®Preo = ¢ y Pre1 = Pr.

5-_1) ® Hj(o) para todo

Definicién 31 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I',d) un CDPO bicovariante sobre A. Definimos el
mapeo lineal pen® : T9" — I'®" @ A dado por ren®(0; @4 ... R4 60,) =

024, .. 240N .. ) conn >2dondeb; € Ty 1&(6;) = 0§-0)®a§1) para todo j € {1,...,n}.
Mas afm, F@o@ = gb y F®1(I) = 1.

Proposicién 38 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I',d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea
Oren : 9" — AR@T®" con n > 2 el mapeo lineal de la Definicién 30. Entonces ®ren es una coaccién
izquierda de A sobre I'®".
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Demostracion Se verificard que ®re- satisface la Definicién 8.
Sea (01 @4 ...®40,) € T,

Primero, notemos que (¢ ®id)®r(6;) = ag_ll) ®a§_12) ®9§0) =
Por un lado, se calcula (¢ ®id)®Pren (61 @4...®460,) = (qb@id)((ag_l) . .aﬁ;”)@(&%o) ®Ra...@400)) =
o(ai V. al ) @ (0 @4 @4 00) = (9(ar V). 6(alV) @ (0 ®a ... ©460) =

((af "V @a{™). (V@ al 1) @ (01 @4 ... @4 0) =

(@ et @ (a7 a1 @ (0 @4 .. @4 00).

Por otro lado, se calcula (id ® (I)pm)cbpm (01 ®@4...Q040,) =

(id ® ®rea)((ai™ .. alN @ (07 @4 ... @4 09)) = (@™ .. alD) @ Pren (00 @4 ... ©4600) =
(@) (0 a0 D) @ (O 4. 04 000) =

((ag_l) al) (a§0 b a0~ )

Entonces (¢ ® id)®ren(0; @4 ... R4 0,) = (Id @ Pren)Pren (01 @4 ... R4 6,).
Luego, notemos que (¢ ® id)®r(6;) = 8(@;71))950) =0;.
) = (e@id) (@ ...al) @ (0 @4 ... ®409)) =

0

®a

(e(a (1 )...5(@5;1)))(8(950) @4 ... 2400 =
=14® (01 ®a...Qa0,) =01 ®4... Qa0

Asi, se calcula (¢ ® id)Pren (61 @4 .
6(a(1_1>...a§L N6 @,. ®A 0(©) ) =
12 ® (2o )0 @ @2 (o )OD)

Proposicién 39 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I',d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea

ron® : ¥ — T'®" ® A con n > 2 el mapeo lineal de la Definicién 31. Entonces re»® es una coaccién
derecha de A sobre I'®".

Demostracion Analoga a la demostracion de la proposicién anterior.

Proposiciéon 40 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I',d) un CDPO bicovariante sobre A. Sean
Dren : " - AQT®" y pen® : I'®" — T'®" @ A las coacciones izquierda y derecha de A sobre I'®".
Entonces (I'®", ®ran, pen®) es un A-bimédulo bicovariante.

Demostracién Se verificard que (I'®", ®ren, Pren) satisface la Definicién 21.
Sea (01 Xa...R24 Gn) e ren,

Primero, notemos que (id ® 1®)®r(0;) = a§~_1) ® 0§00) ® a§-01) — a§0—1) Q QJ(OO) ® agl) = (Br ®id)p®(;).

4.1 Mapeo de Virado
o7



4 ALGEBRAS BICOVARIANTES GRADUADAS

Por un lado, se calcula (id ® ren®)Pren (0] @4 ... ®40,) =
(id ® ren®)((ai ...l D) @ (61 ®a ... ©4 60)) = (ai V.. al ) © ren®(6)” Da ... ©4 6) =
(@, alD) @ (0 @4 ... 24 00) ® (V... al0D)).

Por otro lado, se calcula (Pren @ id)ren®(6) @4 ... R4 0,) =

(@per @ (0 ©1 - ©400) © () D) = (@ren(t ©4. 04 60) © (ol . aP) =
(@) a0 D) @ (0% 0. @4 00)) & (af) ..al)) =

(@0 0) @ (0 9. 94 009) © (af .. alD)).

Entonces (ld (9 p®n¢))q>p®n (91 XRa...R024 Qn) = ((I)p@m X id)[‘@n(b(el Rp...R04 Qn)

Proposicion 41 Sea A una C-édlgebra de Hopf y (I';d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea
o : %2 — T'®2 e] mapeo de virado del 2-algebra tensorial ['®2. Entonces se satisfacen las siguientes
propiedades:

i) o es un isomorfismo de A-bimoédulos.
i) o(w®an)=n@swV we y'yVne .

iii) o hace que los siguientes diagramas conmuten:

F®2 o F®2
¢F®2l M:I)r@?
®2 ®2

AT P AT

(ld® o) oPrez)(a®@b) = (Prez00)(a®b) Va,bel.

I‘®2 g 1“®2
F®2¢J' tr@Qq)
2@ A *?® A

((c ®id) ope2®)(a ®b) = (re2Poo)(a®b) Va,bel.

iv) Sea gpp : I'®3 — I'®3 dado por 019 = 0 @4id y 093 : ['®3 — I'®3 dado por 093 = id ® 4 o entonces
023012023 = 012023012-

Esta ecuacién es llamada ecuacion de Yang-Baxter.

4.1 Mapeo de Virado
58



4 ALGEBRAS BICOVARIANTES GRADUADAS

Demostracién

i

ii)

iii)

Primero, notemos que por definicién, o es lineal.

Luego, notemos que por la Proposicion 37, o es biyectiva.

Asi, basta demostrar que ¢ es un homomorfismo de A-bimddulos.

Sea a € I'®? entonces o = Y c1 Y ey aijw; ®an; con a; € A, w; € {w;tier vy 1m; € {mi}ier-
Ahora, se calcula o(ca) = o (e X jer Caijw; @an;) = Yier 2ojer Cijo(w; @4 1;) =

> il 2ojer Cainy @4 w; = c(Xier > jer @ijM; ®a w;) = co(a).

Luego, notemos que por el inciso iii) de la Proposicién 13, ;b = 3= ;¢ (b * gi;)n;.
Después, notemos que por el inciso iii) de la Proposicién 11, wib = >,/ (fij * b)w;

Asi, se calcula o(ac) = o(X e Djer GijW; @4 njc) = el el a;jo(w; @4 n;c) =

Sier 2jer @i (Wi @4 Yper(C* fin)Me) = Zier 2ojer doker @i (wi(c * fin) ®a M) =

Sier 2jer oker @i (Xper(fa x (e fir))wr ®a ) =

D iel 2ojel 2okel 2olel aijo((fu* (c* fir))w @4 m) =

Diel 2ojel Dokel 2-lel aijo(((fa * ¢) * fip)w @4 m) =

et jer ket er @i ((fa * ¢) * fir)o(wr @any) =

doiel 2jel 2okel 2ulel aij((fil * C) * fjk)(nk ®awy) =

doicl 2ojel 2okel 2oiel aij (((fa * c) * fir)m ®aw) =

Diel 2ojel 2el i (Crer((fi x ¢) * fir)m) ®awr) = Yier >jel 2olel aij(n;(fu * ) ®awy) =
Sier 2jer 2er @ij (M @a (fu * c)wr) = Yier Xjer aij(ny ®a (Xier(fu * c)wr)) =

it jer @ij(N; ®a wic) = Yier Xjer(aijn; @a wi)e = (Tier Xjer @ity ®a wi)e = o(a)c.

Sean w € [y n € Tiyy.
Primero, notemos que como i, [" y I'yy son C-espacios vectoriales con bases {w; }ier v {n; }ier
entonces w = 3 ey ayw; con a; € Cy m =3 .7 B;m; con 3; € C.

Asi, se calcula o(w ®an) = o((Cier cvws) ®a (Xjer Bing)) = Xier Ljer ifio(w; ®an;) =
Sier 2jer iy @aw;) = (Xjer Bing) ®@a (Xier csw;) =1 @4 w.

Sea a € 92,

Solo se verificard que ((id ® o) o Pre2)(a ® b) = (Prez2 0 0)(a R b).

Notemos que ®r(w;) = 14 ®w; y por el inciso v) de la Proposicién 14, ®p(n;) = Yier £(Rij) @ ;.
Por un lado, se calcula ((id ® o) o ®rez)(a) = (Id ® 0)(Prez(Xier >jer ijw; @a ;) =

(id ® o) (Xier 2jer ¢(aij) Proz(w; ®4n;)) =

(id @ 0)(Xier Xjer (aij)(Crer(1ar(Bi;)) @ (wi ©a 1)) =

(id ® o) (Xier Zjer Xrer Plaij) (K(Rij) ® (w; @ank))) =
Sier jer ket (i) (K(Riz) @ o(w; @ame)) = Xier Zjer oner (i) (K(Riz) @ (M @4 w;)).

Por otro lado, se calcula (®re2 o 0)(a) = Prez(0(Xicr >jer a,]w, ®an;)) =
¢F®2(Ziel Zje] ;574 ®Awi) =D iel Zje] q)I“X’Q(aij (77j ®Awi)) =D ier Z]el ¢(azj)q)l“®2 (77j ®Awi) =

4.1

Mapeo de Virado
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Yier 2jer 9(aif) (Crer(F(Rij)1a) @ (mr ®a wi)) = Yier jer oner $(aij) (£(Rij) @ (x @4 wi)).
Entonces ((id ® 0) o $rez)(a) = (Prez o o) ().

iv) Primero, notemos que I' es un A-bimédulo libre con bases {w;}ier v {m: }icr-
Asi, basta demostrar que 093012093 = 012093012 para elementos de 3, I'®3.
Sean wy, wa € il
Se calcula Or(wy) =14 ®@ wy y $r(wy) = 14 ® wy entonces Prez(w; @4 wy) =

(1414) ® (W @4 ws) = 14 @ (w1 @4 wy) de donde (w; @4 W) € 10 [®? por lo que
o(w) ®4 wy) € iy [®2.

Luego, notemos que {w; ®4 wy};ker es una base del C-espacio vectorial ]2 de donde
o(w @4 wa) = s 2oper Cix(wj ®a wy) con ¢y, € C.

Ahora, si n € Ty, entonces w; @4 Wy @4 1 € i [€3

Por un lado, se calcula 093012093(w; @4 we @4 M) = 093012(1d ® 0) (w1 @4 we @4 n) =
023012(w1 Xan®a wQ) = 023(0 & id)(w1 Xan®a w2> = 0'23(77 XA W @4 U)Q) =
(id®@0o)(n®@a w1 ®aws) =1 ®a0(w1 ®awz) =1 (Xjer Lrer Cix(wj ®awy)) =
Sier 2ker Cik(n ®a wj ®4 wy).

Por otro lado, se calcula 015093012(w1 ®4 Wy ®4 M) = 012093(0 @ id) (w1 @4 we @4 M) =
012093(0 (w1 ®4 wa) ®A M) = 012023((Xje1 Zoker Cin(Wj @4 wi)) Dan) =

012093(Xjer Zker Cik(W; @4 Wy @an)) = 012(i[d ® 0)(Xje1 Yker Cip(w; @4 wi, ®4 M) =
012(Xjer ket Cu(w; @an @4 wy)) = (0 @1d)(Xjer Crer Cir(w; ®an ®a wy)) =

Sjer kel Cik(n @4 w; @4 wy).

Entonces 093012093(w1 @4 Wy @4 1) = 012093012(W1 @4 Wa @4 N).

4.2. Algebras Bicovariantes Graduadas

Definiciéon 32 Sea A una C-algebra de Hopf y G una C-dlgebra asociativa unitaria. Sean
Or:G > ARGy gP : G — G ® A mapeos lineales. Llamamos a la tercia (G, ®g, o®P) algebra
bicovariante sobre A si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) g es una coaccién izquierda de A sobre G y un homomorfismo de algebras.
ii) ¢® es una coaccién derecha de A sobre G y un homomorfismo de édlgebras.

iii) ¢y ¢® son compatibles. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

bq

G ARG

G<I>| lid@cfb

((id ® ¢®) 0 @5)(9) = (Pe ®id) 0 ¢®)(g9) V g € G.

4.2 Algebras Bicovariantes Graduadas
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Definicién 33 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (G, ®q,¢®P) una dlgebra bicovariante sobre A.
Llamamos a la tercia (G, ®q, ¢ ®) dlgebra bicovariante graduada sobre A si se satisfacen las siguientes
propiedades:

i) G es una &lgebra graduada.
ii) P¢(G*) Cc A G*.
iii) «®(G*) C G* ® A.
Definicién 34 Sea A una C-dlgebra de Hopf'y (G, ®g, ¢®P) una dlgebra bicovariante graduada sobre

A. Llamamos a la tercia (G, ®¢, ¢®) algebra bicovariante graduada conexa sobre A si se satisfacen
las siguientes propiedades:

i) G' = A.
i) ®er = Pglar : GF — A® G* con Pgo = ¢.
iii) @k ® = ¢®|er : GF¥ — GF @ A con o® = ¢.
Definicién 35 Sea A una C-édlgebra de Hopf y (I', ®p,r®) un A-bimoédulo bicovariante. Sea

(G, P, ¢P) una élgebra bicovariante graduada sobre A. Decimos que (G, ®g, ¢P) estd basada en
(I, ®r, @) si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) (G, Pq,¢P) es una élgebra bicovariante graduada conexa sobre A.
ii) (G',®q1,®) = (T, ®r,rP) como A-bimddulos bicovariantes.

iii) generadog((G1)*) = G* con (GV)* ={g1...9x | g € G Vi€ {1,... k}}.

5. Calculo Diferencial de Alto Orden Envolvente Universal

El material de este capitulo estd basado en el trabajo del profesor Purdevié. [Purdevié¢, 1996] [Durdevié,
1997].

Definicién 36 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I',d) un CDPO sobre A. Sea ®4I" el algebra
tensorial de T". Definimos Q = generado(Q = >, d(a;) ®4 d(b;) | a;,b; € Ay ¥, a;d(b;) = 0) como el
ideal izquierdo y derecho graduado generado por @ en ®4I". Llamamos a I'* = % calculo diferencial
de alto orden (CDAQ) envolvente universal de (I, d).

Notemos que como ®4I" es una algebra graduada y Q es un ideal izquierdo y derecho graduado en
0 1

@4l entonces I'" es una algebra graduada. Més atn, I'\Y = @501“ =4 =A TN = %‘f =5=Ty

d: TN — AL

61



5 CALCULO DIFERENCIAL DE ALTO ORDEN ENVOLVENTE UNIVERSAL

Proposiciéon 42 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I',d) un CDPO sobre A. Sea ' el CDAO
envolvente universal de (I, d). Entonces existen tinicos mapeos lineales d,, : "™ — T"""*! con n > 0
que satisfacen las siguientes propiedades:

i)
ii)

iii)

dy=d:A—T.
JnOJn_1:0Vn21.

di11(po) = di(p)o + (=1)fpdy(a) V p e T y ¥V g € TN,

Demostraciéon

i)

iii)

Sea dg : T"N0 — ML,

Primero, notemos que I’ = A y T"! =T entonces dy : A — T

Luego, notemos que como (I',d) es un CDPO sobre A entonces d: A — T
Asi, definimos dy =d : A — T.

Primero, se verificara para k =0y [ = 0.

Seana € Ay be A

Se calcula doyo(ab) = d(ab) = d(a)b + ad(b) = do(a)b+ (—1)%ady(b).

Ahora, definimos la proyeccién canénica [|g : [®" — I''" dada por [t]o.

Sea 0 € I'M.

Notemos que como (I', d) es un CDPO sobre A entonces 0 = >, a;d(b;) con a;,b; € A.
Ahora, se define el mapeo lineal d; : "' — T2 dado por di(0) = [¥; d(a;) ®4 d(b;)]g con
di(0) € T2

Asi, se verificard que el mapeo lineal d; : I’ — T"2 est4 bien definido.

Sea 0 = Y, a;d(b;) con a;, b; € A.

Se calcula dy(0) = [ d(a;) ®4 d(b;)]o.

Ahora, notemos que por definicién, 3, d(a;) @4 d(b;) € Q.

Entonces d; (0) = 0 en T2,

Después, se verificard para k =0y [ = 1.

Notemos que como la proyecciéon candnica [-|g es un homomorfismo de algebras graduadas
entonces [t @4 ulg = [t]o[u]o-

Asi, se caleula doyq(af) = dy(a Y, a;d(b;)) = [2; d(aas) @4 d(b;)]o

[Si(d(@)a; + ad(a)) @4 d(b)lo = [S: d(a)a; @ d(b)]o + [ch()® d(bi)]e =
[d(a) ®@a 35 aid(bi)]o + a[¥; d(a;) ®a d(bi)le = [d(a)le|fle + adi(0) =
[do(a)]e[f]e + (—1)°[ale[di(6)]e

Luego, se verificara para k =1y [ = 0.
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Ahora, se calcula dy o(fa) = (X, aid(b;)a)
di(%; aid(bia)) — di(3; aibid(a)) = [ d(a;
32 d(a;) @4 (d(bi)a + bid(a))]e — [Z(d(as)
[ d(a;) @4 d(bi)alg + [ d(a:;) ®a bid(a)]
[0 d(ai) @4 d(bi)]oa — [3; aid(bi) ®4 d(a)]
[d ()]Q[] + (=1)![0]o[do(a)]e-

Seat=01®4...040;R@4...®40, conje{l,..., n} donde t € T®".

Asi, se define el mapeo lineal d,, : T®"* — I'"""*! dado por
do(t) = X5 (1) O] . [051]0di(8))[054+1] - - (O] con dy(t) € T

j=1
Sea u =" Q4...Q4N R4 ... 4Ny con k € {1,...,;m} donde u € T®™.

~1( z
ad(ba)lo

Q; (bz)) ®
[ d(ai)b;

dy(0)a — [0

a;(d(bia) — bd(a))) =
— [ d(aibi) ®a4 d(a)]g
ad(a)lo
&®
lo

®H

)
b;
)
Q

|||+

(a

)
d
[d(a

o =

Después, se verificard paran > 1y m > 1.

(@]o — [% ad(b) 4 d(a)]o =

Ahora, se calcula dy, 1, (t@4U) = Ay (1@4. . . ©@40;Q4. . . @40, DA R 4. . . QANERA. . . @ ANy) =

Zn+m( 1) b]g. .. di(6;). . nmle = S (=17 g dil8y) .. [Balalmle - - [nmlo +
(=1 0 g - [Onlalmle - di(nj—n) - [Nm]o =

"o 7
P (=17 g di(6;) - [Bulalmle - - mlo +
"o U

>r (= )’“*” 1] [9n]g[ o di(m) . [mmlo =
(Xj (=1 [O]e- [y-slod (9811 - Balo)mlo - Irlo +
(=1)"[01]g - [Onlo (Zk (=1 e [m 1]Qd1(nk)[nk+1] [mle) = dn(t)[mile - - [1mlo +

(—1)"[91]Q...[8n]gdm( ) = d,(t)[m ®A oo @A Nmlo + (— ) 01 @4 ... @4 On]odm(u)
[dn()]olulo + (—=1)"[t]o[dm(u)]e-

Luego, se verificard paran =0y m > 1.

Asi, se caleula doym(au) = dp(am @4 ... Q4N 4 ... D4 ) = d
S (=D amlo - - [me—1lodi (k) k1] o - - - Mmla = (do(a)m + adi (1)
Sito (=1 amla - - [mk-1]odi (i) [Mk4ila - - - [Mmle = do(a)[m]alnele - - - [1m
ady(m)[m2la - - [Mmle + Xie(=1) amla - - - [me-1]odi () [Mr41]a - - - [nm]g =

A

do(a)[m @4 ... ®anmlo +aX i (=) mla . .. [m—1]odi () Mes1]a - - - [Mmle = do(a)[u]o +

adn(u) = [do(a)lolulo + (—1)°[a]o[dm(u)]o-

Después, se verificard paran > 1y m = 0.

Asi, se calcula dp1o(ta) = dn(01 ®a ... @a0; @4 ... ®4bha) = )
P17 0o (65 1]odi (6))] ;+1]Q [9 CL]Q+( 1" Hoi]g - - [On-1]odi(Ona) =
P 0o [05-]0di(0)10511]e - - [0nalo +

(=) [0]g - - [On1]o(d(0n)a — Oudo(a)) =
"1 o - - [05-1)odi (6 )[HJ—H]Q [Onalg + (=1)""Hi]g .. . [On- 1Jodi (0,)a+

(=1)"bi]g- .- [0n —] (0] odo(a) = (Sj—y (=1 [0]g - - 16;-1)adi(0;)[0541]c - - - [On)o)at

(=1)"[f1 ©a .. @4 On]odo(a) = du(t ) + (=1)"[t]ado(a) = [dn(?)]o[a]o + (= ) [to[do(a)]o.

Esto demuestra que los mapeos d,, : '®" — I'""*1 satisfacen la regla de Leibniz.

Luego, se verificard que Q C ker(d,,).
Sean @ = Y ;d(a;) ®a d(b;) € Qy p e T®™
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ii)

Por un lado, se calcula d2+n(Q®Ap = do (2 d(ai)®@ad(0;))®ap) = do(3X; d(a;)@ad(bs))[plo+

) = dagn(
(—1)[%; d(as) @1 d(b)]ody(p) = (2; drr1(do(ai) ©a do(bs
(i(da(do(ai))d(b;) + (=1)'d(a;)di (do(b:)))) plo + [ d(as) @4 d(bi)]od(p
Por otro lado, se calcula d,12(p @4 Q) = dpi2(p @4 (3; d(a;) ®a d(b;))) =
dn(p)[3; d(a:) @4 d(bi)]o + (=1)"[ploda(X; d(ai) ©a d(bs i d(a; ‘
(=1)"plo(Zi disi(do(ai) @ado(b:))) = du(p)[; d(ai) @ad(b)]o+(=1)"[plo(Ti(di (do(as) )d(bi) +
(—1)'d(a;)dy(do(b:)))) = 0.

Entonces Q ®4 p € ker(d) y p @4 Q € ker(d) de donde Q C ker(d).

Ahora, notemos que por la propiedad universal del cociente existe un tinico mapeo lineal
d,, . TAn _ PARHL o] que d,, o []g = d,.

Finalmente, notemos que d, satisface la regla de Leibniz.

Primero, se verificara para n = 1.

Sea a € A.

Se calcula dy(dy(a)) = di(14d(a)) = [d(14) ®4 d(a)]g = 0.

Seat=01®4...040; ®4...®40,_1 contel* L

Luego, se verificara para n > 2.

Asi, se calcula d,(d,_1(t)) = do (X2 (=1 O]a - [05-1]0d1(0,)[0j11]a - - - [On-1]0) =
]

h , =1\ L
dn ( ?_11( 170 @4 .. @401 @4 (s dolaij) @4 do(big)) @a 041 @4 ... @4 i) =

S (=16 @4 ... ®4 051 ®a fio(%‘) ®4 do(bi;) @4 041 @a ... @4 Oni]o)
Si(=1) 7, (0 @4 ... Q4 9] L @4 dolai;) @4 do(big) @4 05401 @4 ... @pbp_1) =
>i(=1)7" 1d]+ (n— J)(‘gl ®4 - Qabj-1®4 dO(“U) ®a dO(le) ®a 9J+1 R4 ®abh) =
S(—=1)71(d (01 ®4...®a4 9] 14 dO(azj))[dO(bz]) ®a0j41®4...02 9n 1o+

( ) [91 X4 ... Q4 ‘9] 104 dO(“U)]an J(dO(bU) ®A 9]+1 ®A . ®a enfl)) =
oty (1)1 HdG-v+1([01 ®a ... @401 ®4 (%0(%)]>[d0(bm) Q4041 ®a ... ®abn1]o+
(=1)[0h ®a ... ®a4 051 ®a do(aij)]odis(n—j—1)([do(bij) @4 j11 ®a ... ®405-1]0)) =
;L 1lz< 1)j_1((d3 1(01 ®a ... ®a0;- l)do(azy)
(1) 01 @4 ... @40, 1]Qd1(d0(aw)))[d0(bm) ®a0j41®4...®@abn 1]o+
(—1)[01 @4 .. ®A 0;—1 ®a4 do(ai)]o(di(do(bi))[0j11 @ - .. ®a Oni]o +
(1) do(bi)dn—j-1(0j11 @a ... @4 0p_1))) =
P S 1T (djo1 (6 ®a - - ©4 0;21)do(aij)[do(big) ©a 041 @a ... @4 bni]o +
(=170 @4 ... D461 ®a dO(%)]QdO(Q )dn—j1(0j11 @4 ... ®a 0, 1) =
?:_11 Zi<_1)] l(dj 1(‘91 R4 ... ®a0 J— 1)@ (am) ®a dO( ZJ) ®A ‘9J+1 ®a ... D4 enfl]Q +
(=)0 @4 ... ®a 01 @a do(%) ®A do(bij)lodn—j-1(0j41 ®a ... ®4 9n—1)) =
i (1) I(Z H(=DE 0o . di(0k) ... [0;-1]0 i i
[do(alzj)<®A)Clio(bzg[)9®A]9]+1 %A(H | ®A[gn 1]] Q)‘|‘ (=1)70; @4 ... ®4 0,1 @4 do(aij) @a do(bij)]o
i (=) 1(01) - .. o) =
P S (1[0 di(Ok) - - [0;-1) oldo(ais) @4 do(biy) @4 0541 ©a . @4 On1]o +
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DY) Ya g+1( D01 ®a . @4 051 ®ado(aig) @ado(bi)lalbj+1la - di(61) - [n1]o =

EDVPY )3%[91]@---611(90 051]oldo(ai;) @a do(bij)]elbi1ale - - [On]o -

Y S (1 0o - [05-1]oldo(ay) @4 do(bis)]elf4]e d1(9) - [fna]o =
Zl§k<]§n—1< 17 6h]e - dl(ek) [05-1]odr(0,)[0;11)0 - - 10n-1]o

Sicjazn (=1 0o [05-1]0di(8)[0j1] - - di(8)) .. . [Bai]o =
Sickejen1 (D 0ilg. . di(Or) ... di(6)) .. [fa-1)o —
Zl§k<j§n—1(_1)k+] [01]o - .dl(Qk) . dq(05) .. [0p—1]o = 0.

Esto demuestra que Jn o Jn_l =0V n>1.

Notemos que los incisos i), ii) y iii) de la proposicién anterior definen de manera tinica los mapeos d,,.

Proposiciéon 43 Sea A una C-algebra de Hopfy (I', d) un CDPO sobre A. Sea I'* el CDAO envolvente
universal de (T',d). Sea (£2,dq) una dlgebra diferencial. Sean goo : TN — Q un homomorfismo de
dlgebras y o' : T — Q un mapeo lineal tales que ¢*(ad(b)) = ©°(a)do(¢°(b)) con a,b € A. Entonces
existen tinicos mapeos lineales ¢" : I'"™ — Q con n > 2 tales que ¢ = @02, " : P2, T — Q es un
homomorfismo de algebras diferenciales.

Demostracion Seaa € Ay w eI
Notemos que 2 es un A-médulo izquierdo con la operacién aw = ¢°(a)w.

Primero, se verificara que ¢ y ¢! satisfacen ¢!(ap) = ¢°(a)¢'(p) v p'(d(a)) = do(p’(a)) Vae Ay
V p €T siy solosi ¢ (ad(b)) = ¢ (a)da(¢’(b)) V a,b € A.

Ahora, se verificara la implicacién directa.

Ast, se caleula o} (ad(h)) = *(a)g! (d(B)) = ¢°(a)da("(D)).

Esto demuestra que ' (ad(b)) = ¢°(a)da(¢°(b)) V a,b € A.

Luego, se verificara la implicacién inversa.

Ahora, se calcula '(d(b)) = @' (1ad(b)) = ¢°(1a)da(¢’ (b)) = lada(¢’ (b)) = da(¢°(b)).
Notemos que ©°(14) = 1q.

Esto demuestra que ¢!(d(a)) = do(¢°(a)) ¥V a € A.

Notemos que bd(c) con b, c € A generan a I'.

Asi, se caleula ¢! (abd(c)) = ¢*(ab)da(¢"(c)) = ¢°(a)e’(b)da(’(c)) = ¥°(a)p' (bd(c)).
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Esto demuestra que ¢'(ap) = ©’(a)p*(p) Vaec Ay V peTl.
Sea a € T'"°.

Ahora, se define ¢®° : T"? — Q dada por ¢®°(a) = ¢%(a).
Sea 6 € T,

Luego, se define p®! : Tt — Q dada por p®(0) = ©'(0).

Seat=0;®4...040;®@4...040, conje{l,....,n} dondet e '®".

Después, se define p®" : T'®" — Q dada por p®"(t) = p®1(6;)...¢©®(0,) con n > 2.

Asi, se define ¢® = @2, p®" : @02, T — Q.

Sea u =1 Q4...Q4N R4 ... 4Ny, conk € {1,...,m} donde u € T®™.
Ahora, se verificard que ¢® preserva la suma.

Asi, se calcula ¢®(t + u) = ®™(t) + ©®™(u) = ®(t) + ¢®(u).

Esto demuestra que ¢® preserva la suma.

Luego, se verificard que ¢® preserva la multiplicacién por escalar.

Ahora, sea ¢ € C se calcula p®(ct) = p®"(ct) = ¢®1(cby) ... %1 (0,) = c(¢®1(6,) ...

cpP(t) = cp®(t).

Esto demuestra que ¢® preserva la multiplicacién por escalar.
Después, se verificard que ¢® preserva el producto de algebra.
Ahora, se verificard paran =0y m = 0.

Asi, se caleula p®(a)p®(b) = ¢®%(a)p®°(b) = ¥°(a)"(b) = ©°(ab).

Luego, se verificara paran > 2y m > 2.

pPH(0h)) =

Ahora, se calcula ©®(t)®(u) = =" (t)®™(u) = ®1(0;1) ... =1 (0,)® (1) . .. 2 (M) =

90®"+m(t ®aqu) = g0®(t ®au).
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Después, se verificard paran =0y m > 2.

Asi, se calculaso (au )=<,0®1(a771) -2 () = @1 (abd(c)) ' (n2) - .. % (1) =

=0 (ab)do(0*°(c))¢® 1(772) () = ()0 (b)d (90@0(@))90@ (12) - ' () =
soz(z()) ®(l()bd( ) (n2) .- ( m) = 920(a)p® (m) e (n2) - - 2 () = =0 (a)p®™(u) =
¥ (a

Luego, se verificard paran > 2y m = 0.

Ahora, se calcula ¢®(ta) = ¢®1(60y) ... 0% (0a) = ©®1 (1) ... %1 (0,_1)® (bd(c)a) =

e (01) .. 9 (0n1)p® (bd(ca) — bed(a)) = @1 (01) ... ¥ (On1)(¢® (bd(ca)) — p®!(bed(a))) =
=1 (01) - .. 2 (00 -1) (9=0(b)da(0®°(ca)) — = (be)da(¢®°(a))) =

P (01) - % (0-1) (920 () da (™ (c)p®°(a)) — = (b)®°(c)da(p°(a))) =

P (01) - . 21 (0, 1) P (D) (da(0®°(c)) 9™ (a) + p=°(c)da(¥®°(a)) — ®°(c)da(¢®°(a))) =

PP (01) - (0n-1) 0 (b)da (9™ ()™ (a) = p®H(01) . .. %1 (0n-1) ™! (bd(c) )™ (a) =

e (01) - % (00 1) (0n) 9™ (a) = 9" (1) p™%(a) = ¢®(t)p®(a)

Esto demuestra que ¢% preserva el producto de dlgebra.
De esta manera, se ha demostrado que ©® es un homomorfismo de algebras.
Ahora, se verificard que Q C ker(¢®).

Sea Q = Y;d(a;) ®4 d(b;) € Q con >; a;d(b;) = 0.

Se calcula p®(Q) = ¥; ¢ (d(a:) ®4 d(bi)) = ¥, ¢ (d(a:)) o (d(b )) =
2 ¢! (Lad(as)) ®1(1Ad( i) = 2 0% (La)da(9™°(a:)) 0” 0( 4)do(° (b)) =
5 da(9™(a:))da (™ (b)) = Zidolp #(a;)d (90@’0( bi))) = da(Z; 9™ (ai)da(e™"(b;))) =

do(X; % (aid(b))) = da(e®! (£, aid(bi))) =
Entonces @ € ker(¢®) de donde Q C ker(p®).

Ahora, notemos que por la propiedad universal del cociente existe un tinico mapeo lineal
=P " P T — Q tal que po[]g = ¢®.

Luego, notemos que ¢ es un homomorfismo de algebras.
Después, se verificard que ("' o d,,)([t]o) = (dg o ¢™)([t]o) con n > 2.

Por un lado, se calcula (¢" o d,)([t]g) = ¢ (2" P17 g (05 1]Qd1(9 )[9 o [0n]o) =
T (=1 ([0 @4 ... @40 @4 (2 i do(aij) @4 do(by)) ® 9]+1 ®a4 . Onlo) =
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E?:l Zi(_l)j_1§0®n+l(61 ®A ®A 9] 1 ®A do(a/lj) ®A dO( 1]) X 6]+1 ®A ®A en) -
2o Li(=1) (0P (6r) - s0®1(9j—1) (do(%)) ®1(d0( i) (;+1) 90®1(9n)) =
Sy Di(= 1) (61) - 9P (05-1)da (9" (aig))da (90 (b)) 02 (0j41) - - - %1 (0n)) =

i1 2 (=10 - o (051 dalp ®0(%) (b))% (0j41) - - - %1 (0n)) =
Sia S 1 (0P (01) - - P (05-1)da (9 (aigdo (b)) = (B1) - - 0% (62)).

Por otro lado, se calcula (do o ¢")([t]o) = da(e®H(01) ... 0% (0;) ... %4 (0,)) =
G (Z1)7 e (01) P (0-1)da (0 (0)) 0% (0j11) - 9% (0n) =
=1 (1B (01) - (0 -1)da (9 (3, aijdo(bi;))) 9™ (O41) - -

2o Ei(=1)7H @ (01) - 1 (0j1) a0 (aijdo (i)™ (B41) - - % (On))-

Entonces (¢"*! o d,)([t]o) = (da o ™) ([t]o) ¥V n > 2.
De esta manera, se ha demostrado que ¢ es un homomorfismo de algebras diferenciales.

Finalmente, notemos que por construccion los mapeos ™ son Unicos.
Proposiciéon 44 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I', d) un CDPO covariante izquierdo sobre A. Sea
7 : A — I el mapeo de gérmenes cuantico de I'. Entonces d((a)) = —m(a™M)m(a®) para todo

a€ A

Demostraciéon Sea a € A.

—~
S
—~
=
~
~—
—~
U
—
S
—~
Y
~
X
/-\
A
w
=
~—
~—

( (a®)))d
(a D) (n(=(
(a®)ald(
—k(a 1))a<2>
—d(e(aW)r

d(m(a)).

Esto demuestra que d(n(a)) = —7m(aM)7(a®) V a € A.

Se calcula (a )(a ):ﬁ(a(l))d(a@))m(a@))d( @) =k
( K
(

X
@\_/

=
AQ,;T
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6. Calculo Diferencial de Alto Orden Trenzado

6.1. Algebra Exterior Trenzada

A continuacién se presentaran definiciones y proposiciones relacionadas con grupos trenzados. Estos
juegan un papel fundamental en la construccion del CDAO trenzado. Debido a que el objetivo del
presente trabajo no es ampliar la teoria de grupos trenzados, algunas proposiciones se presentan sin
demostracion. Estas se pueden consultar en la bibliografia indicada.

Definicién 37 Sea {1,...,k} un conjunto con k > 0. Llamamos a
Seg=A7:{1,...,k} = {1,...,k} | 7 es biyectiva} grupo de todas las permutaciones de {1, ..., k}.
Maés atn, So = {e} y S1 = {e}.

La demostracién de la siguiente proposicién se puede encontrar en [Hungerford, 1974] [Moore, 1897].

Proposiciéon 45 Sea Sy el grupo de todas las permutaciones de {1,...,k} con k > 0. Definimos
7; € S, dada por 7; = (j,j + 1) que intercambia el elemento j € {1,...,k} por el elemento
j+1e{l,...,k} con 1< j < k. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i TiTj :TjTiv ’Z—j| > 2.

1 TiTsz' — TjTiTj V |Z —]| = ]_

111

P=eVie{l,....,k—1}.

v) S es un grupo finito con k! elementos.

vi) S es un grupo no abeliano V k > 3.

)
)
)
iv) Sk es isomorfo al grupo generado por el conjunto de k-1 simbolos 71, . .., k1.
)
)
vii) Sy = Zs es un grupo ciclico, finito y abeliano.
)

viii) Sy es generado por k — 1 elementos.

Definicién 38 Sean oy,...,0,_1 k-1 simbolos tales que o,0; = o;0; para todo |i — j| > 2y
0;0;0; = 0;0;0; para todo |i — j| = 1. Llamamos a By, con k > 2 grupo trenzado si es generado por
01,...,05—1. Més atin, By = {e} y By = {e}.

Las demostraciones de las siguientes tres proposiciones se pueden encontrar en [Kassel y Turaev,
2008].
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Proposicién 46 Sea Sy el grupo de todas las permutaciones de {1,...,k} y By el grupo trenzado
con k > 0. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Existe un tnico epimorfismo de grupos py : By — Sk dado por pi(o;) =7, Vie {1,...,k—1}.

ii) By es un grupo infinito y no abeliano V k£ > 3.

iii) By = Z es un grupo ciclico, infinito y abeliano.

1v

)
)
) By es generado por k — 1 elementos.

Proposicién 47 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I',d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea
o : I'®? — I'®? el mapeo de virado del 2-algebra tensorial I'®2. Sea S) el grupo de todas las
permutaciones de {1, ..., k} y By el grupo trenzado con k& > 0. Entonces la asignacién o1 — o induce
un homomorfismo de grupos ¢, : By — GL(I'®?) llamado representaciéon de By en I'®2. Ademés,
(9 = 1y 0 o si y solo si ker(py) C ker(¢y) con 1y @ Sy — GL(I'®?) una representacion de Sy en I'®2,
Més atin, Ran(¢y) C R donde R C GL(I'®?) es el subgrupo de homomorfismos de A-bimédulos que
conmutan con las coacciones izquierda y derecha de A sobre I'®2.

Definicién 39 Sea Sy el grupo de todas las permutaciones de {1,...,k} con k > 0. Llamamos
numero de inversiones de pares inducido por 7 € Sy a I(7) = card{(i,7) | 1 < i< j <ky 7(j) < 7(2)}.

Proposicién 48 Sea Sj el grupo de todas las permutaciones de {1,...,k} con k > 0. Sea 7 € S, e
I(7) = m. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Existen indices s1,...,8, € {1,...,k— 1} talesque 7 =75, ... 7, .
ii) Los indices son unicos si y solo si k € {1, 2}.
ili) 7 =esiy solosi I(7)=0.

Proposicién 49 Sea Si el grupo de todas las permutaciones de {1,...,k} y By el grupo trenzado

con k > 0. Definimos el mapeo 7y, : S, — By dado por 7, (7) = 05, .. .05, . Entonces se satisfacen las
siguientes propiedades:

i) Si I(7) = 1 entonces m(7%) = e.
ii) Si I(1) = 1 entonces 7:(7) # e.

iii) Si o, B € Sy satisfacen I(af) = I(«) + () entonces m(af) = m(a)mg(5).

6.1 Algebra Exterior Trenzada
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Demostracién

i) Sea I(7) = 1.
Primero, notemos que por el inciso ii) de la Proposicién 48, existe un tnico indice s; tal que
T ="T,.
Asi, se calcula m(72) = 7(e).
Notemos que por el inciso iii) de la Proposicion 48, I(7?) = 0 entonces {si,. .., Snm} = 0.

De donde 74(72) = e.

ii) Sea I(7) = 1.
Primero, notemos que por el inciso ii) de la Proposicion 48, existe un tnico indice s; tal que
T = 75, de donde 7 (T) = 0y, .

20\ _ 2
Ahora, se calcula 7(7) = o7}, .

Notemos que los generadores del grupo trenzado tienen orden infinito.

Entonces 72(7) # e.

iii) Sea I(a) =my I(8) =n.
Notemos que por el inciso i) de la Proposicién 48, o = 74, ... 7, v B = Ts, ... Ts, entonces

n
Qf =Ty oo Te, Tey - Tep-

n

Asi, se calcula I(af) = I(a) + I(B) = m + n.

De donde 7i(af3) = o4, ... 04,04, ... 05, = T()mR(B).

Notemos que la definicién de 7, (7) = o4, ...0s, no depende de la factorizacién 7 = 74, ... 7, .
Ademds, 7 : Sy, — By, es inyectiva y py o m, = id. Més atn, 7 (7%) # 72(7) por lo que 7, no es un
homomorfismo de grupos.

Definicién 40 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I',d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea Sk
el grupo de todas las permutaciones de {1,...,k} y By el grupo trenzado con k > 0. Llamamos
operador de antitrenzado al mapeo lineal Ay : IT®* — I'®* dado por Ay = Y ,cs, sign(a)dp(m(a))
donde sign : S, — {1, —1} est4 dado por sign(a) = (—1)/™. Mas atin, 4y =ids y 4; = idr.

Definicién 41 Sea S}, el grupo de todas las permutaciones de {1,...,k} con k > 0. Llamamos a
SHyp={1€ Sp | 7(i) < 7(j) stempre que 1 <i<j<hoh<i<j<kcon0<h<Ek} conjunto
de todos los h-barajeos en S.

Notemos que si 7 € Sy con 7 # e es un h-barajeo entonces h es tnico. Ademas, card{SHy} = (Z) =

ﬁlh), y SHj, no es un subgrupo de S,. Mas ain, SHyo = {e} y SHyr = {e}.

La demostracién de la siguiente proposicién se puede encontrar en [Sontz, 2015].
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Proposicién 50 Sea S el grupo de todas las permutaciones de {1,...,k} y SHyy el conjunto de
todos los h-barajeos en S; con k > 0. Sea 7 € S;. Entonces para todo 0 < h < k existen tinicos
a, 3 € Si y un tnico v € SHy ) que satisfacen las siguientes propiedades:

i) 7 =vap.
ii) «a deja fijo {h+1,...,k}. Es decir, a € S, x {e} = S},.
iii) B deja fijo {1,...,h}. Es decir, 5 € {e} x Sk_p = Sk_n.
Corolario 3 Sea S, el grupo de todas las permutaciones de {1,...,k} y SHgy el conjunto de todos

los h-barajeos en S, con k > 0. Sea7 € S,y 0 < h < k. Sean o, € S, y v € SHy, de la Proposiciéon
50. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) I(t) =1(v) + I(a) + 1(5).
i) mp(7) = mp (V)R ()T (5).

Definicién 42 Sea A una C-algebra de Hopf y (I', d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea Sy, el grupo
de todas las permutaciones de {1,...,k} y By el grupo trenzado con k£ > 0. Llamamos operador de
antitrenzado h-barajeo al mapeo lineal Ay, : T®* — T* dado por A = Yaesn, , sign(a)dr(mr(a)).
Mas al/ll’l7 Ak,O = idp@k y Ak,k = idr@k.

Proposicién 51 Sea A una C-algebra de Hopf y (I",d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea Sy, el
grupo de todas las permutaciones de {1,...,k} y By, el grupo trenzado con k > 0. Sea Ay, el operador
de antitrenzado y Ay, €l operador de antitrenzado h-barajeo. Entonces Ay = Ay 5 (An ®4 Ag_p) para
todo 0 < h < k.

Demostracién Primero, notemos que A; mapea linealmente I'®* a ['®F,
Luego, notemos que I'*" @ 4 [®*~" =~ T®k entonces Aj, ®4 Aj_p mapea linealmente I'®F a T'®F,
Entonces Ay (A ®4 Ag_p,) mapea linealmente I'®% a T'®*,

Sea 0 < h <k.

Asi, se calcula Ay, @4 Ap—p = Yoes, sign, (@) on(mn(a)) ®a Xpes, , signy_y(B8)dp—n(mr-n(B)) =
Dacs, 2pes,_p Signy, (a)sign,_, (8)(on(mn(a)) ®4id)(id ®a dr—n(mr-n(B))) =

Doaes, 2pes,_, Signy(a x e)signy (e x )¢y (m(a X ))¢k:(7fk(€ x f)) =

Y aES) xe 2_BEexSk_n signy, (a)signy (8)or (T () ) dr(mi(B)) = 2oaeS) xe 2BEex Sk signy (aB)dr(m(af)).

Ahora, se calcula Ay (A @4 Ap—p) =

YvesH,, , Si80 (V) Ok(Tr(V)) Xacs, xe 2peexs,_,, Signy(aB)or(mr(af)) =
D oveSHyp 2oaeSyxe 2upeex Sy S8 (vaB)or(m(vaB)) = Y e, signg (7)o (mi (7)) = Ay
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Esto demuestra que Ay = Ag p(Ap @4 Agp) V0 < h < k.
Notemos que Ay 1m = Apimn(An @4 An) = Apsmm(Am @4 Ay).
Proposiciéon 52 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (', d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea A el

operador de antitrenzado con k > 0. Definimos K = @;° , K,, = @, ker(A,,). Entonces K es un
ideal izquierdo y derecho graduado en ®4I'.

Demostraciéon Primero, se verificard que K, es subespacio vectorial de I'®" con n > 0.
Notemos que como A,, es un mapeo lineal entonces ker(A,,) es subespacio vectorial de T'®™.
De donde K es subespacio vectorial graduado de ®@41I".

Luego, se verificara que K, es cerrado bajo la multiplicacién izquierda.

Seaw € K,, yneI®m,

Notemos que por la Proposicion 51, A, = Apimm(Am @4 Ay).

Asi, se calcula A (N @4 W) = Apimm (Am @4 An) (N @4 w) = Apimm(An(n) @4 Ap(w)) =

Después, se verificara que K, es cerrado bajo la multiplicacién derecha.
Notemos que por la Proposicion 51, A, = Apimn(An @4 An).

Ahora, se calcula A, (w @4 1) = Apntman(An @4 An) (W @4 1) = Appmn(An(w) @4 An(n)) =
An-l-m,n(o XA Am(n)) = 0.

Esto demuestra que K es un ideal izquierdo y derecho graduado en ®41I'.
Notemos que Ky = ker(Ag) = ker(id4) = 0y K; = ker(A;) = ker(idr) = 0.

Definicién 43 Sea A una C-algebra de Hopf y (I',d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea ®1I" el
algebra tensorial de I'. Sea K el ideal izquierdo y derecho graduado en ® 4I'. Llamamos a AI' = ®TAF
algebra exterior trenzada de T'.

Notemos que por el Primer Teorema de Isomorfismos de A-bimédulos A*I" 2 Ran(Ag). Mds atn,

o _I® A _ A _ ip_ et I _ I _
NT = ker(Ag) ~ ker(ida) — 0 A y A I'= ker(A;) ~— ker(idr) — 0 — L.
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Proposiciéon 53 Sea A una C-élgebra de Hopf y (I',d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea AT el
algebra exterior trenzada de I'. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) AT es una algebra graduada con el producto cuiia trenzado A : AFT' x AT — A*HT dado por
w1 N\ wy = [tl XA tQ]K con wy = [tl]K Yy w2 = [t2]K donde tl € F®k y tz S F®l.

ii) AL es generada por A'T. Es decir, si w € AFT" entonces w = 0; A--- A B, con 0y,...,0, € AT

111) w1 N\ wy = Ak+17k(w1 Xa wg) i wy € /\kF y A Wy € /\IF.

Demostraciéon
i) Se sigue de la definicién del producto cufia trenzado.
ii) Se sigue de que ® 4T es generada por I'®1.
iii) Sean w; € AT y wy € AT
Entonces w; = Apm; con m € I y wy = Ajmy con 1y € I'®L

Asi, se calcula wy A wy =1y @4 0y + ker(Agyy) con wy A wy € AR

De donde wy A wy = Api(m ®am2) = Akgi(Ar @4 A) (1 @4 m2) = Apgii (A @4 Ainp) =
Apqip(w1 ®a ws).

Proposiciéon 54 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (', d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea A el
operador de antitrenzado con k > 0. Sea ®ren la coaccién izquierda de A sobre I'®*" de la Proposicién
38. Entonces A,, hace que el siguiente diagrama conmute:

F(Xm An P(Xm
¢r®nl [‘br(@n
Xn XN

A ® r d®An, A ® I

(id ® A,) 0 Bren)(t) = (Dpen 0 A,)(t) ¥ t € TE".

Demostracién Primero, notemos que basta verificar que A,, hace que el siguiente diagrama conmute:

bn(oy)

ren pen
¢r®nl [cbr@n
®n ®n

AT . AT
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((1d ® ¢ (o)) 0 Pren)(t) = (Pren o ¢n(0;))(t) ¥V t € T,
Seat=01®4 - Q40;@4---®46, conje{l,...,n} dondet e '*".

Notemos que por el inciso iii) de la Proposicién 41, ((id ® ¢) o ®rez)(a @ b) = (Prez 0 0)(a ® b)
Vabel.

Por un lado, se calcula ((id ® ¢,(0;)) o ®ren)(t) =
(id @ ¢u(0)) ((af™ .. al) @ (01 @4+ ©4 00)) =

(-1 g1 100, @,400) = (V. a0, - - 0200 VR 4240
(ai 7. ay )®n(0;) (017 @4 -®@a8y) = (a1 7 ...a; )01 ®ar - ®a0(0; @0, 71) @4 - ®40,").

Por otro lado, se calcula (®ron 0 ¢,(0;))(t) = Pron(0; @4 - Ra0(0; @4 0j41) Ra -+ Raby) =
(i aiTal Vel el ) @ (0 @4 @40 (0] ©4080)) @4 04 00) =
(@™ al) @ (0 @a - @400 @4 0) @ @4 00).

Entonces ((id @ ¢, (0;)) © Pren)(t) = (Pren o ¢n(0;))(t).

Proposiciéon 55 Sea A una C-algebra de Hopf y (', d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea Ay el
operador de antitrenzado con k& > 0. Sea re.® la coaccién derecha de A sobre I'®™ de la Proposicién
39. Entonces A,, hace que el siguiente diagrama conmute:

An

ren ren

F®n¢J' [F@m(}

Xn - ®n
rre A e rre A
(A, ®id) o pen®)(t) = (pen® o A,)(t) V t € T,
Demostracion Analoga a la demostraciéon de la proposicién anterior.

Definicién 44 Sea A una C-élgebra de Hopf y (I, d) un CDPO bicovariante sobre A. Definimos el
mapeo lineal @ np : A"I' = A® A"I" dado por @pnp(Gy A---AO,) = (ag_l) al) e (950) A AOO)
conn > 2 donde 0; € I''y Op(0;) = ag_l) ® HJ(O) para todo j € {1,...,n}. Mas atn, ®,0 = ¢ y
@/\1 - @1“

Notemos que por la Proposicién 54 si a € ker(4,). Por un lado, se calcula A, (a) = 0 entonces
(Pren 0 A,)(a) = 0. Por otro lado, se calcula ®ren(a) = (ai™ .. al D) ® (0¥ @4 ... @4 a®) de
donde ((id ® A,,) o ®Pren)(a) = 0. Por lo que Pren(a) € ker(id ® A,) = A ® ker(A,,) si y solo si
((1d®[] k) oPren)(a) = 0 entonces « € ker((id®[| ) oPren) de donde ker(A,,) C ker((id®[-]x)oPran).
Asi, por la propiedad universal del cociente existe un tinico mapeo lineal ®»p : A" - A @ A™T tal
que ®panr o [[Jx = (Id ® [-]x) © Pren. Ademds, Panr es una coaccién izquierda de A sobre A™T.
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Definiciéon 45 Sea A una C-algebra de Hopf y (I, d) un CDPO bicovariante sobre A. Definimos el
mapeo lineal ynp® : A"T" — A"T'® A dado por snp® (01 A---A6,) = ((950) A---NOO) ®(a§1) ...aM) con
n>2donde §; € I'y 1@ (6;) = QJ(O) ® a§1) para todo j € {1,...,n}. Mas atin, ,o® = ¢y P = .

Notemos que por la Proposicion 55 si a € ker(A4,). Por un lado, se calcula A, (a) = ntonces
(pen® o A,)(a) = 0. Por otro lado, se calcula pen®(a) = (al” @4 ... ®4 0@) @ (a ..aV) de
donde ((A, ® id) o ren®)(a) = 0. Por lo que pre-®(a) € ker(A, ® id) = ker (A )@ Asiy solo si

(([]x ®id)oren®)(a) = 0 entonces o € ker(([-|x ®id)ore.P) de donde ker(A,,) C ker(([-]x ®id)ore.®).
Asi, por la propiedad universal del cociente existe un tinico mapeo lineal \np® : A" - A"’ ® A tal
que pnr® o [|x = ([]x ® id) o ren®. Ademds, rnp® es una coaccién derecha de A sobre A"T.

Corolario 4 Sea A una C-élgebra de Hopfy (I', d) un CDPO bicovariante sobre A. Sean ®np y anp®
las coacciones izquierda y derecha de A sobre A"I'. Definimos los mapeos lineales ® p = @;> , Panr v
Ar® = @5 o anr®. Entonces (AL, @ar, ar®P) es una dlgebra bicovariante graduada sobre A basada en
(I, @p, p®). Llamamos a (A, @ar, srP) dlgebra bicovariante graduada trenzada.

6.2. Calculo Diferencial de Alto Orden Trenzado

Proposicién 56 Sea A una C-dlgebra de Hopf y (I',d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea
(AL, ®ap, ar®) el dlgebra bicovariante graduada trenzada. Entonces existe un tinico mapeo lineal
d : A\I' = A" que satisface las siguientes propiedades:

) dj : AT — AMID Y k> 0.
)

i) dyp(wy Awy) = d(wy) Awy + (—1)%w; A dy(ws) ¥ wy € AT y ¥V wy € AT
)
)

V) (®pr 0 d)(@) = ((i[d @ dy) 0 Prr)(B) ¥ (ar® 0 di)(0) = ((dy @id) 0 \p®)(6) ¥ 6 € AMT.

Llamamos a A con la diferencial d de la proposicién anterior CDAO trenzado.

Demostracién Primero, notemos que como A y I' son A-médulos izquierdos entonces I = A $ T
es un A-modulo izquierdo.

Asi, definimos X = (14,0) con X € I'.
Entonces w' = cX +w = (c,w) Vw' € [V con c € Ay w € I' tnicos.

Ahora, definimos la accién izquierda de A sobre IV aw’ = a(cX +w) = acX + aw = a(c, w) = (ac, aw)
conaé€ A
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Luego, definimos el mapeo inclusién i : I' — I dado por i(w) = (0, w).

Después, definimos la operacion w'b = (¢X + w)b = ¢bX + cd(b) + wb = (¢, w)b = (cb, cd(b) + wb) con
be A

Ahora, se verificard que w’b es una accién derecha de A sobre I".
Asi, se calcula (¢, w)1a = (cla,cd(14) + wly) = (c,w).

Luego, se calcula ((c,w)by)bs = (cby, cd(by) + wby)bs = ((cby)ba, (cby)d(by) + (cd(by) + wby)by) =
(c(brb2), c(brd(b2)) 4 (cd(b1))bs + (wbi)ba) = (c(brbz), c(brd(bs)) 4 c(d(b1)ba) + w(bibs)) =
(C(blbz), Cd(ble) + w(b1b2>> = (C, UJ)(ble)

Después, se calcula ((c1,wy)+ (e, we))b = (c1+c2, w1 +w2)b = ((c1+¢2)b, (c1+¢2)d(b) + (w1 +wq)b) =
(c1b + ¢c2b, c1d(D) + cod(b) + w1b 4+ web) = (c1b + c2b, c1d(b) + w1b + cad(b) + web) =
(Clb, Cld(b> + wlb) + (Czb, ng(b) + 'LUQb) = (Cl, U)1>b + (CQ, WQ)b

Ahora, se calcula (¢, w)(a+b) = (c(a+b),cd(a+b) +w(a+b)) = (ca+ cb, cd(a) + cd(b) +wa + wb) =
(ca + cb, cd(a) + wa + cd(b) + wb) = (ca, cd(a) + wa) + (b, cd(b) + wb) = (¢, w)a + (¢, w)b.

Luego, se verificard que las acciones izquierda y derecha de A sobre I son compatibles.

Asi, se calcula a(w'b) = a(cb, cd(b

) + wb) = (a(cb),a(cd(b) + wb)) = (a(ch),a(cd(b)) + a(wd)) =
((ac)b, (ac)d(b) + (aw)b) = (ac, aw)b =

(a(c,w))b = (aw')b.
Entonces IV = A @ T es un A-bimddulo.

Ahora, se calcula Xa — aX = (14,0)a — a(14,0) = (14a,14d(a) + 0a) — (a,0) = (a,d(a)) — (a,0) =
(0,d(a)) = d(a).

De donde d(a) = Xa — aX.

Asi, definimos la coaccion izquierda de A sobre IV & : IV — A ® [V dada por &/ (w') = Op(c,w) =
¢(C>(1A & X) + (I)r(w).

Ahora, definimos la coaccién derecha de A sobre IV ® : IV — IV ® A dada por p®(w') = p®(c,w) =
d() (X ®@14)+ rP(w).

Notemos que (I, @, »®) es un A-bimddulo bicovariante.

Asi, definimos a (A", @/, sy ®) como el dlgebra bicovariante graduada trenzada sobre A basada en
(I, @pr, pr ®).
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Notemos que como I' genera AI' y [V genera AI' entonces el mapeo inclusion i : I' — IV induce un
mapeo incusién [ : AI' = AL,

Ahora, definimos el mapeo lineal d, : A*T" — AFHITY dado por dj(6) = X A0 — (—1)* A X con
X € Al y 6 € NFTY.

Luego, definimos [p,0] = p A0 — (=1)*0 A p con p € AT y 6 € AFT.

Asi, se calcula [X, 0] = X A0 — (=1)F0 A X = d,(6).

De donde dj () = [X, 6].

Sea w e I

Por un lado, se calcula &/ (w) = & (0, w) = ¢p(0)(14 ® X) + Or(w) = Pr(w).

Por otro lado, se calcula p®(w) = p®(0,w) = ¢(0)(X ® 14) 4+ r®(w) = rP(w).

Entonces I' es invariante bajo & y ® de donde ®p|p = &r y p®|r = .

Sea X e I".

Por un lado, se calcula ®p/(X) = Or/(14,0) = ¢(14)(1a @ X) + Pr(0) =14 ® X.

Por otro lado, se calcula p®(X) = p®(14,0) = ¢(14)(X ® 14) + rP(0) = X ® 14.

Entonces X es invariante bajo & y o ®.

Ahora, definimos el mapeo ¢’ : I"®? — 1792 dado por o/ (X @4 X) = X @4 X.

Notemos que Sy = {e, 7} con sign(e) = 1, sign(7) = —1 y my : So — By con my(e) = e, ma(7) = 0.
Asi, se calcula Ay(X ®4 X) = X 4es, sign(a)da(ma(a))(X @4 X) =

sign(e)@(my(e)) (X ©a X) + sign(7)da(ma(7)) (X @4 X) = d2(e)(X ®4 X) — ¢2(o)(X ®4 X) =
(X ®4X)—(X®4X)=0.

De donde X ®4 X € ker(Ay) por lo que X A X =0 en A?T".

i) Sean X € Al y 6 € AFT.
Se calcula di () = X A0 — (—=1)*0 A X.
Entonces di(6) € AT
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ii) Sea a € A'T.
Se calcula dy(a) = X Aa— (=1)% A X = Xa — aX.
Entonces do(a) = d(a).

iii) Sean w; € AFT" y wy € AT
Se calcula dy,(w) A ws + (—1)%wy A dy(w,) =
(X Awyp — (=1)kw; A X)) Awy + (=1)*w; A(X Awy — (=D A X) =
XA w1 A Wy — (—1)kw1 ANX A Wy + (—1)kw1 ANX A W9 — (—1)k+lw1 A wo N X =

X Awy Awy — (=D g Awy A X = dyy g (wy Awy).

iv) Sea 0 € AFTIT.
Se calcula dy,(dj_1(0)) = X Adp_1(0) — (—1)*dp_1(0) N X =
XAXA)—(—D"OANX) = (-DFXA0— (D) OANX)ANX =
XAXAN)—(—DFIXAOANX — (—1DFXAOANX + (1) TOAXAX =
XAXANO+ (—1D)PXAOANX — (1)) XAOANX —OANXAX =XAXA0—-O0NXAX =0,

v) Sea @ =0y A--- NG con § € NPT dondeﬁjEFy@F(Hj):a(-fl)/\Hj(-o)Vje{l,...,k}.

J
Solo se verificara que (®ap o dy,)(0) = ((id @ dy) o PAr)(6).

Por un lado, se calcula (®pp 0 di)(0) = Par(X A0 — (—1FOAX) =

PAr(XAO) — (=1 O p(OAX) = Ppr(XAO A Ab) — (=) Ppr (01 A AO A X) =
@™ alN e (XA A A — (kT el @ (0 A A6 A X) =
@™ alN e (XA A ALY — (1RO A A 0O A X)) =

@™ alN e X, 609 A A0,

Por otro lado, se calcula (id @ dy) 0 ar)(0) = (id ® Jk)((ag_l) . a,g_l)) ® (6%0) Ao A 0,&0))) =
(@ al @ d (00 A A0 = (@Y al ) @ [X 00 A A,

Entonces (®ar o dy)(8) = ((id ® di,) o ®ar)(6).

~_

Ahora, se verificard que d : AI' — AL.

Sea 0 € NI

Entonces 6 = Zszo cpwy con ¢ € Cy wy, € AFT.

Notemos que wy =61 A---Abcond; e T'V j € {0,...k}.

Luego, notemos que bd(a) con b,a € A generan a I'.

Asi, basta tomar 6 = agd(ay) A--- Ad(ag) cona; € AV j € {0,...k}.

Ahora, se calcula d() = d(ag) A - Ad(ag) + (—1)%ag Ad(d(ay) A --- Ad(ag)) = d(ag) A --- A d(ag).
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Entonces d(6) € A¥*'T" con A*+H1T € AT por lo que AT es invariante bajo d.

Notemos que los incisos i), ii), iii), iv) y v) de la proposicién anterior definen de manera tnica el
mapeo d.

Teorema 1 Sea A una C-algebra de Hopf y (T, d) un CDPO bicovariante sobre A. Sea I'* el CDAO
envolvente universal y AI' el CDAO trenzado de (I', d). Entonces existe un tinico homomorfismo de
algebras diferenciales ¢ : I'* — A" que es la identidad en grado 0 y 1. M4s aiin, ¢ es un epimorfismo.

Demostracién Primero, notemos que (AL, d) es una dlgebra diferencial.
Asi, definimos el homomorfismo de algebras ° : I\ — AT" dado por ¢° = id,.
Ahora, definimos el mapeo lineal ¢! : T"t — AT' dado por ¢! = idy.

Notemos que ¢° y ¢! satisfacen ¢'(ad(b)) = ¢°(a)d(¢°(b)) ¥V a,b € A.

Asi, por la Proposicion 43 existen tnicos mapeos lineales ¢™ : I'"" — AI' con n > 2 tales que
=@ " Dy oI — AT es un homomorfismo de algebras diferenciales.

Ahora, se verificard que ¢ : I'* — AT" dada por ¢([t]g) = [t]x estd bien definido.
Notemos que ¢ esta bien definida si y solo si Q C K.

Sea Q = Y ;d(a;) ®4 d(b;) € Q con X; a;d(b;) = 0.

Se calcula ¢([Q]g) =

>i(d(as) A d(bi) + (—1[)%1- A J(d(bi))) - id(a;d(big) = d(z% a;d(b;)) = 0.
Entonces () € K de donde Q C K.

Esto demuestra que ¢ estd bien definido.

Luego, se verificard que ¢ es suprayectiva.

Sea u € AI' entonces u = [t]x para algin ¢t € T'®.

Asi, se calcula o([t]g) = [tk = u.

Esto demuestra que ¢ es suprayectiva.

6.2 Calculo Diferencial de Alto Orden Trenzado
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7. Dos Ejemplos Importantes

En esta seccion, el producto tensorial serda sobre un conjunto adecuado, que dependera del contexto
en el que se trabaje.

7.1. Grupo de Lie Matricial Compacto

Esta seccién se ha dedicado a mostrar un ejemplo en el que el epimorfismo del Teorema 1 puede
ser un isomorfismo. Para conveniencia del lector esta seccion es autocontenida y esta basada en su
mayoria en el siguiente articulo del Dr. Saldana [Saldana, 2025].

Definicién 46: Sea B una C-dlgebra de Banach y * : B — B el mapeo involuciéon. Llamamos a B
una C*-algebra si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) a*=aVacB.

)
i) (a+b)*=a*+b"y (\a)*=Xa*VabeByV\eC.
iii) (ab)* =b*a* V a,b € B.
iv) |la*a| = ||a]|* V a € B.

Si B satisface i), ii) y iii) la llamamos *-algebra.

Definicién 47: Sea G un espacio topolégico. Llamamos a G un grupo de Lie matricial compacto si
se satisfacen las siguientes propiedades:

i) G es un espacio topoldgico compacto.

ii) G es una variedad suave de dimension n.

iii) G es un grupo.

)
)
)
iv) La multiplicacién de grupo es suave. Es decir, infinitamente diferenciable.
v) La inversion de grupo es suave. Es decir, infinitamente diferenciable.

vi) G C M,(C) es un subgrupo de GL(n,C).

Definicion 48: Sea B una C*-dlgebra y U C M, (B). Llamamos al par G = (B,U) un grupo
cuantico matricial compacto si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) P(G) = generado (u;; | u;; € BY i,j € {1,...,n}) es una *-subélgebra densa en B.

ii) Existe un homomorfismo de C*-algebras ¢ : B — B ® B tal que ¢(u;;) = Y p_; Wik ® Uk;
Vi,je{l,...,n}
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iii) Existe un mapeo lineal antimultiplicativo x : P(G) — P(G) tal que k(k(p*)*) =p V p € P(G),
2221 /ﬁ(uik)ukj = 6@‘ y ZZ:l Uikli(ukj) = 51']' V ’l,j S {1, RN ,n}.

La demostracién de la siguiente proposicién se puede encontrar en [Woronowicz, 1987].

Proposicién 57: Sea G un grupo de Lie matricial compacto y G = (C*°(G),U) el grupo matricial
compacto cudntico asociado a G. Sea P(G) = (A, u,n, ¢,¢, k) la *-subdlgebra de Hopf densa en
C>(G). Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) A= generado (w;; : G = C | w;j(A) =a;; VAe Gy w; € C°(G)Vi,je{l,...,n}) es una
x-algebra.

ii) El coproducto ¢(a) : G x G — C estd dado por ¢(a)(M,N)=a(MN)Vac AyY M,N € G.
iii) La counidad € : A — C estd dada por e(a) = a(e) Va € A con e € G.

iv) La antipoda k(a) : G — C estd dada por k(a)(M)=a(M " YVYac AyY M € G.
) p (a) p y

Definicién 49: Sean T, B variedades suaves de dimensiéon n. Sea p : T — B un mapeo suave
suprayectivo. Llamamos a la tétrada (T, B, p, F') un haz vectorial de rango k con T el espacio total, B
el espacio base, p una proyeccién y F una fibra si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) V b € B existe una vecindad abierta U(b) C B y un difeomorfismo ¢ : p~1(U(b)) — U(b) x R¥
tales que p = q o  donde ¢ : U(b) x RF — U(b) es la proyeccién al primer factor.

ii) Sibe U (b) NUsy(b), p1:p ( 1(0)) = Ui(b) x R* y 0 : p71(Us(b)) — Us(b) x R* entonces el
mapeo de transicién <p1 oy ! Uy(b) x R¥ — Uy (b) x R¥ es lineal y suave.

iii) La fibra sobre b, T, = p~1(b) = {t € T | p(t) = b} = F es un espacio vectorial con dim(7T}) = k.

Llamamos a {(U;, ¢;)} una trivializacién local de (T, B, p, F)).

Definicién 50: Sea (T, B,p) un haz con T el espacio total, B el espacio base y p una proyeccién.
Sea T, = p~*(b) = {t € T | p(t) = b} la fibra sobre b. Llamamos seccién suave de (T, B,p) a un
mapeo continuo suave s : B — T tal que p(s(b)) = b para todo b € B.

Definicién 51: Sea M una variedad suave de dimensién n 'y p € M. Llamamos al C-espacio vectorial
T,M = {v : C%(M) — C | ves lineal y o(fg) = v(f)g(p) + f(p)o(g) ¥ f.g € C>(M)} espacio
tangente de M en p. Ademas, llamamos a la variedad suave de dimension 2n,

TM = Uper TyM = {(p,v) | p€ M y v € T,M} haz tangente de M. Més atn, (T'M, M, r, F') es un
haz vectorial con 7 : TM — M dada por w(p,v) =py T, =7 '(p)={t € TM | n(t) =p} = F.

Notemos que los elementos de T,M se pueden pensar como combinaciones lineales de derivadas
parciales con base {(32-),}, donde {(m;),}, son las coordenadas locales en una vecindad de p.
7

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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Definicién 52: Sea M una variedad suave de dimensién n y p € M. Llamamos al C-espacio
vectorial TyM = {w : T,M — C | w es lineal} espacio cotangente de M en p. Ademds, llamamos a la
variedad suave de dimensién 2n, T*M = Upep T, M = {(p,w) | p € M y w € T; M} haz cotangente
de M. Mas aun, (T*M, M, n, F') es un haz vectorial con 7 : T*M — M dada por w(p,w) =py
T, =7 (p) = {t € T"M | m(t) = p} = F.

Notemos que los elementos de Ty M se pueden pensar como combinaciones lineales de diferenciales
con base {d(m;),}?_; donde {(m;),}}; son las coordenadas locales en una vecindad de p.

Definicién 53: Sea V un C-espacio vectorial. Sea V®* la k-potencia tensorial de V e

I = generado(w =v®v | v € V) el ideal izquierdo y derecho graduado generado por w en ®V. Sea
IF={y" 2@ v;@v)Qy |v; € V,o; € VO 4, € V% con a; +2+b;=kVie{l,....m}} CI
la k-ésima componente de I. Llamamos a AV = g algebra exterior de V con A*V la k-potencia
exterior de V.

Definicién 54: Sea M una variedad suave de dimension n. Decimos que M es derecho paralelizable
si existe un difeomorfismo ¢ : TM — M x R" tal que # = f ot donde 7 : TM — M esta dada por
m(p,v) =py f: M xR" — M estd dada por f(p,r) = p. Ademds, decimos que M es izquierdo
paralelizable si existe un difeomorfismo ¢ : TM — R"™ x M tal que # = fot donde 7 : TM — M
estd dada por w(p,v) =py f:R" x M — M esta dada por f(r,p) = p.

Definicién 55: Sea G un grupo de Lie matricial compacto. Llamamos al R-espacio vectorial
g={Ae€ M,(R)| e € GVteR}=T,G algebra de Lie de G. Ademds, llamamos complexificacion
degagc={A| A=B+iC con B,C € g}.

Definicién 56: Sea G un grupo de Lie matricial compacto. Llamamos al R-espacio vectorial
g ={f:9 — R | feslineal} = TG espacio dual del élgebra de Lie de G. Ademas, llamamos
complexificacion de g* a gt = {f | f =g+ th con g, h € g*}.

Definiciéon 57: Sea M una variedad de dimensién n y p € M. Llamamos a a € /\k(T;M ) k-covector
en p. Ademds, llamamos a AF(T*M) = Upey A*(Ty M) haz de k-formas diferenciales. Més atin,
llamamos a una seccién suave de A*(T*M), f: M — AF(T*M) k-forma diferencial de M. El conjunto
de todas las k-formas diferenciales de M es denotado por QF(M).

Definicién 58: Sea A una *-algebra de Hopf y (I',d) un CDPO sobre A. Llamamos a (I',d) un
x-CDPO sobre A si para todo ag, by, € A tales que Y, agby = 0 entonces Y, d(bj)a; = 0.

Proposicién 58: Sea G un grupo de Lie matricial compacto y G = (C*(G), U) el grupo matricial
compacto cuantico asociado a G . Sea A la x-algebra de Hopf de la Proposicion 57. Entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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i) G es derecho paralelizable con el difeomorfismo ¢, : G x g — T'G dado por
tr(A,v) = (A, (dLa)c(v)) con Ly : G — G dado por Lo(B) = AB y
(dLA)e : TeG =g — TLA(e)G = TAeG =TuG.

ii) G es izquierdo paralelizable con el difeomorfismo tg : g x G — T'G dado por
tr(A,v) = (A, (dR4)e(v)) con Ry : G — G dado por Ra(B) = BAy
(dRA)e . TeG = g — TRA(E)G e TeA — TAG

iii) d(a) = 'V ® d(a?), con d la diferencial usual en C=(G).
iv) d(a) = d(a™), ® a® con d la diferencial usual en C*°(G).

v) Si h =generadoc(d(a). | a € Ay d es la diferencial de C*°(C)) entonces (I' = A® b, d) es un
*-CDPO sobre G covariante izquierdo con ®r = ¢ ® id.

vi) Si h =generadoc(d(a). | a € Ay d es la diferencial de C*(C)) entonces (I' = h @ A, d) es un
*-CDPO sobre G covariante derecho con r® = id ® ¢.

Demostracion:
i) Se sigue de que cualquier grupo de Lie es paralelizable.

ii) Se sigue de que cualquier grupo de Lie es paralelizable.

iii) Del inciso i), al dualizar t;, : TG — G X g tenemos que t} : T*G — G x g*.
Notemos que dos haces son isomorfos si y solo si sus secciones suaves son isomorfas.
Entonces existe un isomorfismo f : Q'(G) — C*(G) ® g*.

De donde d(a) = a™ @ d(a?). V¥ a € A.

iv) Del inciso ii), al dualizar tg : TG — G x g tenemos que t : T*G — g* x G.
Notemos que dos haces son isomorfos si y solo si sus secciones suaves son isomorfas.
Entonces existe un isomorfismo f : Q'(G) — g* @ C*(G).

De donde d(a) = d(aV), ® a®® V a € A.
v) La demostracién de este punto es trivial y se omitira.

vi) La demostracién de este punto es trivial y se omitira.

Corolario 5: Sea A la *-dlgebra de Hopf de la Proposicion 57 y (I',d) el x-CDPO sobre G de la
Proposiciéon 58. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) (I',d) es un %-CDPO sobre G bicovariante.

ii) Existe un ideal derecho R C ker(¢) en A tal que h 21,05 =,, [ =14 ® kLR(E) & mrT@.

Notemos que los *-CDPO de los incisos v) y vi) de la Proposicién 58 son isomorfos y por lo tanto
bicovariantes.

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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Proposicién 59: Sea A la *-dlgebra de Hopf de la Proposicion 57 y R C ker(e) el ideal derecho en
A del Corolario 5. Entonces R = ker(g)? = {31, a;b; | a;, b; € ker(e)}.

Demostracién: Sea gi la complexificacion del espacio dual del algebra de Lie de G.
Entonces gt = 25 con F'={f € C=(G) | e(f) =0} y F? = {3, a;bi | a;,b; € F}.
De donde d(f). = [f]r2 por lo que d(a). = w(a) = [a|gr = [a]F2 V¥ a € ker(e).

Entonces a € R si y solo si a € F?Nker(e) = ker?(e).

De donde R = ker?(¢).

Proposicion 60: Sea A la x-algebra de Hopf de la Proposicion 57. Sea b del Corolario 5 y R el
ideal derecho en A de la Proposicién 59. Entonces h = g¢.

Demostracién: Primero, se verificard que b C g¢.
Notemos que por definicién, b C g¢.

Luego, se verificard que g¢ C b.

Notemos que por definicién, gc C M, (C).

Entonces existe una base {v;}i; = {37, a;Ni; | a; € Cy {Nj;}};-; es una base de M, (C)} de gc
tal que d(wjj)e(vi) = vy

De donde existe una base {d(a;)c}i=; = {X)-; a;d(wij)e | a;j € Cy d(wy). € b} de gg tal que
d(a;)e(v;) = ;.

Por lo que g C b.

Notemos que por el Corolario 5, h = i, I" entonces b = j,,I" = g¢.

Corolario 6: Sea A la x-dlgebra de Hopf de la Proposicion 57. Sea b y R el ideal derecho en A de la
Proposicion 60. Entonces (I' = A® g¢, d) es un #-sub CDPO sobre G del x-CDPO (I' = C*(G) ®@g¢, d)
sobre G donde d = d|4.

Definicion 59: Sea A la x-algebra de Hopf de la Proposicién 57. Sea h y R el ideal derecho en A
de la Proposicion 60. Sea (I', d) el x-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6 y @i, el dlgebra
tensorial de i,,I'. Definimos S = generado(S = 7(aM) ® 7(a?) | a € R = ker®(¢)) como el ideal

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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izquierdo y derecho generado por S en ®y,,I'. Llamamos a ,, I = %VF CDAO de formas diferenciales
de (T, d).

Proposicion 61: Sea A la x-algebra de Hopf de la Proposicion 57. Sea 7w : A — i, I" el mapeo de
gérmenes cuantico y m(h)og = mw(hg—e(h)g) la accién derecha de A sobre ;,,I". Entonces se satisfacen
las siguientes propiedades:

i) m(hg) = w(h)e(g) +e(h)m(g) ¥ h,g € ker(e).
ii) w(h)og=m(h)e(g) V h,g € ker(e).

Demostracién:
i) Se sigue de que 7 es la diferencial de una funcién en la identidad.

ii) Sean h, g € ker(e).

Asi, se calcula w(h)og = w(hg —e(h)g) = m(hg) —m(e(h)g) = w(h)e(g) +e(h)n(g) —e(h)7(g) =
m(h)e(g)-

La demostracion de la siguiente proposicion se puede encontrar en [Purdevié, 1996].

Proposicion 62: Sea A la x-algebra de Hopf de la Proposicién 57. Sea b y R el ideal derecho en A
de la Proposicién 60. Sea (T, d) el *-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6. Sea I'* el CDAO
envolvente universal de (I, d). Entonces I'"* = A ® ;,, [

Proposiciéon 63: Sea A la x-algebra de Hopf de la Proposicién 57. Sea b y R el ideal derecho en
A de la Proposicién 60. Sea (T, d) el x-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6 y I'* el CDAO
envolvente universal de (I', d). Entonces I'* = A ® Ay, [

Demostracién: Sea g = ab € R = ker®(¢).

Se calcula S = 7(gM) ® 7(¢@) = 7(aVbM)) @ 7(a@b?).

a®) 0 bM) @ (e(a) 1 (b)) + 1(a®) 0 bP) =
) (b(1 ) ® 7T(CL(2)) o b)) +
)0 b & 7(a) o b))

Notemos que por el inciso ii) de la Proposicién 33, w(ab) = e(a)w(b) + 7(a) o b.
Asi, se calcula S = (g(aM)m (b)) +
+

( m(
(c(a)m (b )®6(a<2))7r(b ) + (e(a
(m(alV) 0 bV ® e(a®)m(b®)) + (7 (a™) 0

Luego, notemos que por el inciso iii) de la Proposicién 61, 7(h) o g = w(h)e(g).

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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Ahora, se calcula S = (¢(a™)7(b™) @ e(a®)7(b@)) + (e(aM)7(bV) @ 7(a®)e(b?))) +
(m(aMe(®dM) ® e(aP)7(b@)) + (7(aM)e(bV) @ 7(a®)e(b?))) =

(e(®@M)m(aM) @ e(0?)m(a®)) + (e(0)7m(aM) @ e(a®)m(b®))) +

(r(0M)e(aV) © e(6@)7(al?)) + (e(aM)w (b)) @ e(a®)m (b)) =

(e(0We(b@))m(aM) @ 7(a®)) + (e(aM)7 (bV) @ (b7 (a?)) +

(e(dM)m(aM) @ e(@®)m (b)) + (7(b) @ e(e(aM)a?)7m(b®))) =

(e(@)m(bM) @ (@) (a®)) + (e(0)7(aV) @ (a7 (b)) =

(r(0Me(6®)) @ w(e(aM)a®)) + (w(aVe(a®)) @ w(e(BV)bP))) =

7(b) ® w(a) + 7(a) @ w(b) = w(a) @ 7(b) + 7(b) ® w(a).

Entonces m(a) @ w(b) + 7(b) @ m(a) = 0 en i, [

De donde j, I = Ajpy L.

Luego, notemos que por la Proposicién 62, I'" = A ® 3, .
Por lo que IT'" = A @ AT

Definicién 60: Sea A una C-dlgebra y {A¥}2°, una familia de subespacios vectoriales de A. Sea
d: A — A un mapeo. Llamamos a A una x-algebra diferencial graduada si se satisfacen las siguientes
propiedades:

i) A=, Ax.
ii) AFAl Cc A Y E>0yVI>0.

i) (vw)* = (—=1)Mw*v* Vo e APy Vwe A

iv) dii(av + bw) = adg(v) + bdj(w) V a,b € C, Vv € A¥ y ¥V w € AL,

vi) dp(AF) C AV >0y m >0 fijo.

Vil

)
)
)
V) disi(0w) = diy(v)w + (—1)Fody(w) Vv € AF y ¥V w € AL
)
) drode =0V k> 1.

)

viii) dg(v*) = dy(v)* V v € AF.

Corolario 7: Sea A la x-algebra de Hopf de la Proposicion 57. Sea b y R el ideal derecho en A de la
Proposicion 60. Sea (T',d) el x-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6 y I'* el CDAO envolvente
universal de la Proposicién 63. Entonces (I'"* = A® Ay I, d) es una x-sub algebra diferencial graduada
de la *-algebra diferencial graduada (I = C(G) ® Ags,d) donde d = d|4 es la derivada exterior.

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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Proposicion 64: Sea A la x-algebra de Hopf de la Proposicién 57. Sea h y R el ideal derecho en A
de la Proposicién 60. Sea (I',d) el *-CDPO sobre G bicovariante sobre A del Corolario 6. Sea Sy el
grupo de todas las permutaciones del conjunto {1,2} y By el grupo trenzado. Sea ¢y : By — GL(I'®?)
la representacién de By en I'®? e I(7) = card{(i,j) | 1 <i < j <2y 7(i) > 7(j)} el ntimero de

inversiones para 7 € S,. Sea m, : Sy — By el mapeo inyectivo de la Proposicion 49 y o :

el mapeo de virado. Sea 7 : ker(e) — i, [' el mapeo de gérmenes cudntico restringido a ker(e) y
Ay : T®2 5 T2 ¢] operador de antitrenzado. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Sy ={e,m} cone(l,2)=(1,2) y (1,2) = (2,1).
ii) By = {0} | n € N} con oy el generador de Bs.

iii) o(w; ® wy) = wy ® wy con wy,wy € I

iv) ¢o(01) = 0.

v) I(e) =0e I(m)=1.
)
ii)

V1

Ay =id —o.

Demostracion:
i) Notemos que las tinicas permutaciones de {1,2} son Sy = {e, 71 }.

ii) Por definicién, Bs es el grupo generado por o;.

Ahora, notemos que por el inciso iii) de la Proposiciéon 46, By = Z es un grupo ciclico, infinito y

abeliano.

Entonces By = {0} | n € N}.

ili) Seaw € I' = A® g¢.

Notemos que como i, I' = g& = b = generadog(d(a). | a € Ay d es la diferencial de C*°(C))

entonces por el inciso i) de la Proposicién 11, w = 3, c;d(a;)e.

Asi, se calcula o(w; ® wy) = 0(X; aid(a;)e @ 325 Bid(bj)e) = 32 225 o(vud(a;)e @ B;d(b;)e)

i 2 o(aid(aq)eB; @ d(bs)e) = 35 25 (i g van(B5)d(ar)e @ d(bj)e) =
22 Zka(@i%k(ﬁj) (ak)e @ d(b ) )= 25 2k @z’%kw;) (d(a k)e®d<bj)e) =
DD 2k ;e (8;)(d(bj)e ®d(ak> )= > Zk ;0335 (d(bs)e @ d(ar)e) =

> 2k awB(d(bj)e ® d(ak)e) =22 5j04k(d(bj)e ® d(ar)e) = 35 Xp(Bjand(bj)e ® d(ar)e) =

225 2k (B i d(b) (o) @ dlak)e) = 325 3k 20(Bd(bi)evii(au) @ d(ay)e) =
325 2k i(Bid(br)e @ yjow)d(ar)e) = 305 3ok S0 (Bid(br)e @ djiard(ay)e) =
Sk 2 (Bid(br)e @ ard(ar)e) = > Bid(br)e @ Xop ard(ag)e = wa @ ws.

iv) De la Proposicién 47, tomamos la asignacién o; — o que induce la representacion de By en I'®?

¢2 : By — GL(I'®?) dada por ¢y(0y) = 0.

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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v) Notemos que el tnico par en {1,2} que satisface 1 <1i < 7 <2es (1,2).
Asi, se calcula I(e) = card{(i,j)|1 <i<j<2ye(i)>e(j)}=0.
Ahora, se calcula I(7) = card{(i,7)|[1 <i<j <2y 7n()>n(y)} =1

vi) Del inciso v), I(e) =0e I(1) = 1.

Notemos que por el inciso iii) y ii) de la Proposicién 48, existen tinicos indices vacios y s; € {1}
respectivamente tales que e = e y 7y = 7, respectivamente.

Luego, notemos que por la Proposicién 49, my(e) = e y mo(71) = 01 respectivamente.

vii) Por definicién, Ay = Y g, sign(7)o(ma (7)) = sign(e)po(ma(e)) + sign(r)po(ma(m1)) =
Pa2(€) — ¢a(01).

Notemos que por el inciso iv), ¢2(01) = 0.
Luego, notemos que por la Proposicién 47, ¢, es un homomorfismo de grupos entonces ¢, (e) = id.
De donde Ay = id — o.

La demostracién de la siguiente proposicién se puede encontrar en [Woronowicz, 1989].

Proposicion 65: Sea A la x-algebra de Hopf de la Proposicién 57. Sea h y R el ideal derecho en A
de la Proposicién 60. Sea (I', d) el *-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6. Sea AI' el CDAO
trenzado de (I', d). Entonces AI' = A ® Ayl

Corolario 8: Sea A la x-dlgebra de Hopf de la Proposicién 57. Sea fh y R el ideal derecho en A de
la Proposicién 60. Sea (I, d) el *-CDPO sobre G bicovariante del Corolario 6 y AI' el CDAO trenzado
de (I',d). Entonces AI' = A @ Ai I es el dlgebra exterior de formas diferenciales.

Demostracién: Sea a ® b € ['®2,

Notemos que por el inciso vii) de la Proposicién 64, A; =id — o.
Asi, se calcula Ay(f®g) =(id—0)(a®b) =a®b—b® a.
Entonces ker(As) ={a ®b+b®a | a,beT}.

De donde AT es el algebra exterior de formas diferenciales.
Luego, notemos que por la Proposicion 65, AI' = A ® Ay, L.

Entonces AI' = A ® Ay, [ es el dlgebra exterior de formas diferenciales.

7.1 Grupo de Lie Matricial Compacto
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Notemos que por la Proposicién 63, el CDAO envolvente universal es I'* = A ® Ay ' y por el
Corolario 8, el CDAO trenzado es AI' = A ® Ay [' por lo que concluimos que son iguales, lo que
indica que el epimorfismo del Teorema 1 puede ser un isomorfismo.

7.2. Grupo de Enteros Moédulo 2

Esta seccion se ha dedicado a mostrar un ejemplo en el que el epimorfismo del Teorema 1 puede no
ser un isomorfismo. Para conveniencia del lector esta secciéon es autocontenida y esta basada en su
mayoria en el siguiente articulo del Dr. Saldana [Saldana, 2021].

Proposicién 66: Seca Z; = {0,1} el grupo de enteros médulo 2 y G = (C*(Z,),U) el grupo
matricial compacto cudntico asociado a Zsy. Sea P(G) = A la x-subdlgebra de Hopf densa en C*°(Z,).
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) A={f:Zy — C| f es una funcién} es una x-dlgebra.

ii) {fo(z) = {1 st 2=0 Cfi(z) = {0 sl Z:O} es una base de A.

0 siz=1 1 siz=1

iii) El coproducto ¢ : A — A® A estd dado por ¢(fo) = fo®@ fo+ /i@ fry ¢(f1) = fo® fi+ 1D fo.
iv) La counidad € : A — C esta dada por e(fo) =1y e(f1) =0.

v) La antipoda k(a) : A — A estd dada por k(fy) = fo v &(f1) = fi1.

Las demostraciones de las siguientes dos proposiciones se pueden encontrar en [Sontz, 2015].

Proposicién 67: Sea A una x-dlgebra de Hopf y (U, Dy) el -CDPO universal izquierdo sobre A.
Sean @y, : U, - AQUpy y,®: U, — U, ® A mapeos lineales dados por @y, (a ®b) = adV®a? @b
v, ®(a®b) = aV @b? @a@k(bM)b3). Entonces (Uz, Dr) es un *-CDPO bicovariante con respecto
a (I)UL y UL(I)-

Proposiciéon 68: Sea A una x-dlgebra de Hopf y (Ur, D) el *-CDPO universal izquierdo sobre
A. Sea R C ker(e) un ideal derecho en A tal que xk(R)* C Ry adr(R) C R ® A. Definimos
Ne=A®RyTl'in, = %—Z Sea N, ¢ U — 't vy, €l epimorfismo canénico de A-bimddulos
definimos dp n, = 7N, 0 D 0 A — ' ... Entonces (I'p y,,, d) es un x-CDPO bicovariante sobre
A con respecto a @FL,NR TNy > AR LN, Y FL,NRq) :Tpng = T vy ® Ao Més atin, cualquier
*-CDPO bicovariante sobre A, (I', d), es isomorfo a (I'z n,,d) para algin A-subbimédulo Ng de Uy.

Corolario 9: Sea A la x-algebra de Hopf de la Proposicién 66. Entonces solo hay dos *-CDPO
bicovariantes sobre A.

7.2  Grupo de Enteros Moédulo 2
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Demostracién: Notemos que ker(e) = generado(f).
Entonces los tinicos ideales derechos de A son R = ker(¢) y R = 0.

Ahora, notemos que por la Proposicién 68, los tinicos #-CDPO bicovariantes sobre A son (I' = A, d = id)
y (F = UL,d: DL)

Proposicién 69: Sea A la x-dlgebra de Hopf de la Proposicion 66. Sea (I',d) el *-CDPO universal
bicovariante sobre A del Corolario 9 y 7 : ker(e) — i, [" el mapeo de gérmenes cudnticos restringido a
ker(e). Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) m(fo) = —7(f1).
i) 7(fo) #0y 7(f1) #0.

)
iii)
)

iti) Dp(fo) =—(fo— fu)r(f1) = —=Dr(f1).
iv) Dp(h) = (b—a)(fo— fi)m(fi) Vh=afo+bf1 € Acona,beC.
Demostraciéon:

i) Primero, notemos que fy + f1 = 1.
Asi, se calcula 7(fo) + 7(f1) = 7(1) = 0.
entonces 7(fy) = —7m(f1).
ii) Primero, notemos que por el inciso i) 7(fy) = —m(f1).
Sea 7(fy) = 0 entonces 7(f;) = 0.
Ahora, notemos que como {fo, f1} es una base de A, h =afy+bf; ¥V h € A con a,be C.
Asi, se calcula 7(h) = an(fo) + bn(f1) = 0.
Entonces Im(7) = 0.
Luego, notemos que como 7 es suprayectiva Im(mw) = i, [
De donde i, I" = 0.
Después, notemos que i, I = keﬁ%(e) = ker(g) = generado(f;) # 0, lo cual es una contradiccién.
Por lo que m(fo) # 0y 7(f1) # 0.

iii) Primero, notemos que por el inciso vi) de la Proposicion 32, Dy (fy) = fél)ﬂ'( (52)).

Entonces Dy = po (id ® 7) o ¢.

Ahora, notemos que 7(fy) = —7(f1).

Por un lado, se calcula Dy (fo) = (no (id @ m))(¢(fo)) = (po (id@m))(fo® fo+ L ® fi) =
(M(jf (id?)ﬂ)()]glgo ® fo) + (po (id@m))(fi ® fi) = for(fo) + fin(f1) = —for(f1) + fim(f1) =

7.2  Grupo de Enteros Moédulo 2
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Por otro lado, se calcula D (f1) = (no (id®@ 7)) (¢(f1)) = (o (id@m)(fo® fi+ f1® fo) =
El; ° (i}i)®(7})))(fo ® fi) + (po (id@m))(f1 ® fo) = for(f1) + fir(fo) = for(f1) = fim(f1) =

De donde Dy (fo) = —(fo — f1)n(f1) = =Dr(f1).
iv) Sea h =afy+bf; € A con a,b e C.
Se calcula Dy (h) = Dr(afy+ bfi) = aDr(fo) +bDr(f1).
Notemos que por el inciso iii), Dy (fo) = —(fo — fi)7n(f1) = —=Dr(f1).
Ahora, se calcula Dp(h) = —a(fo — fi)n(f1) +b0(fo — fi)7(f1) = (b—a)(fo — fr)7(f1).

Proposicién 70: Sea A la x-dlgebra de Hopf de la Proposicién 66. Sea (I', d) el x-CDPO universal
bicovariante sobre A del Corolario 9 y I'* el CDAO envolvente universal de (I', d). Entonces I'* = @I

Demostracién: Sea >; a;Dr(b;) =0 con a;,b; € A.

Notemos que por el inciso iv) de la Proposicién 69, Dy (h) = (b — a)(fo — fi)7(f1).

Entonces Y, a;Dr(b;) = X, a; b; (fo— fi)m(f1) =0 con b; = bi1 — b € C.

Luego, notemos que como {7 (f1)} es una base de i, " entonces por el inciso ii) de la Proposicién 11,

2iaiDp(bi) = (X; aibi(fo — f1))w(f1) = 0.

Ahora, notemos que por el inciso i) de la Proposicion 69, w(f;) # 0.

Entonces 3, aigi(fo —f1)=0

1 si z=0

Después, notemos que (fo — f1)(2) = { . -
—1 siz=

1 i z=0
Entonces (fo — f1)(2) es invertible con inversa dada por (fo — f1)7(2) = { . S% ‘ .
-1 siz=

Entonces ), a;b; = 0.

Asi, se calcula D (3, aii)i) = D(0) entonces Y, EiDL(ai) =0.
Ahora, se caleula @ = 3=, Dr(a;) ® Dp(b;) = 3; Dp(a;) ® (bz<f0 - fi)r f )) =
Si(Dr(anbi(fo— f1)) @ w(f1) = (3 Drla)bi(fo — f1) @ w(fy

0®@m(fi1) =0.

De donde Q = generado(Q = Y, Dr(a;) @4 Dp(b;) | ai,b; € Ay Y, a;Dp(b;) =0) = 0.

7.2  Grupo de Enteros Moédulo 2
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Por lo que I'"* = ®T".

Proposicién 71: Sea A la x-dlgebra de Hopf de la Proposicién 66. Sea (I', d) el x-CDPO universal
bicovariante sobre A del Corolario 9. Sea Sy el grupo de todas las permutaciones del conjunto {1, 2}
v By el grupo trenzado. Sea ¢ : By — GL(I'®?) la representacion de By en I'®? e

I(1) = card{(4,)|1 < i< j <2y 7(i) >7(j)} el ntimero de inversiones para 7 € Sy. Sea 7y : So — By
el mapeo inyectivo de la Proposicién 49 y o : I'®? — I'®? el mapeo de virado. Sea 7 : ker(g) — ju I’
el mapeo de gérmenes cudntico restringido a ker(g) y Ay : I®% — I'®2 el operador de antitrenzado.
Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) So={e,m}cone(l,2)=(1,2)y 7(1,2) =(2,1).
ii) By = {0} | n € N} con oy el generador de Bs.
iii) o(w; ® wy) = wy; ® wy = id(wy ® wy) con wy,wy € T

)
)
)
iv) ¢o(01) = 0.
)
)
)

v) I(e) =0e I(m) = 1.
vi) ma(e) = ey ma(m1) = 04
vii) Ay =

Demostracion:

i) Anéloga a la demostracién del inciso i) de la Proposicién 64.
ii) Andloga a la demostracién del inciso ii) de la Proposicién 64.
iii) Sea w €I

Notemos que como i, [" = ke;fa = ker(e) = generado(f;) entonces por el inciso i) de la
Proposicion 11, w = >, a;7(f1) = an(f1) con a; € A donde a = Y, a;.

Asi, se calcula o(w; ® we) = o(an(f1) @ br(f1)) = olan(fr)bR7(f1)) = o(acn(fi) @ ©(f1)) =
aco(r(fi)@n(f1)) = ac(w(fi)@7(f1)) = acr(fi)@n(f1) = an(f1)b@7(f1) = an(fi1)@br(f1) =

w1 & Wa.

De donde o = id.

iv) De la Proposicién 47, tomamos la asignacién o; — o que induce la representacion de By en I'®?

¢3 : By — GL(I'®?) dada por ¢y(01) = o = id.
v) Andloga a la demostracién del inciso v) de la Proposicion 64.

vi) Andloga a la demostracion del inciso vi) de la Proposicion 64.

7.2  Grupo de Enteros Moédulo 2
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vii) Por definicién, Ay = Y g, sign(7)pa(ma(7)) = sign(e)pa(ma(e)) + sign(m)p2(ma(m)) =
p2(e) — ga(01).
Notemos que por el inciso iv), ¢o(01) = 0 = id.
Luego, notemos que por la Proposicién 47, ¢, es un homomorfismo de grupos entonces ¢,(e) = id.
De donde A; =id —id = 0.

Corolario 10: Sea A la *-algebra de Hopf de la Proposicién 66. Sea (I', d) el *-CDPO universal
bicovariante sobre A del Corolario 9 y AI' el CDAO trenzado de (I',d). Entonces AI' = A@T.

Demostracién: Primero, notemos que por el inciso vii) de la Proposicién 71, Ay = 0.

Asi, se calcula ker(Ay) = I'®2.

Entonces A% = 0.

Ahora, notemos que cualquier n-forma con n > 2 se puede escribir como combinacion lineal de 2
) 2
productos exteriores de 2-formas si n es par o "T_l productos exteriores de 2-formas y una 1-forma si

n es impar.

Entonces A"I' =0V n > 2.

De donde AI' = AT

Notemos que por la Proposiciéon 70, el CDAO envolvente universal es I'* = @I y por el Corolario 10,

el CDAO trenzado es AI' = A@T por lo que concluimos que no son isomorfos, lo que indica que el
epimorfismo del Teorema 1 puede no ser un isomorfismo.

7.2  Grupo de Enteros Moédulo 2
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8. Conclusiones

El presente trabajo establece una conexion formal y rigurosa entre dos de las construcciones mas
importantes de la geometria no conmutativa. E1 CDAO envolvente universal y el CDAO trenzado sobre
una algebra de Hopf. Este estudio culminé con la demostracion de la existencia de un epimorfismo
entre estos dos CDAO.

El camino para establecer este puente epimorfico requirié de la introduccion de algebras de Hopf y su
coaccién sobre bimodulos bicovariantes. Dichas coacciones codifican la nocion de simetria cuantica.

Sobre estas algebras de Hopf, se desarroll6 la teoria de CDPO. La cual se enfoco en la caracterizacién
de CDPO bicovariantes a través de sus espacios invariantes y sus ideales derechos correspondientes.
Asi, cualquier CDPO bicovariante queda completamente determinado por sus espacios invariantes.

Posteriormente, se definieron las dos estructuras de orden superior. E1 CDAO envolvente universal
se construyé como un cociente del algebra tensorial por elementos cuadraticos, disenado para ser
la extensién mas libre de un CDPO. Por otro lado, el CDAO trenzado se definié utilizando la rica
estructura de los grupos trenzados y el operador de antitrenzado, imponiendo relaciones de simetria
mas estrictas.

Finalmente, se exploré la naturaleza de este epimorfismo a través de dos ejemplos importantes.
Se demostré que para el dlgebra de Hopf de funciones sobre un grupo de Lie compacto clasico, la
conmutatividad del algebra obliga a que la trenza sea el mapeo de virado y el epimorfismo se convierte
en un isomorfismo. En contraste, para el algebra de Hopf del grupo de los enteros médulo 2, se
demostré que la trenza es trivial y las estructuras no son isomorfas, revelando que el puente es
naturalmente un epimorfismo.
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